LINEARIS BELSO FUGGVENY
(Segédanyag a 10.1.a-b feladattipusokhoz)

Osszefoglalé. A 10.1.a-b feladatainak tobbsége visszavezethets linedris helyettesitéssel valame-
lyik alapintegralra. Az alapintegralokat a kiosztott segédanyagon talaljuk, vagy példaul itt:
https://www.mathreference.org/index/page/id/55/1g/hu

A linearis helyettesités alatt azt értem, hogy a feladatbeli integralando fiiggvény az integralasi
tablazatban szerepl6 valamelyik alapfiiggvénybdl kaphato tgy, hogy = helyére ax + b alakt belsé
fliggvényt irunk, valamely a és b konkrét szamokkal. Ilyenkor tgy jarunk el, hogy az integralési
szabalygytjteményben a megfelels primitiv fiiggvénybe is (ax+b)-t helyettesitiink, és ilyen alakban
keressiik a megoldast, ami egy konstans szorzoval valo korrigalas utan jo lesz (a-val kell osztani,
de ezt inkabb jobb végiggondolni).

Példa. Nézziink egy konkrét példéan:

/cos(?w —4)dz =7

Latjuk, hogy az integralando cos(3xz—4)-et a cos z-bdl kapjuk gy, hogy = helyébe a 3z —4 (lineéris)
belsd fiiggvényt irjuk. A képletgyijteményben latjuk, hogy

/cos rdx = sinz,

ami azt jelenti, hogy
(%) (sinz)’ = cos .

A fenti sszefoglald szerint tehat sin(3x — 4)-gyel probalkozunk (a képletgytjteménybsl kiolvasott
sin  primitiv fliggvényben is (3z — 4)-et irva = helyére):

(x%) (sin(3z — 4))" = cos(3z — 4) - 3,

amit az Osszetett fliggvény derivalasi szabélya szerint kaptunk (x)-bol (a 3-as szorzo a belss fiigg-
vény derivaltja).

Emlékezziink, hogy az a feladatunk, hogy talaljuk egy olyan fliggvényt, amelynek a derivaltja
cos(3x —4). Latjuk (#x)-bol, hogy a sin(3xz —4) mar ,majdnem jo”, mert a derivéaltja a kivant ered-
mény 3-szorosa. Ezt ugyanis kénnyen korrigalhatjuk, ha elosztjuk a sin(3z — 4) fliggvényt 3-mal
(ami a konstans 1/3-dal szorzasnak felel meg, ezért a derivalt is 3-dal osztodik):

<?1) sin(3z — 4)) = é(sin(?;m —4)) = %(cos(i’)x —4)-3) = cos(3z — 4),

tehat talaltunk egy primitiv fliiggvényt:

1
/cos(Sx —4)dz = 3 sin(3x — 4).

Megjegyzés. Ha mar magabiztosan megy a helyettesités integralés, akkor a fentiek ugy foglalhatok
Ossze, hogy ezek a feladattipusok az y = ax + b helyettesitéssel mindig megoldhatok.


https://www.mathreference.org/index/page/id/55/lg/hu

Az 6ran kimaradt feladatok megoldasai

1. [sin(z +3)dz =7

Megoldas. A sin(x + 3) fiiggvényt a sinz-bdl kapjuk x «~ x + 3 utan. Mivel a sinz primitiv
fiiggvénye — cos z, ezért — cos(z + 3)-mal probalkozunk (z « x + 3 itt is):

(—cos(z + 3)) = sin(x + 3) - 1 = sin(x + 3),

ahol az 1-es szorzo (z + 3)’-bol jon. Ezzel meg is talaltunk egy primitiv fiiggvényt:

/sin(w +3)dz =|—cos(z + 3) |

Ugyanez formalisan, helyettesitéses integralassal. Ha észrevessziik, az integralandoé fliggvény
egy alapintegralba mint kiils6 fiiggvénybe helyettesitett linedris bels6 fliggvény, akkor mindig célt
ériink helyettesitéses integralassal, amennyiben az észrevett lineéaris belsé fiiggvényre vezetjiik be
az 0j valtozot. Az el6zé megoldés alapjan tehat legyen

y=x+3.
Ekkor q
Y
=1
dx
dy = dz,
és igy
/sin(x+3)dx:/sinydy:cosy: —cos(z +3) |
2. [e*da =7

Megoldas. Az e~ * fiiggvényt az e”-bdl kapjuk z « —z utan (a —z is lineéris belss fiiggvény!).
Mivel az e” primitiv fiiggvénye e, ezért e~ *-szel probalkozunk:

(e™®) =e - (-1).
Latjuk, hogy (—1)-gyel kell még osztanunk (vagy szoroznunk, ami ugyanaz), hogy jo legyen:

(__6—1:)/::6—$7

/ew de =|—e 7|

Ugyanez formalisan, helyettesitéses integralassal. Az el6z8 megoldas elsé észrevétele alapjan
legyen

azZaZ

Yy=—2x.

2



Ekkor

dy

b A |

dx

dy = (—1)dz
(—1)dy = da,

és igy

3. fsin2xdm =7

Megoldas. Ahhoz, hogy a fenti modszerrel meg tudjuk oldani a feladatot, el¢szor alakitunk kell a
fiiggvényen. Az ismert addicios tétel (és a sin® x + cos? z = 1 Gsszefiiggés) szerint

2 2 2

cos 2z = cos’x — sin®z = (1 —sin®z) — sin®z = 1 — 2sin® z,

amibdl

1
2y = 5(1 — cos 2z).

sin
Es igy

1 1
/sin2xdm:/2(1—c052m)dx: 2/(1—0082x)dx:

1 1 1
5 (/1dx—/cos2xdx> =15 <x—251n2x> ,

sin 2z integral meghatarozasa az el6z6 feladatok minta-

ahol az utols6 1épésben az f cos2xdx = %

jara megy (most nem részletezziik).



