A CANTOR-HALMAZ

El6szor egy {C), }52, halmazsorozatot definidlunk: Legyen Cy a [0, 1] zart intervallum, és C),41-et
gy kapjuk C,-bdl, hogy C),-et véges sok diszjunkt zart intervallum unidjaként felirva, mindegyik zart
intervallumbol elhagyjuk a kozéps6 nyilt harmadat. (Kénnyt ellendrizni, hogy ekkor C, 11 is véges
sok diszjunkt zart intervallum uni(’)ja lesz, tehat értelmes a definicio.)

Vagyis Co = [0,1], C1 = [0, 3] U [2,1], Co = [0, 5] U [3, 3] U [2, L] U [3,1], és igy tovabb. Az aldbbi
abran a sorozat els§ 7 eleme van szemleltetve (nyilvan Cp D C1 D Cy D ...):
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Definicio: A Cantor-halmaz az imént definialt C,, halmazok metszete, azaz (., Cy,. Kevésbé preci-
zen fogalmazva, a kdzéps6 harmadok elhagyésat vég nélkiil folytatjuk, és a megmaradt pontok halmaza
a Cantor-halmaz. A Cantor-halmazt a tovabbiakban C-vel jeldljiik.

1. allitas: A Cantor-halmaz kontinuum szamossagu.

Bizonyitas: Megadunk egy bijekciot a végtelen 0-1 sorozatok halmaza és C' pontjai kozott, ami
igazolja az allitast. Tekintsiink egy tetszSleges 0-1 sorozatot, legyen ez s. (A ,biteket” ugy fogjuk
interpretalni, hogy 0="bal", 1="jobb".)

El6szér egy zért intervallumokbol all6 {1,152, sorozatot rendeliink s-hez: Legyen I := [0, 1], ha s
els6 eleme 0; legyen I := [3, 1], ha s els eleme 1. Legyen I, az I; intervallum baloldali harmada ha s
mésodik eleme 0; legyen I az [; intervallum jobboldali harmada, ha s masodik eleme 1. Analég médon
definialjuk a t6bbi I,, intervallumot is (az s sorozat n-edik bitje azt mondja meg, hogy I,,-nek az I,,_;
bal- vagy jobboldali harmadét valasztjuk). Tehat ha példaul s = 011..., akkor I; = [0, 3], I = [Z, 3],
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Iy =[2,3] ... Az {I,,}32, sorozat egymésba skatulydzott zart intervallumok 6sszehuzodo sorozata,
igy az analizis oran tanultak szerint a () ., I, metszet nemiires, és egyetlen pontot tartalmaz, legyen
ez ¢(s). Mivel I,, C C,, minden n természetes szamra, ez a ¢(s) pont C-nek eleme.

Konnytd meggondolni, hogy ez a ¢ leképezés kiilonb6zs 0-1 sorozatokhoz kiilonbézé C-beli pontot
rendel (ha az n-edik bitben eltérés van, akkor az intervallumsorozatok n-edik tagjai diszjunktak), és
minden C-beli pont el6all képként (C' tetszéleges P pontjahoz megkonstrualhato a megfelels 6sszehu-
z6d6 intervallumsorozat, és igy a 0-1 sorozat is, ehhez mind6ssze mindegyik C),-bél azt az intervallumot

kell valasztani I,,-nek, amelyik tartalmazza P-t), azaz ¢ bijekcio. O

2. allitas: A Cantor-halmaz elemei pontosan azok a [0, 1]-beli szamok, amelyeknek van olyan harmas
szamrendszerbeli alakja, hogy egyik jegy sem 1 (azaz mindegyik jegy 0 vagy 2).

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy C; pontosan azokat a szamokat tartalmazza [0, 1]-b6l, amelyek har-
mas szamrendszerben felirhatok 0,0... vagy 0,2... alakban, C'; pontosan a szamokat tartalmazza,
amelyek felirhatok 0,00...,0,02...,0,20... vagy 0,22... alakban. Es igy tovabb, C,, pontosan azokat
a szamokat tartalmazza, amelyek harmas szamrendszerben felirhatok tgy, hogy a ,harmadosvessz§”
utan allo elsé n jegy kozott nincs 1-es. (Példaul az % és a % C1-ben vannak — s6t, C-ben is —, itt az

% = 0,02 és a % = 0,2 alakok megfeleléek.) A C = (,—, C, definici6 alapjan a fentiekb6l azonnal

adodik az allitas (a nem feltétleniil egyértelmii ,,harmadostort” alakok figyelembevételével is). O
Megjegyzés: A 2. allitasbol is kovetkezik az 1. allitas, hiszen a 0 és 2 tagokbol 4ll6 végtelen sorozatok
halmaza kontinuum széamossagu. Az 1. allitas bizonyitasaban megadott bijekcio az s = sq, 9, S3, .. .
0-1 sorozathoz éppen a 0,(2s1)(2s2)(2s3) ... C-beli szamot rendeli (harmas szamrendszerben felirva).
3. allitas: A Cantor-halmaz Borel-mérhetd, és Lebesgue-mértéke 0.

Bizonyitas: A Cantor-halmaz zart (mivel zart halmazok metszete), és igy Borel-mérhets. Az allitas
mésodik fele adodik abbol, hogy a Cantor-halmaz [0, 1] alaphalmazon tekintett komplementerének
Lebesgue-mértéke 1. Ez a mérték ugyanis az ,elhagyott” intervallumok 0sszhossza, azaz
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