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. ea Informaciok a kurzusrél 1/11

KOVETELMENYEK

Gyakorlat. A félév soran hazi feladatokat t(izok ki CooSpace-en, melyek meg-
oldasat az ott megadott hataridéig kell a rendszerbe feltolteni. + Pluszontokat
is lehet szerezni 6rai munkaval, illetve szorgalmi feladatok megoldasaval.

El6adas. A hallgatoknak a tananyaghoz kapcsol6d6 szamitogépes projekt-
munkat kell késziteniiik a vizsgaid6szak végéig, melynek témajat az oktaté a
hallgatéval egyeztetve jeldli ki a szorgalmi idészakban. A projektmunka kivalt-
haté irasbeli vizsgaval a vizsgaidészakban a félév anyagabdl.
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Ponthatarok:

0 — 50%: elégtelen (1)
51 — 62%: elégséges (2)
63 — 75%: kdzepes (3)
76 — 87%: j6 (4)

88 — 100%: jeles (5).
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Ismétlés: Egyszerii grafok

KOVETELMENYEK

Gyakorlat. A félév soran hazi feladatokat tiizok ki CooSpace-en, melyek meg-
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Ismétlés: Egyszerii grafok

Egyszer(i grafon egy (V, E) part értiink, ahol V' egy véges halmaz, és E C (}).
AV halmazt a graf cstcshalmazanak (V' elemeit pedig cstcsoknak /pontoknak),
az E halmazt a graf élhalmazanak (E elemeit pedig éleknek) nevezziik.

Emlékeztetiink, hogy (‘2/) a V kételemii részhalmazainak halmazat jeldli.



Ismétlés: Egyszerii grafok

Egyszer(i grafon egy (V, E) part értiink, ahol V' egy véges halmaz, és E C (}).
AV halmazt a graf cstcshalmazanak (V' elemeit pedig cstcsoknak /pontoknak),
az E halmazt a graf élhalmazanak (E elemeit pedig éleknek) nevezziik.
Példa. G = (V, E), ahol V' = {vy, va, v3, v4, U5, v, U7}, és

E = {{or, v}, {v, v}, v, vad, {vn, vsh, {un, v, fus, vad, fog, vsh, o, v, fus, v, fuis, vr .



Ismétlés: Egyszerii grafok

Egyszer(i grafon egy (V, E) part értiink, ahol V' egy véges halmaz, és E C (}).
AV halmazt a graf cstcshalmazanak (V' elemeit pedig cstcsoknak /pontoknak),
az E halmazt a graf élhalmazanak (E elemeit pedig éleknek) nevezziik.
Példa. G = (V, E), ahol V' = {vy, v2, v3,v4, U5, v, v7}, és

E= {{vl, va}, {va, v3}, {va, va}, {va, vs}, {va, v7}, {vs, va}, {va, vs}, {va, v7}, {vs, v6}, {ve, v7}}.
A példa szemléltetése.

U1
G s

U7
U3 Ve
V4 Vs

Egyszer( graf informalisan:
Véges sok csucs (pont), bizonyos csticsparok egy éllel &sszekdtve.



Ismétlés: Egyszerii grafok

Egyszer(i grafon egy (V, E) part értiink, ahol V' egy véges halmaz, és E C (}).

AV halmazt a graf csicshalmazanak (V' elemeit pedig csticsoknak /pontoknak),
az E halmazt a graf élhalmazanak (E elemeit pedig éleknek) nevezziik.

U1
G Vo
vy

U3 Vg

Vg Us
Jelolések. e Ha hangsilyozni akarjuk, hogy a G graf csicshalmazardl, illetve
élhalmazardl van sz6, akkor V' (G)-t, illetve E(G)-t irunk.
e Tehat |V(G)| a G graf csticsszama, |E(G)| pedig az élszama.

o Az {u,v} élt (kételemi halmazt) az olvashatésag kedvéért wv alakban irjuk.



Ismétlés: Egyszerii grafok

Egyszer(i grafon egy (V, E) part értiink, ahol V' egy véges halmaz, és E C (}).
AV halmazt a graf csicshalmazanak (V' elemeit pedig csticsoknak /pontoknak),
az E halmazt a graf élhalmazanak (E elemeit pedig éleknek) nevezziik.

G v

U2
v7

U3 Vg

V4 Vs

Konvencidk. e uwv € E(G) esetén azt mondjuk, hogy ,az u és v csicsok
Osszekotottek / szomszédosak G-ben”.

e Eliink a graf szemléletes jelentésébsl adédé széhasznalattal:
»az uv él két végpontja u és v", ,az e = uw él illeszkedik az u cstcsra” stb.



Ismétlés: Altalanos grafok

(Altalanos) grafon egy olyan (V, E,I) harmast értiink, ahol V és E véges
halmazok (a csicshalmaz és az élhalmaz), az I C V x E pedig egy olyan
illeszkedési relacio V' és E kozott, hogy minden e € E él pontosan 1 vagy 2

V-beli cstcsra illeszkedik.
G



. ea Ismétlés: Altalanos grafok 3/11

(Altalanos) grafon egy olyan (V, E,I) harmast értiink, ahol V és E véges
halmazok (a csicshalmaz és az élhalmaz), az I C V x E pedig egy olyan
illeszkedési relacio V' és E kozott, hogy minden e € E él pontosan 1 vagy 2

V-beli cstcsra illeszkedik.
G

< hurokél

<+ parhuzamos élek
v

Altalanos grafok esetén megengedett, hogy egy élnek egybeessen a két vég-
pontja (az ilyen éleket hurokéleknek nevezziik), illetve két pont kozott egynél
tobb él is haladhat (ez esetben ezen éleket parhuzamos éleknek vagy tobbszoros
élnek nevezziik).



Ismétlés: Altalanos grafok

(Altalanos) grafon egy olyan (V, E,I) harmast értiink, ahol V és E véges
halmazok (a csicshalmaz és az élhalmaz), az I C V x E pedig egy olyan
illeszkedési relacio V' és E kozott, hogy minden e € E él pontosan 1 vagy 2

V-beli cstcsra illeszkedik.
G

< hurokél

<+ parhuzamos élek
v
Megjegyzés. Az egyszerii grafok tekintheték altalanos grafoknak is. (A szem-
léletes kép alapjan ez nyilvanvalé. Formalisan, a (V, ) egyszerii grafra tekint-
hetiink (V, E, I) grafként, ahol az I illeszkedési relacié tgy van definialva, hogy
az {u, v} él pontosan az u és v cstcsokra illeszkedik.) Egy graf pontosan akkor
egyszer(i graf, ha nem artalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket.



Ismétlés: Fokszam

Fokszam.

Egy csiics fokszama a csiicsbdl indulé élek szama, ahol minden hurokélt kétszer
szamolunk. (A fokszam tehat a cstcsbél indulé | élvégek” szama.) Egy v cslcs
fokszamat d(v)-vel jeldljiik.
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Fokszam.

Egy csiics fokszama a csiicsbdl indulé élek szama, ahol minden hurokélt kétszer
szamolunk. (A fokszam tehat a cstcsbél indulé | élvégek” szama.) Egy v cslcs
fokszamat d(v)-vel jeldljiik.
d(v) = (v-re illeszked6 nemhurok élek szama)+
2 - (v-re illeszkedd hurokélek szama).



Ismétlés: Fokszam

Fokszam.

Egy csiics fokszama a csiicsbdl indulé élek szama, ahol minden hurokélt kétszer
szamolunk. (A fokszam tehat a cstcsbél indulé | élvégek” szama.) Egy v cslcs
fokszamat d(v)-vel jeldljiik.

d(v) = (v-re illeszked6 nemhurok élek szama)+

2 - (v-re illeszkedd hurokélek szama).

Megjegyzés. Egyszerli graf esetén a v cslcs fokszama a v szomszédainak
szama.
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1. ea Ismétlés: Fokszam

Fokszam.

Egy csiics fokszama a csiicsbdl indulé élek szama, ahol minden hurokélt kétszer
szamolunk. (A fokszam tehat a cstcsbél indulé | élvégek” szama.) Egy v cslcs

fokszamat d(v)-vel jeldljiik.

Definicié. Ha egy grafban minden cstcs fokszama ugyanannyi, akkor azt mond-
juk, hogy a graf regularis. Ha ez a kdzds fokszam d, és ezt hangsalyozni sze-
retnénk, akkor d-regularis grafrél beszéliink.
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Fokszam.

Egy csiics fokszama a csiicsbdl indulé élek szama, ahol minden hurokélt kétszer
szamolunk. (A fokszam tehat a cstcsbél indulé | élvégek” szama.) Egy v cslcs
fokszamat d(v)-vel jeldljiik.

Definicié. Ha egy grafban minden cstcs fokszama ugyanannyi, akkor azt mond-
juk, hogy a graf regularis. Ha ez a kdzds fokszam d, és ezt hangsalyozni sze-
retnénk, akkor d-regularis grafrél beszéliink.

Definicio. Egy graf 0 foka csucsait izolalt csucsoknak nevezziik. °



Ismétlés: Fokszamtétel

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

A grafelmélet jeldléseinek gyakorlasa kedvéért ugyanez formalisabban:
Tetsz6leges G graf esetén

Y d(v) =2-|E(G)].

veV(G)



Ismétlés: Fokszamtétel

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

5

4 3
1+2+24+3+3+4+5=2-10



Ismétlés: Fokszamtétel

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

6

4 3
1+243+3+44+5+6=2-12
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Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

6

4 3
14+424+3+3+4+54+6=2-12
Bizonyitas. A fokszamdsszeg is, és az élszam kétszerese is a grafban talalhaté

élvégeket szamolja Gssze. (A fokszamdsszeg csticsonként csoportositva szamol;

az élszamosszeg kétszerese pedig abbdl jon, hogy minden élnek két vége van.)
O



Ismétlés: Fokszamtétel

Fokszamtétel. Tetsz6leges grafban a csiicsok fokszamainak Gsszege az élek
szamanak kétszeresével egyenld.

6

4 3
Kovetkezmény. Tetszéleges grafban a fokszamok Gsszege paros.

Masszoval. Tetszéleges grafban paros sok paratlan fokszami csiics van.



Ismétlés: Iranyitott graf

Iranyitott graf.

Az iranyitott grafokban minden élnek van egy iranya. (Minden él az egyik vég-
pontjabdl a masik felé mutat.) Informalisan, iranyitott grafot agy kapunk, hogy
felvesziink egy iranyitatlan (= ,hagyomanyos”) grafot, és minden él valamelyik
végére tesziink egy nyilvéget. (A preciz definiciét mell6zziik.)

Megjegyzés. Amikor a tovabbiakban (jelz6 nélkiil) ,,grafot” irunk, akkor min-
dig ,iranyitatlan grafra” gondolunk.



Fokszamsorozatok

Def. Egy graf fokszamsorozata alatt a csiicsai fokszamainak csokkend sor-
rendbe rendezett sorozatat értjiik.

Példa. Az abran lathat6 graf fokszamsorozata: 5,4, 3, 3,2, 2, 1.

1
) 3



Fokszamsorozatok

Def. Egy graf fokszamsorozata alatt a csiicsai fokszamainak csokkend sor-
rendbe rendezett sorozatat értjiik.

Példa. Az abran lathat6 graf fokszamsorozata: 5,4, 3, 3,2, 2, 1.

1
) 3

4 3

Fokszamsorozatok realizacidja graffal/egyszerii graffal/stb.

INPUT: Adott egy nemnegativ egész szamokbdl all6 (csdkkend) d sorozat.
FELADAT: Dontsiik el, hogy létezik-e olyan graf/egyszerii graf/stb., amelynek
a fokszamsorozata d. (Ha létezik ilyen G graf, akkor azt mondjuk, hogy G
realizalja d-t.)



Fokszamsorozatok

Példa. Az abran lathat6 graf fokszamsorozata: 5,4, 3,3,2,2, 1.

1
) 3

4 3

Fokszamsorozatok realizacidja graffal/egyszerii graffal/stb.

INPUT: Adott egy nemnegativ egész szamokbdl all6 (csokkend) d sorozat.
FELADAT: Dontsiik el, hogy létezik-e olyan graf/egyszerii graf/stb., amelynek
a fokszamsorozata d. (Ha létezik ilyen G graf, akkor azt mondjuk, hogy G
realizalja d-t.)

Példaul a 5,4,3,3,2,2,1 sorozat realizalhaté egyszerti graffal (pl. az abran
lathatéval).



Realizalhatésag altalanos graffal

Realizalhatésag altalanos graffal.
A nemnegativ egészekbdl all6, csdkkens di,ds, ..., d, sorozat akkor és csak
akkor realizalhat6 (altalanos) graffal, ha dy + da + - - - + d,, paros.

Bizonyitas. Egyszerii. Lasd Proposition 2.1 az angol jegyzetben. O



Realizalhatésag altalanos graffal

Realizalhatésag altalanos graffal.
A nemnegativ egészekbdl all6, csdkkens di,ds, ..., d, sorozat akkor és csak
akkor realizalhat6 (altalanos) graffal, ha dy + da + - - - + d,, paros.

Bizonyitas. Egyszerii. Lasd Proposition 2.1 az angol jegyzetben. O

Realizalhatésag hurokélmentes graffal.

A nemnegativ egészekbdl all6 csékkend dy,ds, . .., d, sorozat akkor és csak
akkor realizalhat6é hurokélmentes graffal, ha

o dy+dy+ - +d, paros, ES

o di <dy+d3g+---+dp.

(Megjegyezziik, hogy d; a sorozat (egyik) legnagyobb eleme, a csokkend sor-
rend miatt.)

Nem bizonyitjuk.



Havel-Hakimi operacié

Az egyszer(i graffal torténd realizalhatésag eldontése jéval nehezebb. Explicit
jellemzés helyett egy algoritmust ismertetiink inkabb. Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkezd operaciora:



Havel-Hakimi operacié

P24

Az egyszer(i graffal torténd realizalhatésag eldontése jéval nehezebb. Explicit
jellemzés helyett egy algoritmust ismertetiink inkabb. Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkezd operaciora:

Havel-Hakimi operacié. Adott egy nemnegativ egészekbdl allé csokkend(!)
di,...,dy sorozat (ahol n > 2); amelyet d-vel jeldlink. A HH(d) sorozatot a
kovetkezékeéppen definaljuk:

e Tordljiik a d sorozat els6 elemét (dp-et), és utana

e a kapott sorozat n — 1 hosszi sorozat elsé d; elemét csdkkentjiik 1-gyel.

(Ha di > n — 1, akkor masodik lépés nem értelmes; ekkor a HH(d) sorozatot
nem definaljuk.)



Havel-Hakimi operacié

Az egyszer(i graffal torténd realizalhatésag eldontése jéval nehezebb. Explicit
jellemzés helyett egy algoritmust ismertetiink inkabb. Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkezd operaciora:

Havel-Hakimi operacié. Adott egy nemnegativ egészekbdl allé csokkend(!)
di,...,dy sorozat (ahol n > 2); amelyet d-vel jeldlink. A HH(d) sorozatot a
kovetkezékeéppen definaljuk:

e Tordljiik a d sorozat els6 elemét (dp-et), és utana

e a kapott sorozat n — 1 hosszi sorozat elsé d; elemét csdkkentjiik 1-gyel.
(Ha di > n — 1, akkor masodik lépés nem értelmes; ekkor a HH(d) sorozatot
nem definaljuk.)

Példak.

5.4,3,3,3,3.2,1 ~ 32,2222 1
3,222,221 ~ 1,1,1,2,2,1
6,4,4,3,3,1 ~» nem definialt.



Az egyszerii graffal torténd realizalhatésag félemmaja

Havel-Hakimi lemma. Az n nemnegativ egész szambdl allé csokkens(!) d

sorozat (ahol n > 2) pontosan akkor realizalhaté egyszeri graffal, ha

[} dl S n — 1, ES

e a HH(d) sorozat (csdkkend sorrendbe valé rendezés utan) realizalhaté
egyszer(i graffal.




Az egyszerii graffal torténd realizalhatésag félemmaja

Havel-Hakimi lemma. Az n nemnegativ egész szambdl allé csokkens(!) d

sorozat (ahol n > 2) pontosan akkor realizalhaté egyszeri graffal, ha

[} dl S n — 1, ES

e a HH(d) sorozat (csdkkend sorrendbe valé rendezés utan) realizalhaté
egyszer(i graffal.

Bizonyitas. Lasd Lemma 2.3 a jegyzetben. OJ



Az egyszerii graffal torténd realizalhatésag félemmaja

Havel-Hakimi lemma. Az n nemnegativ egész szambdl allé csokkens(!) d

sorozat (ahol n > 2) pontosan akkor realizalhaté egyszeri graffal, ha

[} dl S n — 1, ES

e a HH(d) sorozat (csokkend sorrendbe valé rendezés utan) realizalhaté
egyszer(i graffal.

Bizonyitas. Lasd Lemma 2.3 a jegyzetben. OJ

Példak. Az 5,4,3,3,3,3,2,1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal. <— A
3,2,2,2,2,2,1 sorozat realizalhat6 egyszer(i graffal.



Az egyszerii graffal torténd realizalhatésag félemmaja

Havel-Hakimi lemma. Az n nemnegativ egész szambdl allé csokkens(!) d

sorozat (ahol n > 2) pontosan akkor realizalhaté egyszeri graffal, ha

[} dl S n — 1, ES

e a HH(d) sorozat (csokkend sorrendbe valé rendezés utan) realizalhaté
egyszer(i graffal.

Bizonyitas. Lasd Lemma 2.3 a jegyzetben. OJ

Példak. Az 5,4,3,3,3,3,2,1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal. <— A
3,2,2,2,2,2,1 sorozat realizalhat6 egyszer(i graffal.

A 3,2,2,2,2,2,1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal. <= A (rendezés
utani) 2,2,1, 1,1, 1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal.



Az egyszerii graffal torténd realizalhatésag félemmaja

Havel-Hakimi lemma. Az n nemnegativ egész szambdl allé csokkens(!) d

sorozat (ahol n > 2) pontosan akkor realizalhaté egyszeri graffal, ha

[} dl S n — 1, ES

e a HH(d) sorozat (csokkend sorrendbe valé rendezés utan) realizalhaté
egyszer(i graffal.

Bizonyitas. Lasd Lemma 2.3 a jegyzetben. OJ

Példak. Az 5,4,3,3,3,3,2,1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal. <— A
3,2,2,2,2,2,1 sorozat realizalhat6 egyszer(i graffal.

A 3,2,2,2,2,2,1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal. <= A (rendezés
utani) 2,2,1, 1,1, 1 sorozat realizalhaté egyszerii graffal.

Ez iteralhaté. ~~ ALGORITMUS!



Realizalhat6sag egyszerii graffal (a parhuzamos élek és hurokélek tiltottak) 11/11

Egy adott nemnegativ egészekbdl allé, csokkens d input sorozatra a kovetkezé
algoritmus eldonti, hogy d realizalhaté-e egyszer(i graffal vagy sem.

Havel-Hakimi algoritmus (a d input sorozatra).

e Ha a d sorozat egyelem(, akkor d pontosan akkor realizalhaté egyszerii
graffal, ha a sorozat a 0 (és az algoritmus leall).

e Ha a d sorozat elsé eleme legalabb akkora, mint d elemszama, akkor d nem
realizalhaté egyszer(i graffal (és az algoritmus leall).

e Kiildnben, szamitsuk ki HH(d)-t:

e Ha a HH(d) sorozat tartalmaz negativ szamot, akkor d nem realizalhaté
egyszer(i graffal (és az algoritmus leall).

e Egyébként, rendezziik a HH(d) sorozat elemeit csokkend sorrendbe, és re-
kurzivan hivjuk meg az algoritmust a rendezett HH(d) inputra. A kapott
valasz lesz az eredeti d inputra adott valasz is.
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Egy adott nemnegativ egészekbdl allé, csokkens d input sorozatra a kovetkezé
algoritmus eldonti, hogy d realizalhaté-e egyszer(i graffal vagy sem.

Havel-Hakimi algoritmus (a d input sorozatra).

e Ha a d sorozat egyelem(, akkor d pontosan akkor realizalhaté egyszerii
graffal, ha a sorozat a 0 (és az algoritmus leall).

e Ha a d sorozat elsé eleme legalabb akkora, mint d elemszama, akkor d nem
realizalhaté egyszer(i graffal (és az algoritmus leall).

e Kiildnben, szamitsuk ki HH(d)-t:

e Ha a HH(d) sorozat tartalmaz negativ szamot, akkor d nem realizalhaté
egyszer(i graffal (és az algoritmus leall).

e Egyébként, rendezziik a HH(d) sorozat elemeit csokkend sorrendbe, és re-
kurzivan hivjuk meg az algoritmust a rendezett HH(d) inputra. A kapott
valasz lesz az eredeti d inputra adott valasz is.

Példak. Lasd a Theorem 2.5 utani két mintapéldat a jegyzetben.
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Havel-Hakimi algoritmus (a d input sorozatra).

e Ha a d sorozat egyelem(, akkor d pontosan akkor realizalhaté egyszerii
graffal, ha a sorozat a 0 (és az algoritmus leall).

e Ha a d sorozat els6 eleme legalabb akkora, mint d elemszama, akkor d nem
realizalhat6 egyszer(i graffal (és az algoritmus leall).

e Kiildnben, szamitsuk ki HH(d)-t:

e Ha a HH(d) sorozat tartalmaz negativ szamot, akkor d nem realizalhaté
egyszer( graffal (és az algoritmus leall).

e Egyébként, rendezziik a HH(d) sorozat elemeit csokkend sorrendbe, és re-
kurzivan hivjuk meg az algoritmust a rendezett HH(d) inputra. A kapott
valasz lesz az eredeti d inputra adott valasz is.

Megjegyzés. A fenti rekurziv algoritmus barmikor megallhat “IGEN" visszaté-
rési értékkel, ha az aktualis sorozat nyilvanvaléan realizalhaté egyszerii graffal.
A standard implementacidkban az algoritmus a konstans 0,0,...,0 sorozat
megjelenésekor all le “IGEN"-nel (nem kell eljutni az 1 hosszi sorozatig).



