Parositasi algoritmusok

(magyar médszer + Edmonds-algoritmus)

Grafelmélet

4. el6adas

SZTE Bolyai Intézet
Szeged, 2015. oktéber 9.
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MAGYAR MODSZER
INPUT: G paros graf és benne egy M péarositas, ami nem teljes.
OUTPUT: Egy javit6 at M-hez, vagy ,, M maximalis méret’".
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MAGYAR MODSZER
INPUT: G paros graf és benne egy M péarositas, ami nem teljes.
Az algoritmus menete: A javitéut-kezdeményeket felfiizziik egy
erdébe, melynek gydkerei az A-beli parositatlan pontok. (G szin-
osztalyai: A és F'.) A gydkerekbdl kiindulva mohé médon épitjiik
fel az erdét, a kovetkezs dian szerepl6 , dupla aghajtasokkal”.
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Az algoritmus menete: A javitéut-kezdeményeket felftizziik egy
erdébe, melynek gydkerei az A-beli parositatlan pontok. (G szin-
osztalyai: A és F.) A gyokerekbdl kiindulva mohé médon épitjiik
fel az erdét, a kovetkezs dian szerepld , dupla dghajtasokkal”.
Kezdetben csak a gydkerek a kiilsé pontok: K" = {ry,...,rg}.
Kezdetben nincs belsé pont: B = ().




Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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rn Ty T3 Ty T5 Tg T7 T3
Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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rn Ty T3 Ty T5 Tg T7 T3
Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.
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° ° ° ° ° ° ° K
rn Ty T3 Ty T5 Tg T7 T3
Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
A széban forgé erdén kiviili pont belsé lesz, a parja kiilsé.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiilsé pontbdl vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
Megjegyzés. Mindvégig igaz, hogy K C Aés B C F.



Magyar médszer menete (Mohé bévitési 1épés)
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiilsé pontbdl vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
Megjegyzés. Mindvégig igaz, hogy K C Aés B C F.
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Mohé bdvitési lépés: Ha valamelyik kiilsé pontbdl vezet él
erdén kiviili parositott pontba, akkor bévitjik az erdét ezzel a
ponttal és az M-beli parjaval (,dupla aghajtassal”).
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Megjegyzés. Mindvégig igaz, hogy K C Aés B C F.



Magyar médszer vége |. (Sikeres keresés)
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Sikeres keresés: Ha valamelyik kiils6 pontbdl vezet él erdén
kiviili parositatlan pontba, akkor javité utat talaltunk. STOP.



Magyar médszer vége |. (Sikeres keresés)
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Sikeres keresés: Ha valamelyik kiils6 pontbdl vezet él erdén
kiviili parositatlan pontba, akkor javité utat talaltunk. STOP.

OUTPUT: A megtalalt javité at.



Magyar médszer vége Il. (Sikertelen keresés)
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Sikertelen keresés: Ha nem taléltunk Javité utat, és nem is
tudjuk moh6 médon béviteni az erd6t, azaz ha a kiilsé pontokbél
mar csak erd6beli pontokba vezet él, STOP.

OUTPUT:,Az M parositas maximalis méreti, azaz v(G) = | M|.
Ezt a K Ké&nig-akadaly bizonyitja."




Az Edmonds-algoritmus

//[\I\/\

/\/
N 2 AN~

L — SNV — — T

° ° ° ° ° ° ° ° K
T Ty T3 Ty Ty Te T s
EDMONDS-ALGORTIMUS
INPUT: G altalanos graf és egy M parositasa, ami nem teljes.
OUTPUT: Egy javit6é at M-hez, vagy ,, M maximéalis méret".



4. ea. Az Edmonds-algoritmus 5/10

o~
\//\\\/
\°—°\ '\..-——0.\.

° o ° ° o ° ° o K
T Ty T3 Ty Ty Te T s

EDMONDS-ALGORTIMUS
INPUT: G altalanos graf és egy M parositasa, ami nem teljes.
OUTPUT: Egy javit6é at M-hez, vagy ,, M maximéalis méret".
A javitot-kezdeményeket felf(iz6 erd6 gyokerei (tehat a kiindulasi
kiils6 pontok) most GG parositatlan pontjai lesznek (az Gsszes).
Az erdén kiviil most soha nem lesznek parositatlan pontok!



Az Edmonds-algoritmus
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A kovetkezd diadkon ismertetjiik majd az Edmonds-algoritmus 3
megengedett |épését. Az ,alapértelmezett” |épés most is a magyar
modszernél latott mohé bévités lesz (1. tipus).



Az Edmonds-algoritmus
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Az ,alapértelmezett” lépés most is a magyar modszernel l[atott
moho bévités lesz (1. tipus). Példaul, a gyokerekbdl kiindulva 19
moho bdvitési lépés utan kaphatjuk az abran lathaté erdét.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (1. tipus)
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1. tipus (moho bowtes): Ha valamelyik kiils6 pontbél vezet
él erdén kiviili pontba, akkor bévitjilk az erd6t a ponttal és az
M-beli parjaval. Ez az alapértelmezett lépés. (A kiilsé és belss
pontok kiosztasa ugyanigy torténik, mint a paros esetben.)



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (1. tipus)
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1. tipus (mohd bévités): Ha valamelyik kiilsé pontbdl vezet
él erdén kiviili pontba, akkor bévitjilk az erd6t a ponttal és az
M-beli parjaval. Ez az alapértelmezett lépés. (A kiilsé és belss
pontok kiosztasa ugyanigy torténik, mint a paros esetben.)



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (2. tipus)
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2. tipus (sikeres keresés): Ha valamelyik kiilsé pont 6ssze van
kotve az erdd egy masik komponenséhez tartozé kiilsé ponttal,
akkor javit6 utat talaltunk (az aktualis grafban, vé. 3. tipus).
STOP.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (2. tipus)
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2. tipus (sikeres keresés): Ha valamelyik kiilsé pont 6ssze van
kotve az erdé egy masik komponenséhez tartozé kiilsé ponttal,
akkor javit6 utat talaltunk (az aktualis grafban, vé. 3. tipus).
STOP.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (3. tipus)
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3. tipus (zsugoritas): Ha azonos komponensben lévé két kiilsé
pont kozott talalunk élt, akkor a kialakul6 paratlan kort zsugo-
ritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.
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3. tipus (zsugoritas): Ha azonos komponensben lévé két kiilsé
pont kozott talalunk élt, akkor a kialakulé paratlan kort zsugo-
ritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.
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3. tipus (zsugoritas): Ha azonos komponensben lévé két kiilsé
pont kozott talalunk élt, akkor a kialakul6 paratlan kort zsugo-
ritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (3. tipus)
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3. tipus (egy masik példa): Ha azonos komponensben lévés
két kiils6 pont kozott talalunk élt, akkor a kialakulé paratlan
kort zsugoritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (3. tipus)
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3. tipus (egy masik példa): Ha azonos komponensben lévés
két kiilsé pont kozoétt talalunk élt, akkor a kialakul6é paratlan
kort zsugoritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (3. tipus)
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3. tipus (egy masik példa): Ha azonos komponensben lévés
két kiils6 pont kozott talalunk élt, akkor a kialakulé paratlan
kort zsugoritjuk, és a kapott grafon dolgozunk tovabb.
Az egy pontta zsugorodott kor egy kiilsé pont lesz.



Az Edmonds-algoritmus megengedett lépései (3. tipus)
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Megjegyzeés: Az 1-3. tipusi lépések koziil barmelyiket barmikor
végrehajthatjuk. De mivel a zsugorité lépés bonyolult, ezért cél-
szer(i csak olyankor végrehajtani, ha masfajtat mar nem lehet (és
utana Gjra az 1-2. lépésekkel prébalkozni).



Edmonds-algoritmus vége (Sikeres/sikertelen keresés)

Eléfordulhat, hogy a zsugorité lépést tobbszor is végre kell haj-
tani, mig el nem akadunk.



Edmonds-algoritmus vége (Sikeres/sikertelen keresés)

Eléfordulhat, hogy a zsugorité lépést tobbszor is végre kell haj-
tani, mig el nem akadunk.

Kétféle végkifejlet lehetséges:

1. Sikeres keresés: Ha javit6 utat talalunk az esetleg tobbszor
is zsugoritott aktualis grafban (lasd 2. tipustu lépés), akkor a
megtalalt javité at ,visszatranszformalhaté” a kiindulasi G graf

//////

OUTPUT: Az igy kapott G-beli javité at.




Edmonds-algoritmus vége (Sikeres/sikertelen keresés)

Eléfordulhat, hogy a zsugorité lépést tobbszor is végre kell haj-
tani, mig el nem akadunk.

Kétféle végkifejlet lehetséges:

1. Sikeres keresés: Ha javit6 utat talalunk az esetleg tobbszor
is zsugoritott aktualis grafban (lasd 2. tipustu lépés), akkor a
megtalalt javité at ,visszatranszformalhaté” a kiindulasi G graf

//////

OUTPUT: Az igy kapott G-beli javité at.

2. Sikertelen keresés: Ha nem talaltunk javité utat, de el-
akadtunk, mert az dsszes kiilsé pont csak belsé pontokkal van
osszekotve, akkor a kiindulasi M/ parositas maximalis méretii
az eredeti G grafban*, vagyis v(G) = |M].

OUTPUT: ,,M maximalis méretii parositas G-ben."




Edmonds-algoritmus vége (Sikeres/sikertelen keresés)

Kétféle végkifejlet lehetséges:

1. Sikeres keresés: Ha javit6 utat talalunk az esetleg tobbszor
is zsugoritott aktualis grafban (lasd 2. tipust lépés), akkor a
megtalalt javité at ,visszatranszformalhaté” a kiindulasi G graf

//////

OUTPUT: Az igy kapott G-beli javité at.

2. Sikertelen keresés: Ha nem talaltunk javité utat, de el-
akadtunk, mert az dsszes kiilsé pont csak belsé pontokkal van
osszekotve, akkor a kiindulasi M/ parositas maximalis méretii
az eredeti G grafban*, vagyis v(G) = |M].

OUTPUT: ,,M maximalis méretii parositas G-ben."

* Sikertelen keresésnél a B ponthalmaz a zsugoritasok visszacsinélasa utan
egy olyan Tutte-akadaly lesz G-ben, amely bizonyitja, hogy v(G) < |M]|.
(Miért?) Ezt a bizonyitékot célszerii is hozzaadni az OUTPUT-hoz.
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Az Edmonds-algoritmus gyors (polinomidejii), a gyakorlatban is
hasznalhat6. Ha kiindulunk a G graf egy tetszéleges parositasa-
bol (példaul egyetlen élbsl mint trivialis parositasbdl), akkor az
Edmonds-algoritmus ismételt végrehajtasaval mindig eggyel tobb
élt tartalmazo parositast nyeriink, amig el nem jutunk G egy teljes
parositasaig, vagy sikertelen javitout-keresés esetén egy maxima-
lis méretii (de nem teljes) parositasig. Ily médon v (G) értékét
hatékonyan meg tudjuk hatarozni.

Sét, nemcsak v(G) értékét szamoljuk ki a fenti médon, hanem az
algoritmus megkonstrual egy v(G) méretii parositast is, egy ma-
ximalitast bizonyité Tutte-akadallyal egyiitt (ha nem teljes a pa-
rositas). Az algoritmus tehat bizonyitékokat is szolgaltat valasza-
nak helyességére, melynek ellenérzéséhez nem kell ismerni/érteni
az algoritmust!

Paros grafok esetén ugyanez mondhaté el a magyar médszerrél.



