LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE

DEFINICIO. Legyenek cq,...,cq € R rogzitett szamok, ahol ¢y # 0. Az
Gp = C10p—1 + CoGp—9 + -+ C4—10n—d+1 + Cddn—d (han > 2)
d-edrenti lineéris rekurzié karakterisztikus polinomjdn a
p(x) = ¢ — ez — g — o — ey — g
polinomot értjiik.

PELDAK. A kar. polinomot tugy kapjuk meg, hogy a linearis rekurzi6 0-ra redukalt alakjaban

az Gy, Ap_1,- - -, Gn_q Szimboélumokat rendre az z%, %=1 ..., 1 monomokra cseréljiik:
an = 3an_1 + 205,_o wp()—x —3x—2
U = Gp1 +8an_o —12a,_3 ~ p(zx) =2 — 2% — 8z + 12

Un =Bp_1—Tap_3 ~ plx) =2 =522 +7 (!

A generatorfiiggvény-modszer kielemzésébdl adodik a kovetkezd két tétel (lényegi része):

LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE (SPECIALIS ESET). Tekintsiik az
(&) ap = C1ap—1 + C2p_2+ -+ cqan—q (han>d)

d-edrendi linearis rekurziot (cq # 0). Tegyiik fel, hogy a (&) rekurzi6 p(x) karakterisztikus
polinomjénak d darab kiilonb6z6 gyoke van: A1, Ao, ..., Ay, azaz

p(x)=(z—A)(x—X2)...(z — \g),
ahol A\; # A; (ha i # j). Ekkor igaz a kivetkezs:
Egy (an),, sorozat akkor és csak akkor elégiti ki a () rekurziét, ha el6all a

n n n
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sorozatok™® linedris kombinaciéjaként, azaz ha valamely o, ..., aq szdmokra

an = A} + Ay + -+ agAy  (Vn e N).

LINEARIS REKURZIOK ALAPTETELE (ALTALANOS ESET). Tekintsiik az

(&) Qp = C1Gp—1 + C20p—2 + - -+ + C4Gn—d (ha n > d)
d-edrendii linearis rekurziot (cq # 0). Tegyiik fel, hogy a (&) rekurzié p(x) karakterisztikus
polinomjénak d gyoke van: A\q,...,; A1, Ao, ..., Aa, ooy Ay o0y A, AZAZ
N——
dq-szer do-8z0r dy-szor

p(z) = (x — AN (z— X)) ... (z — \gp) %,
ahol \; # A; (ha i # j), és d1 + - -- + dj, = d. Ekkor igaz a kovetkezd:
Egy (an),, sorozat akkor és csak akkor elégiti ki a () rekurziét, ha el6all a

di—1 das—1yn n n dr—1yn
l,n)\l,n)\l,...,nl AT, z,n)\z,n)\Q,...,nZ Ay ey Ay ML, —ooy, RTETEAY
dy sorozat do sorozat dj sorozat
sorozatok linearis kombinaciéjaként, azaz ha léteznek olyan Py, Ps, . .., P, polinomok, hogy

P; foka legteljebb d; — 1 (minden 1 < i < k-ra), és
an = Pi(n)A] + Po(n)A\y + -+ 4+ Pr(n)A}  (Yn € N).

* Az olvashatosag kedvéért ebben a segédanyagban a sorozatokat pongyolan jeldljik, pél-
daul a A" sorozaton természetesen a (A"™))~ ;= (1, A, A%, A3, ...) sorozatot értjiik.
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MEGJIEGYZES. Nem véletleniil hasznaltuk a linearis kombinacio szot. A (végtelen) sorozatok
vektorteret alkotnak (az Gsszeadas miivelet az elemenkénti dsszeadés, a skalarral valo szorzés
pedig az elemenkénti skalarral valo szorzéas). Konnyt latni, hogy ebben a vektortérben egy
rogzitett (&) linearis rekurziéo megoldésai alteret alkotnak. Az alaptétel ezen altér egy
bazisat adja meg. (Nem mondtuk ki ott, de az is igaz, hogy minden megoldas egyértelmtien
all el6 a tételbeli ,,bazismegoldasok” linearis kombinacidjaként.)

MEGJEGYZES. A komplex szamok teste folott dolgozva egy d-edfokd polinomnak mindig
d gyoke van (ez az algebra alaptétele), igy a lineéris rekurziok alaptétele mindig hasznalhato,
ha komplex szdmokat is megengediink a megoldas leirdsidhoz.

ALKALMAZASOK.

1. példa: Oldjuk meg a kévetkezd linedris rekurzict:

) =38,
(K.E) o
ay = 1,
(%) ap, = Qp—1 + 2a,—2 (han > 2).

Megoldas. Hatarozzuk meg a karakterisztikus polinom gyokeit:
> —x—-2=0.

Két (kiilonbozs) gyok van: —1 és 2. Az alaptétel szerint a (%) rekurziv feltétel megoldasai
pontosan az a, = a-(—1)" + 3-2™ alaka sorozatok, ahol « és [ tetsz6leges rogzitett szamok
lehetnek. Ezen sorozatok kozdtt kell tehat megtaldlni azt, amelyre a (K.E.) kezdeti feltételek
is teljesiilnek. (Azért fogalmaztunk egyes szamban, mert elre tudjuk, hogy a (*)+(K.E.)
feltételrendszernek egyetlen sorozat tesz eleget.) Egy a, = a-(—1)" 4+ -2" alaku sorozatra
pontosan akkor teljesiilnek az ag = 8 és a; = 1 feltételek, ha

{a0:8 {a-(—1)0+5-20=8 _ { a+p=8
a; =1 a- (1) +p2t =1 —a+28=1.
Az utébbi egyenletrendszer megoldasa a = 5, 8 = 2. Kaptuk tehét, hogy a feladatbeli sorozat
ap =5-(=1)" 4+ 3-2" |

2. példa: Oldjuk meg a kévetkezd linedris rekurzidt:
ap="7, a1 =-2, ag=14; a, = an—1 + 8ap_2 —12a,,_3 (han > 3).

Megoldas: Meghatarozzuk a karakterisztikus polinom gyokeit:
23—z —8x+12=0
(x—2)*(x+3)=0
Harom gyok van: a 2 kétszeres gyok, a —3 pedig egyszeres, igy most a (kezdGértékek nélkiili)

lineéris rekurzié megoldasai pontosan az a, = a2™ + fn2" + v(—3)" alaka sorozatok. A
kezdgértékek figyelembevételével megkapjuk a mi sorozatunkhoz tartozo egyiitthatokat:

ap =17 a2’ +3-0-2° + (=3 =7 at+y="7
a1 =-2 = 2! + 8128 (=3 =2 = 200+ 28 — 3y = -2
ag = 14 a2? + 3-2:22 +4(-3)* = 14 4o+ 8B+ 9y =14
Az egyenletrendszer megoldasa a = 5, § = —3, v = 2, amibdl a sorozatunk altaldnos tagja

ap = 5-2" — 302" + 2(—3)" = (5 — 3n)2" + 2(—3)"

3. példa: (Vazlat.) Ha egy olyan hatodrendii linearis rekurzié megoldasan dolgozunk, amely-
nek karakterisztikus polinomja (z — 9)*(x — 1/2)? alakra hozhato, tehat a 9 négyszeres, a v/2
pedig kétszeres gyoke, akkor a megoldast a9™ + An9™ + yn29" + 6n39™ + e(v/2)" + (n(v/2)"
alakban kell keresni. A hat egyiitthato pedig a kezdeti értékekbdl kitalalhato.



