NEHANY HASZNOS ALLITAS KOMPLEX MATRIXOK SAJATERTEKEIROL

DEFINICIO. Egy A négyzetes matrix tr(A)-val jelolt nyomdn a f6atlobeli elemek Gsszegét
értjiik, vagyis tr(A) := a1 + a2 + -+ + ann, ha A= (a;5)nxn-

DEFINICI1O. A \ € C szam sajdatértéke az A € C™*™ méatrixnak, ha van olyan 0-t6l kiilonb6z6
v € C" (oszlop)vektor, amelyre Av = Av.

AvLLiTAs. Egy A € C™*™ matrix sajatértékei pontosan a pa(x) = |A — 21| polinom gydkei.
(A pa polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjdnak nevezziik.)

KOVETKEZMENY. Mivel egy nxn-es matrix karakterisztikus polinomja n-edfoku, ezért az
algebra alaptétele szerint egy nxn-es komplex métrixnak n sajatértéke van. Természetesen ez
agy értendd, hogy a karakterisztikus polinom tobbszoros gyokeit tobbszoros sajatértékeknek
tekintjiik. A tovabbiakban egy méatrix sajatértékeinek felsorolasanél egy sajatértéket mindig
annyiszor tiintetiink fel, amennyi az elébbi értelemben vett (un. algebrai) multiplicitasa.

TETEL. Ha az A € C™*" matrix sajatértékei A1, Ao, ..., A,, akkor
a) tr(A) =AM+ X+ + Ay,
c) tovabba tetszsleges p € Clx] polinom esetén a p(A) matrix sajatértékei pontosan a

p(A1),p(A2),...,p(\,) szamok.

MEGJEGYZES. Fontos, hogy a fenti tételben a valoés méatrixokra is komplex maéatrixként
tekintiink, tehat valés matrixok esetén is figyelembe kell venni a komplex sajatértékeket.

Hogy lehet ,megjegyezni” az el6z4 tételt?

e Hasonlé matrixok* nyoma/determinansa/sajatértékei megegyeznek. Tehat a tételben
szerepld lineéris algebrai paraméterek nem valtoznak, ha az A méatrix helyett egy A-hoz
hasonl6, kényelmesen kezelhet§ métrixra tériink at.

e Minden komplex méatrix hasonlo egy felss triangularis matrixhoz (lasd Schur-felbontés
vagy Jordan-normalalak).

e Triangularis matrixokra nyilvanvaloan teljesiilnek az a)-b) allitasok, mivel egy triangu-
laris matrix sajatértékei pontosan a féatloban allo elemek. (Ebbdl és az els6 pontbol
az is adodik, hogy minden A-hoz hasonl6 trianguléaris matrix f6atlojaban A sajatértékei
allnak.)

e A ¢) allitashoz pedig konnyen meggondolhato, hogy ha A és U hasonlé matrixok, ak-
kor p(A) és p(U) is hasonlok. Tovabba ha U fels§ triangularis (fsatlojaban A sajat-
értékeivel), akkor p(U) is az, és f6atlojaban a tételbeli p(A1),...,p(\,) szamok allnak
(felss triangularis matrixok szorzasa/6sszeadéasa esetén a fGatlok megfeleld elemei Gssze-
szorzodnak /6sszeadddnak).

* Az nxn-es A és B matrixok hasonlok, ha A = Q~'BQ valamely nxn-es invertalhaté
@ matrixra. (Masszoval, A és B hasonlok, ha ugyanazon lineéris transzformacié matrixai
alkalmas bazisokban.)



