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ELK'15 Egy folklor versenyfeladat 1/10

Feladat. 2n+ 1 val6s szamra teljesiil, hogy barhogy hagyjuk el
az egyiket, a megmaradékat két n elemi csoportra lehet osz-
tani Ggy, hogy a két csoportban a szamok Gsszege megegyezik.
Allitas: Ez csak tgy lehetséges, ha a szamok mind egyenl6k.
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Feladat. 2n+ 1 val6s szamra teljesiil, hogy barhogy hagyjuk el
az egyiket, a megmaradékat két n elemi csoportra lehet osz-
tani agy, hogy a két csoportban a szamok Gsszege megegyezik.
Allitas: Ez csak tgy lehetséges, ha a szamok mind egyenl6k.

Megoldas. A feladatbeli aq, ..., as,+1 szamok kielégitenek egy
0 +1 +£1 #£1 =1 T1 0
+1 0 41 £1 =+£1 0 0
41 41 41 0 41 Tom 0
+1 +1 +1 +1 0 P 0

alaki homogén lineéris egyenletrendszert, ahol az egyiitthaté-
matrix i-edik soraban az i-edik (diagonalis) elem 0, ezenkiviil
még n db l-es és n db (—1)-es szerepel a sorban, melyek az a;
szam elhagyasahoz tartozé két csoport elemeit jeldlik ki.
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Megoldas. A feladatbeli aq, ..., as,+1 szamok kielégitenek egy
0 +1 +£1 #+1 =1 T 0
+1 0 41 £1 =+£1 H) 0
41 41 41 0 +1 Tom 0
+1 41 +1 +1 0 Tonat 0

alaki homogén lineéris egyenletrendszert, ahol az egyiitthaté-
matrix i-edik soraban az i-edik (diagonalis) elem 0, ezenkiviil
még n db l-es és n db (—1)-es szerepel a sorban, melyek az a;
szam elhagyasahoz tartozé két csoport elemeit jeldlik ki.

Ennek az egyenletrendszernek megoldasa az (1,...,1) vektor.
Tehat elég megmutatni, hogy a egyiitthatématrix rangja 2n, ami
azt jelenti, hogy a megoldasaltér dimenziéja (2n + 1) — 2n =1,
igy az [(1,...,1)]-beli vektorokon kiviil nincs mas megoldas; ez
pedig épp a bizonyitandé.
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Cél: 0 =41 +1 +1 =+1
+1 0 +1 +1 +1
: matrix rangja 2n.

11 41 41 0 41
11 11 41 41 0

(2n+1)x (2n+1)
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Cél: 0 =41 +1 +1 =+1
+1 0 +1 +1 +1
: matrix rangja 2n.

11 41 41 0 41
11 11 41 41 0

(2n+1)x (2n+1)

Belatjuk, hogy az utolsé sor és oszlop elhagyasaval kapott
0 +£1 £1 =1
+1 0 +£1 =1

£l £l 10 |y
determinans nemnulla.
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ELK’15 Egy folkl6r versenyfeladat
Cel: 0 +1 +1 41 +1
+1 0 £1 +£1 =1
A matrix rangja 2n.
+1 +£1 £1 0 =1
£l *£1 £ 1 0 /o 1)x(ent)

Belatjuk, hogy az utolsé sor és oszlop elhagyasaval kapott

0 +£1 =+£1
+1 0 +£1

11 41 41

0

2nx2n
determinans nemnulla. Azt mutatjuk meg, hogy paratlan egész:

1
1

0 41 41 =1
1100 1 +1
11 41 41
+10 10 1 1
1| |1 0 1
0 11 1

0

=1-2n

(mod 2).
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A kovetkezs tétellel kezd6dott a linearis algebra hasznalata a
halmazrendszerek vizsgalataban (Bose, 1948, specialis esetre):

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely ketté6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.
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A kovetkezs tétellel kezd6dott a linearis algebra hasznalata a
halmazrendszerek vizsgalataban (Bose, 1948, specialis esetre):

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely ketté6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Bizonyitas. Legyenek a tételben szereplé halmazok Hy, ..., H,,.
1. eset: Ha valamelyik H; elemszama t, akkor a metszetfeltétel
miatt a tobbi m — 1 halmaz tartalmazza H;-t, és a H;-n kiviili
részeik paronként diszjunktak, tehat m — 1 <n — |H;| <n —1,
azaz m < n valéban teljesiil.
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A kovetkezs tétellel kezd6dott a linearis algebra hasznalata a
halmazrendszerek vizsgalataban (Bose, 1948, specialis esetre):

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely ketté6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Bizonyitas. Legyenek a tételben szereplé halmazok Hy, ..., H,,.
1. eset: Ha valamelyik H; elemszama t, akkor a metszetfeltétel
miatt a tobbi m — 1 halmaz tartalmazza H;-t, és a H;-n kiviili
részeik paronként diszjunktak, tehat m — 1 <n — |H;| <n —1,
azaz m < n valéban teljesiil.

2. eset: Ha |H;| > t minden i-re, tekintsiik a karakterisztikus
vektoraikat: H; = {2,3,6} «— v; = (0,1,1,0,0,1,0,0) € R™.
Megmutatjuk, hogy a v1, ..., v,, vektorok linearisan fiiggetlenek
az R" vektortérben, igy m < dim(R"™) = n.
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Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

2. eset: Ha |H;| >t minden i-re: H; +— wv; € R™ kar. vekt.
Megmutatjuk, hogy a v1, . .., v,, vektorok linearisan fliggetlenek
az R" vektortérben, igy m < dim(R") =n.

|H; N Hj| = (v;,v;), ahol (x,y) =y’ Zxkyk
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Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

2. eset: Ha |H;| >t minden i-re: H; +— wv; € R™ kar. vekt.

Megmutatjuk, hogy a v1, ..., v,, vektorok linearisan fiiggetlenek
az R™ vektortérben, igy m < dim(R”) =n.
|H; N Hj| = (v;,v;), ahol (x,y) =y’ Zxkyk

Tehat ha tekintjiik azt az mxn-es A matrixot, amelynek i-edik
sora v;, akkor az AAT matrix (i, j) poziciéjaban |H; N H;| all.
Vagyis AAT-ben a féatlon kiviil mindenhol ¢ all, a féatléban pedig
t-nél nagyobb szamok (|H;| > t). Nem nehéz latni, hogy ebbdl
|AAT| £ 0 kovetkezik, tehat rk(AAT) = m, és igy rk(AAT) <
rk(A) < m miatt rk(A) = m, amit bizonyitani kellett. O




Egy kombinatorikus geometriai kbvetkezmény

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Kovetkezmény (de Bruijn—Erdés, 1948). A sik m nem kolli-
nearis pontja legalabb m egyenest hataroz meg.
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Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
[6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Kovetkezmény (de Bruijn—Erdés, 1948). A sik m nem kolli-
nearis pontja legalabb m egyenest hataroz meg.

Bizonyitas. Legyen Py, ..., P, egy nem kollinearis ponthalmaz,
és legyenek eq, ..., e, az altaluk meghatarozott egyenesek.

Minden P; ponthoz hozzarendeliink egy H; C {e1,...,e,} hal-
mazt, melynek elemei legyenek a ponton atmené e, egyenesek.
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Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Kovetkezmény (de Bruijn—Erdés, 1948). A sik m nem kolli-
nearis pontja legalabb m egyenest hataroz meg.

Bizonyitas. Legyen Py, ..., P, egy nem kollinearis ponthalmaz,

és legyenek eq, ..., e, az altaluk meghatarozott egyenesek.

Minden P; ponthoz hozzarendeliink egy H; C {e1,...,e,} hal-

mazt, melynek elemei legyenek a ponton atmené e, egyenesek.

1. Kiilonbdz8 pontokhoz kiilénb6zé halmazokat rendeliink.
(Mivel nem kollinearisak a pontok.)
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Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.
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(H; N Hj a P;P; egyenest tartalmazza.)



Egy kombinatorikus geometriai kbvetkezmény

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metszeté-
nek elemszama ugyanaz a t # 0 szam, akkor m < n.

Kovetkezmény (de Bruijn—Erdés, 1948). A sik m nem kolli-
nearis pontja legalabb m egyenest hataroz meg.

Bizonyitas. Legyen Py, ..., P, egy nem kollinearis ponthalmaz,
és legyenek eq, ..., e, az altaluk meghatarozott egyenesek.
Minden P; ponthoz hozzarendeliink egy H; C {e1,...,e,} hal-
mazt, melynek elemei legyenek a ponton atmené e, egyenesek.
1. Kiilonbdz8 pontokhoz kiilénb6zé halmazokat rendeliink.
(Mivel nem kollinearisak a pontok.)
2. |H; N Hj| =1 tetsz6leges i # j esetén.
(H; N Hj a P;P; egyenest tartalmazza.)
3. Fisher-egyenlétlenség (t =1) — m <n. OJ
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Tétel (Berlekamp, 1969). Az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiilnek a kdvetkezsk:
e mindegyik halmaz paratlan elemszam;

e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.
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Tétel (Berlekamp, 1969). Az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiilnek a kdvetkezsk:

e mindegyik halmaz paratlan elemszam;

e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.

Megjegyzés |. Az egyelem(i halmazok mutatjak, hogy a felsg
korlat elérhetd.

Megjegyzés Il. A paros elemszam / paros metszet probléma
esetén a halmazok szama akar 21/2! is lehet. (Ennél tobb nem.)
Megjegyzés Ill. A paros elemszam / paratlan metszet probléma
esetén is n a felsé korlat.
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a karakterisztikus vektoraikkal reprezentaljuk: v, ..., vy,.
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Tétel (Berlekamp, 1969). Az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiilnek a kdvetkezsk:
e mindegyik halmaz paratlan elemszam;

e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.

Bizonyitas. A tételben szerepl6 Hy, ..., H,, halmazokat megint
a karakterisztikus vektoraikkal reprezentaljuk: v, ..., vy,.
A metszetek elemszamai ismét kifejezhetdk skalaris szorzatkent

|H; N Hj| = (vi,v;), ahol (z,y) = xy” Zxkyk
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Tétel (Berlekamp, 1969). Az {1,...,n} alaphalmaz m kii-
|6nb6z6 részhalmazara teljesiilnek a kdvetkezsk:

e mindegyik halmaz paratlan elemszam;

e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.

Bizonyitas. A tételben szerepl6 Hy, ..., H,, halmazokat megint
a karakterisztikus vektoraikkal reprezentaljuk: v, ..., vy,.
A metszetek elemszamai ismét kifejezheték skalaris szorzatként:

|H; N Hj| = (vi,v;), ahol (z,y) = xy” Zl'kyk

Eszerint feltételeink a kdvetkezé alakban is megfogalmazhatok:
(v;,v;) paratlan  (minden i-re),

(vi,v;) paros (minden i # j-re).



Odd/even town

(v, v;) paratlan  (minden i-re),

(vi, ;) paros (minden i # j-re).



Odd/even town

(v, v;) paratlan  (minden i-re),
(vi, ;) paros (minden i # j-re).
Dolgozzunk a Zo kételemii test felett! Ekkor
(vi,v;) =1 (minden i-re),

(vs,vj) =0 (minden i # j-re).
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(vi, ;) paros (minden i # j-re).
Dolgozzunk a Zo kételemii test felett! Ekkor
(vi,v;) =1 (minden i-re),
(vs,vj) =0 (minden i # j-re).
A {vy,...,vy,} tehat egy ortonormalt rendszerre emlékeztet

benniinket, és a standard bizonyitassal kdvetkezik ezen vektorok
linearis fliggetlensége az n-dimenziés Z4 vektortérben is:
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A {vy,...,vy,} tehat egy ortonormalt rendszerre emlékeztet

benniinket, és a standard bizonyitassal kdvetkezik ezen vektorok
linearis fliggetlensége az n-dimenziés Z4 vektortérben is:

QU1 + -+ U, =0
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(v, v;) paratlan  (minden i-re),
(vi, ;) paros (minden i # j-re).
Dolgozzunk a Zo kételemii test felett! Ekkor
(vi,v;) =1 (minden i-re),
(vs,vj) =0 (minden i # j-re).
A {vy,...,vy,} tehat egy ortonormalt rendszerre emlékeztet

benniinket, és a standard bizonyitassal kdvetkezik ezen vektorok
linearis fliggetlensége az n-dimenziés Z4 vektortérben is:

a1vy + -+ apUy, =0

Y
aj = Zaz vi, v5) = (0101 + - + AV, v5) = (0,v5) =0

teljesul mmden o egyiitthatéra. Tehat valéban m < n. O



Konstruktiv Ramsey-grafok

Erdés a véletlen médszer egyik elsé alkalmazasaként 1947-ben
megmutatta, hogy ki tudjuk agy szinezni a (\/§)k pontl teljes
graf éleit agy, hogy nem alakul ki se csupa kék éli, se csupa piros
éli k ponta klikk.
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Erdés bizonyitasa nem konstruktiv: bar igazolja a kivant szinezés
letezését, nem mutat fel egy konkrét j6 szinezést.



Konstruktiv Ramsey-grafok

Erdés a véletlen médszer egyik elsé alkalmazasaként 1947-ben
megmutatta, hogy ki tudjuk agy szinezni a (\/§)k pontl teljes
graf éleit agy, hogy nem alakul ki se csupa kék éli, se csupa piros
éli k ponta klikk.

Erdés bizonyitasa nem konstruktiv: bar igazolja a kivant szinezés
letezését, nem mutat fel egy konkrét j6 szinezést.

Feladat. Explicit médon adjunk meg minél nagyobb pontszama,
piros-kék élszinezett teljes grafot, amelyben nincs k pontd ,egy-

szint" klikk. (Ramsey-tétel: 4% ponton mar nincs ilyen szinezés.)



Konstruktiv Ramsey-grafok
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Erd6s 100$-o0s problémaja: Explicit médon konstrualjunk ilyen
szinezést (1 + ¢)* ponton valamely ¢ > 0 konstanssal (Vk-ra).
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Feladat. Adjunk meg egy nagy pontszamu, piros-kék élszine-
zett teljes grafot, amelyben nincs k pontd ,egyszind” klikk.

Erd6s 100$-o0s problémaja: Explicit médon konstrualjunk ilyen
szinezést (1 + ¢)* ponton valamely ¢ > 0 konstanssal (Vk-ra).

Megjegyzés. A probléma maig megoldatlan, a ma ismert legjobb
konstrukcié pontszama k@logk/loglogk ahol ¢ > () konstans.
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Feladat. Adjunk meg egy nagy pontszamu, piros-kék élszine-
zett teljes grafot, amelyben nincs & ponta ,egyszini” klikk.

Erd6s 100$-o0s problémaja: Explicit médon konstrualjunk ilyen
szinezést (1 + ¢)* ponton valamely ¢ > 0 konstanssal (Vk-ra).

Megjegyzés. A probléma maig megoldatlan, a ma ismert legjobb
konstrukcié pontszama k@logk/loglogk ahol ¢ > () konstans.

(k—1)? pont esetén kdnnyii j6 szinezést talalni, de még a ©(k?)
nagysagrendtdl is sokaig tartott elmozdulni. Az els6 lényeges el6s-

relépés a kovetkezé (kgl) = O(k3) pontszam konstrukcié volt:

Nagy Zsigmond (1972). Legyenek az {1,...,k — 1} halmaz
3-elemii részhalmazai a csicsok. Két csiicsot pontosan akkor
kotiink Gssze kékkel, ha a metszetiik egyelemii (mas esetekben
piros lesz az él). Ekkor nem alakul ki egyszinG k& pontd klikk.
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kétlink Gssze kékkel, ha a metszetiik egyelemii (mas esetekben
piros lesz az él). Ekkor nem alakul ki egyszinii k& pontd klikk.

Bizonyitas. Egy kék klikk olyan (kiilénbozé) Hy,..., H, C
{1,...,k — 1} halmazoknak felel meg, hogy barmely kett6 met-

szete egyelemii, tehat a Fisher-egyenl6tlenség miatt legfeljebb
k — 1 pontja lehet a kék klikkeknek.
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Nagy Zsigmond (1972). Legyenek az {1,...,k — 1} halmaz
3-elemii részhalmazai a csiticsok. Két cstcsot pontosan akkor
kétlink Gssze kékkel, ha a metszetiik egyelemii (mas esetekben
piros lesz az él). Ekkor nem alakul ki egyszinii k& pontd klikk.

Bizonyitas. Egy kék klikk olyan (kiilénbozé) Hy,..., H, C
{1,...,k — 1} halmazoknak felel meg, hogy barmely kett6 met-

szete egyelemii, tehat a Fisher-egyenl6tlenség miatt legfeljebb
k — 1 pontja lehet a kék klikkeknek.

Egy piros klikk olyan (kiilénb6z6) Hy, ..., Hy, C {1,... k — 1}
halmazoknak felel meg, hogy mindegyik paratlan (3) elemszamd,
és barmely kettd metszete paros (0 vagy 2) elemszama, igy most
az ,odd/even town" tétel miatt kapjuk, hogy legfeljebb & — 1
pontja lehet a piros klikkeknek. O



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.
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Megjegyzés. Ha az oldalak aranya racionalis, akkor létezik ilyen
parkettazas.
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Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.

Megjegyzés. Ha az oldalak aranya racionalis, akkor létezik ilyen
parkettazas.

Eszrevétel. Minden parkettazas esetén a parkettak Ssszteriilete
a leparkettazott téglalap teriiletével egyenlé.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.

Megjegyzés. Ha az oldalak aranya racionalis, akkor létezik ilyen
parkettazas.

Eszrevétel. Minden parkettazas esetén a parkettak Ssszteriilete
a leparkettazott téglalap teriiletével egyenlé.

A fenti tétel bizonyitasanak lényege az, hogy olyan ,alteriiletet”
defindlunk, hogy véges sok négyzet alteriiletének dsszege soha ne
adja ki a parkettazandé téglalap alteriiletét.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.

Bizonyitas. Feltehets, hogy a téglalap oldalhosszai 1 és r € Q*.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.

Bizonyitas. Feltehets, hogy a téglalap oldalhosszai 1 és r € Q*.
El6szor egy ,,alhosszt” adunk meg. Létezik egy olyan I: R — R
fliggvény (,,az = hossz( szakasz alhossza legyen [(x)"), amelyre

(1)=1, l(r)=-1;, lz+y) =lz)+I(y), Yo,y € R.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Tétel (Dehn, 1903). Ha egy téglalap oldalhosszainak aranya
irracionalis, akkor nem parkettazhaté véges sok négyzettel.

Bizonyitas. Feltehets, hogy a téglalap oldalhosszai 1 és r € Q*.

El6szor egy ,,alhosszt” adunk meg. Létezik egy olyan I: R — R

fliggvény (,,az = hossz( szakasz alhossza legyen [(x)"), amelyre
(1)=1, I(r)=-1; lz+y) =Ilx)+I(y), Vz,y € R.

Legyen az x,y oldalhossz téglalap alteriilete I(z)-I(y). Ekkor

teljestilnek a kovetkezék ( = QED.):

o A parkettazandé téglalap alteriilete I(1)I(r) = —1.

e Minden négyzet alteriilete nemnegativ: (?(z) > 0.

e Haegy T téglalapot téglalapokkal parkettazunk, akkor 7" alte-

riilete a parkettak alteriileteinek dsszege (I additivitasa miatt,
illetve lasd abra).



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Bizonyitas. Feltehetd, hogy a téglalap oldalhosszai 1 és r € Q.

Elészor egy ,,alhosszt” adunk meg. Létezik egy olyan I:R — R

fliggvény (,az = hosszl szakasz alhossza legyen [(z)"), amelyre
(1)=1, I(r)=-1; lz+y)=Ilx)+I(y), Vz,y € R.

Legyen az x,y oldalhossz téglalap alteriilete I(z)-I(y). Ekkor

teljesiilnek a kovetkezék ( = QED.):

e A parkettazandé téglalap alteriilete 1(1)I(r) = —1.

e Minden négyzet alteriilete nemnegativ: 12(z) > 0.

e Haegy T téglalapot téglalapokkal parkettazunk, akkor 1" alte-
riilete a parkettak alteriileteinek Gsszege (I additivitasa miatt,
illetve lasd abra).




Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Bizonyitas. Feltehetd, hogy a téglalap oldalhosszai 1 és r € Q.

Elészor egy ,,alhosszt” adunk meg. Létezik egy olyan I:R — R

fliggvény (,az = hosszl szakasz alhossza legyen [(z)"), amelyre
(1)=1, I(r)=-1; lz+y)=Ilx)+I(y), Vz,y € R.

Legyen az x,y oldalhossz téglalap alteriilete I(z)-I(y). Ekkor

teljesiilnek a kovetkezék ( = QED.):

e A parkettazandé téglalap alteriilete 1(1)I(r) = —1.

e Minden négyzet alteriilete nemnegativ: 12(z) > 0.

e Haegy T téglalapot téglalapokkal parkettazunk, akkor 1" alte-
riilete a parkettak alteriileteinek Gsszege (I additivitasa miatt,
illetve lasd abra).




Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Hatravan még, hogy valéban létezik olyan [: R — R fgv., melyre
()=1, I(r)=-1; Uz+y)=1Uz)+1(y), Ve,y € R.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Hatravan még, hogy valéban létezik olyan [: R — R fgv., melyre
(1)=1, l(r)=-1; lz+y) =Ilx)+I(y), Vz,y € R.
Ehhez végtelen dimenziés vektorterekre (Zorn-lemmara) van sziik-

ség, ezért most kevesebbet bizonyitunk, ami elég lesz nekiink:
Egy indirekt feltételezett parkettazashoz gyartunk olyan I-et, amely
az

abraban megjelend osszes téglalap 1,r, x1,. .., x, oldalhosszaira
definialva van (de [ nincs értelmezve az egész R-en).



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Hatravan még, hogy valéban létezik olyan [: R — R fgv., melyre
(1)=1, l(r)=-1; lz+y) =Ilx)+I(y), Vz,y € R.
Ehhez végtelen dimenziés vektorterekre (Zorn-lemmara) van sziik-

ség, ezért most kevesebbet bizonyitunk, ami elég lesz nekiink:
Egy indirekt feltételezett parkettazashoz gyartunk olyan I-et, amely
az

abraban megjelend osszes téglalap 1,r, x1,. .., x, oldalhosszaira
definialva van (de [ nincs értelmezve az egész R-en).

A tovabbiakban R-re mint Q feletti vektortérre gondolunk, és
ebben a vektortérben 1 és r linearisan fliggetlenek, mert r € Q*.



Téglalapok parkettazasa négyzetekkel

Hatravan még, hogy valéban létezik olyan [: R — R fgv., melyre

()=1, I(r)=-1; Uz+y)=1Uz)+1(y), Ve,y € R.
Egy indirekt feltételezett parkettazashoz gyartunk olyan [-et, amely
az

abraban megjelené osszes téglalap 1,r, z1,. .., x, oldalhosszaira
definialva van (de [ nincs értelmezve az egész R-en).

A tovabbiakban R-re mint Q feletti vektortérre gondolunk, és
ebben a vektortérben 1 és r linearisan fiiggetlenek, mert r € Q*.
Tekintsik az U := [1, 7,21, ..., xy] (véges dimenzids) alterét R-
nek, és ebben egy 1,r,01,...,b,, bazist. Legyen l az az U — R
linearis leképezés (Q felett), amely a bazisvektorokon /(1) = 1,
I(r) = —1, I(b;) = 0 -ként van definialva (: = 1,...,m). O
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Wallace—-Bolyai—Gerwien-tétel (1807, 1833, 1835).
Az egyenl§ teriilet(i sokszdgek atdarabolhatok egymasba (véges
sok sokszogre torténd darabolassal).
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liedereket, ezzel ez lett az els6ként megoldott Hilbert-probléma.
Az atdarabolhatatlansag bizonyitasa a parkettazasnal latott abszt-
rakt linearis algebrai eszkdzdk (,alszogek”) segitségével tortént.
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Wallace—-Bolyai—Gerwien-tétel (1807, 1833, 1835).
Az egyenl§ teriilet(i sokszdgek atdarabolhatok egymasba (véges
sok sokszogre torténd darabolassal).

Hilbert 3. problémaja (1900). Van-e két olyan azonos alap-
teriiletii és magassagl tetraéder, amelyek nem darabolhaték
egymasba (ha véges sok poliéderre darabolhatunk)?

Hilbert egyik tanitvanya, Dehn még 1900-ben megadott ilyen po-
liedereket, ezzel ez lett az els6ként megoldott Hilbert-probléma.
Az atdarabolhatatlansag bizonyitasa a parkettazasnal latott abszt-
rakt linearis algebrai eszkdzdk (,alszogek”) segitségével tortént.

Megjegyzés. Ezzel a médszerrel lathato, hogy az egység térfo-
gata kocka és szabalyos tetraéder nem darabolhatok egymasba.
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pont tavolsaga ugyanannyi, akkor m < n + 1 (extremalis eset:
szabalyos szimplex csicsai).



ELK’15 Két megengedett tavolsag 8/10

Konnyl: Ha az m elemii R"-beli ponthalmazban barmely két
pont tavolsaga ugyanannyi, akkor m < n + 1 (extremalis eset:
szabalyos szimplex csicsai).

Mi a helyzet olyankor, ha kétféle tavolsagot engediink meg? A
sikon legfeljebb 5 pont helyezheté el igy (nem bizonyitjuk).

AN




ELK’15 Két megengedett tavolsag 8/10

Konnyl: Ha az m elemii R"-beli ponthalmazban barmely két
pont tavolsaga ugyanannyi, akkor m < n + 1 (extremalis eset:
szabalyos szimplex csicsai).

Mi a helyzet olyankor, ha kétféle tavolsagot engediink meg? A
sikon legfeljebb 5 pont helyezheté el igy (nem bizonyitjuk).
Jeldlje m(n) a legnagyobb olyan m szamot, amelyre m pont el-
helyezhets gy az R™ térben, hogy a pontparok kozott legfeljebb
kétféle tavolsag lépjen fel.

AN




ELK’15 Két megengedett tavolsag 8/10

Konnyl: Ha az m elemii R"-beli ponthalmazban barmely két
pont tavolsaga ugyanannyi, akkor m < n + 1 (extremalis eset:
szabalyos szimplex csicsai).

Mi a helyzet olyankor, ha kétféle tavolsagot engediink meg? A
sikon legfeljebb 5 pont helyezheté el igy (nem bizonyitjuk).
Jeldlje m(n) a legnagyobb olyan m szamot, amelyre m pont el-
helyezhets gy az R™ térben, hogy a pontparok kozott legfeljebb
kétféle tavolsag lépjen fel.

Tétel (Larman—Rogers—Seidel, 1977).

(“;) < m(n) < %(n—l— 1)(n + 4).




ELK’15 Két megengedett tavolsag 8/10

Konnyl: Ha az m elemii R"-beli ponthalmazban barmely két
pont tavolsaga ugyanannyi, akkor m < n + 1 (extremalis eset:
szabalyos szimplex csicsai).

Mi a helyzet olyankor, ha kétféle tavolsagot engediink meg? A
sikon legfeljebb 5 pont helyezheté el igy (nem bizonyitjuk).
Jeldlje m(n) a legnagyobb olyan m szamot, amelyre m pont el-
helyezhets gy az R™ térben, hogy a pontparok kozott legfeljebb
kétféle tavolsag lépjen fel.

Tétel (Larman—Rogers—Seidel, 1977).
(” T 1) < mln) < 5(n+1)(n+4).

2

Megjegyzés. A legjobb felsé becslés eddig (Blokhuis, 1984):
m(n) < ("‘52).
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Tétel (Larman—Rogers—Seidel, 1977).

(n ;L 1) < m(n) < %(n +1)(n + 4).

Bizonyitas. Az alsé becsléshez tekintsiik R™T!-ben az Ssszes
olyan pontot, amelynek két koordinataja 1, a tobbi 0. Nyilvanvalo,
hogy kétféle tavolsag lép fel kozottiik: a v/2 és a 2. Ez (nH) pont,
és mindegyik rajta van az x1 + - - - + x,4+1 = 2 hipersikon, ami
R™-nel izomorf.
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Bizonyitas. Az alsé becsléshez tekintsiik R™T!-ben az Ssszes
olyan pontot, amelynek két koordinataja 1, a tobbi 0. Nyilvanvalo,
sl . . , T L 1
hogy kétféle tavolsag lép fel kozottiik: a v/2 és a 2. Ez (n;r ) pont,
és mindegyik rajta van az x1 + - - - + x,4+1 = 2 hipersikon, ami

R™-nel izomorf.
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pi(z) = (lz — ai||* — &) (llz - ai* — d*).
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A fels6 becsléshez tekintsiink egy tetszéleges aq, ..., a,, € R"
ponthalmazt, amelyek pontparjai kozott kétféle tavolsag lép fel:
¢ és d. Minden a;-hez felvesziink egy n-valtozés polinomot:

pi(@) = (|lz = ail|* = ) (llz - ail[* - &*).

Mivel
0, ha j #1
pi(as) = { 2d2 #£0, haj=i,
ezért a pi(x),...,pm(x) polinomok lineadrisan fiiggetlenek az
Rlx1,...,xy,] vektortérben. (Miért?) Egyszerii szamolassal ellen-
6rizhetd, hogy a p1, ..., pm polinomok benne vannak az

@34+ a2)? (@i D), mwy, w1
polinomok altal generalt U altérben (i, =1,...,n), igy

1
m <dim(U) <1l4+n+nn+1)/24+n+1= §(n+1)(n—i—4).
U
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THE END

Koszoném a figyelmet!



