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grafok éldiszjunkt példanyai megtalalhatok H-ban részgrafként.

Sejtés (Gyarfas—Lehel, 1976). Legyen T, ..., T, fak tet-
sz6leges olyan rendszere, amelyben Tj-nek ¢ éle van. Ekkor
T1,...,T,_1 pakolhaté a K, teljes grafba.
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A Gyarfas—Lehel-sejtés egy specialis esete

Tétel (Gyarfas—Lehel, 1976). Ha a sejtésben szereplé fak
mindegyike t vagy csillag, akkor teljesiil az allitas.
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Dolgozzunk a szomszédsagi matrixszal!
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A Gyarfas—Lehel-sejtés egy specialis esete

Tétel (Gyarfas—Lehel, 1976). Ha a sejtésben szereplé fak
mindegyike t vagy csillag, akkor teljesiil az allitas.

Bizonyitas (Zaks—Liu, 1977).
Dolgozzunk a szomszédsagi matrixszal!

Uy Uy U3 Uy Us

Uy Us
Olyan at, illetve csillag ,parkettakat” fogunk hasznalni, amelyek
konnyen attekinthet6k a szomszédsagi matrixban.



Specialis utak és csillagok
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Halmazok uniéi

Feladat. A Hy,..., Hy,11 halmazok az {1,...,n} alaphalmaz
tetszéleges nemiires részhalmazai. Igazoljuk, hogy a halmazrend-
szerbdl kivalaszthatok olyan H;,, ..., H;. ; Hj, ..., H;, kiilon-
b6z6 halmazok (r,s > 1), melyekre

Hz‘lU-'-UHZ‘T :Hle"‘UH'S.



ELK'13 Halmazok unioi 5/21

Feladat. A Hy,..., Hy,11 halmazok az {1,...,n} alaphalmaz
tetszéleges nemiires részhalmazai. Igazoljuk, hogy a halmazrend-
szerbdl kivalaszthatok olyan H;,, ..., H;. ; Hj, ..., H;, kiilon-
b6z6 halmazok (r,s > 1), melyekre
Hz‘lU-'-UHZ‘T :Hle"‘UH'S.
Megoldas. Tekintsiik a halmazok karakterisztikus vektorait:
H; =1{2,3,6} +— v;=(0,1,1,0,0,1) (itt n = 6)



ELK'13 Halmazok unioi 5/21

Feladat. A Hy,..., Hy,11 halmazok az {1,...,n} alaphalmaz
tetszéleges nemiires részhalmazai. Igazoljuk, hogy a halmazrend-
szerbdl kivalaszthatok olyan H;,, ..., H;. ; Hj, ..., H;, kiilon-
b6z6 halmazok (r, s > 1), melyekre
Hz‘lU-'-UHZ‘T :Hle"‘UH'S.

Megoldas. Tekintsiik a halmazok karakterisztikus vektorait:

H; =1{2,3,6} +— v;=(0,1,1,0,0,1) (itt n = 6)
A wvq,...,v,11 vektorok linearisan fiiggék az R™ vektortérben,
azaz a nullvektor nemtrivialis médon kikombinalhat6 beléliik:

a1V + -+ Apy1Vpy1 =0



ELK'13 Halmazok unioi 5/21

Feladat. A Hy,..., Hy,11 halmazok az {1,...,n} alaphalmaz
tetszéleges nemiires részhalmazai. Igazoljuk, hogy a halmazrend-
szerbdl kivalaszthatok olyan H;,, ..., H;. ; Hj, ..., H;, kiilon-
b6z6 halmazok (r, s > 1), melyekre
H¢1U-'-UHZ‘T :Hle-“UH'S.
Megoldas. Tekintsiik a halmazok karakterisztikus vektorait:
H; =1{2,3,6} +— v;=(0,1,1,0,0,1) (itt n = 6)
A wvq,...,v,11 vektorok linearisan fiiggék az R™ vektortérben,
azaz a nullvektor nemtrivialis médon kikombinalhat6 beléliik:
a1V + -+ Apy1Vp41 =0

Vigyiik at a negativ egyiitthat6ja tagokat a jobb oldalra:

Bviy + -+ Brvi, = vy + o+ Y505, (B, v > 0)



ELK'13 Halmazok unioi 5/21

Feladat. A Hy,..., Hy,11 halmazok az {1,...,n} alaphalmaz
tetszéleges nemiires részhalmazai. Igazoljuk, hogy a halmazrend-
szerbdl kivalaszthatok olyan H;,, ..., H;. ; Hj, ..., H;, kiilon-
b6z6 halmazok (r, s > 1), melyekre
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H; =1{2,3,6} +— v;=(0,1,1,0,0,1) (itt n = 6)
A wvq,...,v,11 vektorok linearisan fiiggék az R™ vektortérben,
azaz a nullvektor nemtrivialis médon kikombinalhat6 beléliik:
a1V + -+ Apy1Vp41 =0

Vigyiik at a negativ egyiitthat6ja tagokat a jobb oldalra:

P1vs, + -+ Brvs, = nvj, + 9505, (B, > 0)
A bal oldalon szereplé vektor pozitiv komponensei altal kijeldlt
halmaz H;, U---U H;,, a jobb oldalon pedig H;, U---UH;, .0
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Tétel (Berlekamp, 1969) Az {1,...,n} alaphalmaz m darab
kiilonb6z6 részhalmazara teljesiilnek a kovetkezék:
e mindegyik halmaz paratlan elemszam;

e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.
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e barmely két kiilonb6z6 halmaz metszete paros elemszama.
Ekkor m < n.

Megjegyzés |. Az egyelem(i halmazok mutatjak, hogy a felsg
korlat elérhetd.

Megjegyzés Il. A paros elemszam / paros metszet probléma
esetén a halmazok szama akar 21/2! is lehet. (Ennél tobb nem.)
Megjegyzés Ill. A paros elemszam / paratlan metszet probléma
esetén is n a felsé korlat.
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Ekkor m < n.

Bizonyitas. A tételben szereplé Hy, ..., H,, halmazokat ismét
a karakterisztikus vektoraikkal reprezentaljuk: v, ..., vy,.
A metszetek elemszamai kifejezheték skalaris szorzatként'

|H; N Hj| = (vi,v;), ahol (x,y) = zy” vakyk

Eszerint feltételeink a kdvetkezé alakban is megfogalmazhatok:
(v;,v;) paratlan  (minden i-re),

(vi,v;) paros (minden i # j-re).
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(v, v;) paratlan  (minden i-re),
(vi, ;) paros (minden i # j-re).
Dolgozzunk a Zo kételemii test felett! Ekkor
(vi,v;) =1 (minden i-re),

(vs,vj) =0 (minden i # j-re).
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benniinket, és a standard bizonyitassal kdvetkezik ezen vektorok
linearis fliggetlensége a Z4 vektortérben is:
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(v, v;) paratlan  (minden i-re),
(vi, ;) paros (minden i # j-re).
Dolgozzunk a Zo kételemii test felett! Ekkor
(vi,v;) =1 (minden i-re),
(vs,vj) =0 (minden i # j-re).
A {vy,...,vy,} tehat egy ortonormalt rendszerre emlékeztet

benniinket, és a standard bizonyitassal kdvetkezik ezen vektorok
linearis fliggetlensége a Z4 vektortérben is:

a1vy + -+ apUy, =0

Y
aj = Zaz vi, v5) = (0101 + - + AV, v5) = (0,v5) =0

teljesul mmden a; egyiitthatéra. Tehat valéban m < n. O
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Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!



ELK’13 Gyepesedés 7/21

Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!




Gyepesedés

Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!




Gyepesedés

Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!




Gyepesedés

Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!




ELK’13 Gyepesedés 7/21

Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzetnek legalabb két oldalszomszédja
flives, akkor ez a teriilet is befiivesedik (de csak ekkor). Mutassuk
meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen, kezdetben
legalabb n négyzetnek fiivesnek kell lennie!

Megjegyzés. n kezdeti fiives négyzettel (pl. az egyik atlé mezéit
valasztva) megoldhaté a fiivesités.
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Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzet egy olyan racstéglalap ,cstcsa”,
melynek masik harom csticsa mar fiives, akkor 6 is befiivesedik.
Mutassuk meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen,
kezdetben legalabb 2n — 1 négyzetnek fiivesnek kell lennie!
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Feladat. Egy négyzet alaka foldteriilet n x n kisebb négyzetre
van felosztva. Ha egy négyzet egy olyan racstéglalap ,cstcsa”,
melynek masik harom csticsa mar fiives, akkor 6 is befiivesedik.
Mutassuk meg, hogy ahhoz, hogy az egész teriilet befiivesedjen,
kezdetben legalabb 2n — 1 négyzetnek fiivesnek kell lennie!

Megjegyzés. 2n — 1 kezdeti fiives négyzettel (Id. abra) megold-
hat6 a flivesités.



Gyepesedés a Marson

Bizonyitas (Balogh—Bollobas—Morris—Riordan, 2012).

Tekintsiink egy tetszéleges (2n — 1)-dimenziés val6s V' vektorte-
ret, és abban egy {e,xa,..., 2y, Y2, ..., yn} bazist. Az N négy-
zethez rendeljiik hozzd a vy := z; +y; € V elemet, ahol (7, 7) a
négyzet sor-oszlop pozicidja, és éliink az x1 = y; = e jeloléssel.
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négyzet sor-oszlop pozicidja, és éliink az x1 = y; = e jeloléssel.
Kulcsészrevétel. A flives négyzetekhez rendelt V-beli elemek
altal generalt U altér invarians a gyepesedési folyamat soran.
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Bizonyitas (Balogh—Bollobas—Morris—Riordan, 2012).
Tekintsiink egy tetszéleges (2n — 1)-dimenziés val6s V' vektorte-
ret, és abban egy {e,xa,..., 2y, Y2, ..., yn} bazist. Az N négy-
zethez rendeljiik hozzd a vy := z; +y; € V elemet, ahol (7, 7) a
négyzet sor-oszlop pozicidja, és éliink az x1 = y; = e jeloléssel.
Kulcsészrevétel. A flives négyzetekhez rendelt V-beli elemek
altal generalt U altér invarians a gyepesedési folyamat soran.
Oka. Csak azt kell megmutatni, hogy U nem béviilhet. Nézziink
meg egy gyepesedési lépést. Tegyiik fel, hogy az ABC' D téglalap
A csucsa fiivesedik be (és B, C, D mar fiivesek).
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Bizonyitas (Balogh—Bollobas—Morris—Riordan, 2012).
Tekintsiink egy tetszéleges (2n — 1)-dimenziés val6s V' vektorte-
ret, és abban egy {e,xa,..., 2y, Y2, ..., yn} bazist. Az N négy-
zethez rendeljiik hozzd a vy := z; +y; € V elemet, ahol (7, 7) a
négyzet sor-oszlop pozicidja, és éliink az x1 = y; = e jeloléssel.
Kulcsészrevétel. A flives négyzetekhez rendelt V-beli elemek
altal generalt U altér invarians a gyepesedési folyamat soran.
Oka. Csak azt kell megmutatni, hogy U nem béviilhet. Nézziink
meg egy gyepesedési lépést. Tegyiik fel, hogy az ABC' D téglalap
A csucsa flivesedik be (és B, C, D mar fiivesek). Mivel

VA =V +vUp — V0o,

ezért az 4] altér generatorelemei kozé olyan elemet valasztunk be,
amely elgall U-ban lévé elemek linearis kombinaciéjaként. Tehat
az altér valéban nem béviil.
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Tekintsiink egy tetszéleges (2n — 1)-dimenziés valés V' vektorte-
ret, és abban egy {e,x2,...,2n,42,...,yn} bazist. Az N négy-
zethez rendeljiik hozza a vy := x; +y; € V elemet, ahol (i, j) a
négyzet sor-oszlop pozicidja, és éliink az 21 = y; = e jeldléssel.
Kulcsészrevétel. A flives négyzetekhez rendelt V-beli elemek
altal generalt U altér invarians a gyepesedési folyamat soran.
Oka. Csak azt kell megmutatni, hogy U nem béviilhet. Nézziink
meg egy gyepesedési lépést. Tegyiik fel, hogy az ABC D téglalap
A cslcsa fiivesedik be (és B, C, D mar fiivesek). Mivel

vA = VB +Up —vC,
ezért az 4] altér generatorelemei kozé olyan elemet valasztunk be,
amely el6all U-ban 1évé elemek linearis kombinaciéjaként. Tehat
az altér valéban nem béviil.
QED. 2n — 1-nél kevesebb fiives négyzet V/-nél sziikebb U-t ge-
neral, tehat nem érhetd a cél, ui. ahhoz U = V tartozik. (Miért?)



Grafok felbontasa

Definicié. A H graf felbonthaté a Gy, ..., Gy grafokra, ha H
élhalmaza eléall a G; grafok élhalmazainak diszjunkt uniéjaként.
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Megjegyzés. A graffelbontas tulajdonképpen egy minden élt fel-
hasznalé pakolas.
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Definicié. A H graf felbonthaté a Gy, ..., Gy grafokra, ha H
élhalmaza eléall a G; grafok élhalmazainak diszjunkt uniéjaként.
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Megjegyzés. A graffelbontas tulajdonképpen egy minden élt fel-

hasznal6 pakolas.
Probléma. Szeretnénk a teljes grafot minél kevesebb teljes paros

grafra felbontani.




Teljes grafok felbontasa teljes paros grafokra

Tétel (Graham—Pollak, 1971). Az n pontd teljes graf nem
bonthaté fel (n — 1)-nél kevesebb teljes paros grafra.

Megjegyzés. K,, mindig felbonthaté n — 1 csillagra.
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Teljes grafok felbontasa teljes paros grafokra

Tétel (Graham—Pollak, 1971). Az n pontd teljes graf nem
bonthaté fel (n — 1)-nél kevesebb teljes paros grafra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy felbontottuk K,-et a G1,...,Gn

teljes paros grafokra. Ismét dolgozzunk szomszédsagi matrixok-

kal: K,+— A G; «+— B;.

A felbontas a matrixok nyelvén azt jelenti, hogy
A=By+--+ B,

0111 0011 0100 0000
1011y _ {0011}, 11000},10000
1101 1100 0000 0001
1110 1100 0000 0010
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Tétel (Graham—Pollak, 1971). Az n ponti teljes graf nem
bonthaté fel (n — 1)-nél kevesebb teljes paros grafra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy felbontottuk K,-et a G1,...,Gn
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A = J—1, ahol J az nxn-es csupa-1 matrix, I az egységmatrix.

Nem nehéz latni, hogy a B; matrixok pedig eléallnak C; + C’ZT

alakban, ahol mindegyik C; matrix a nullmatrixbél kaphaté egy

almatrixanak Osszes elemét 1-esre valtoztatva.



Teljes grafok felbontasa teljes paros grafokra

Tétel (Graham—Pollak, 1971). Az n ponti teljes graf nem
bonthaté fel (n — 1)-nél kevesebb teljes paros grafra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy felbontottuk K,-et a G1,...,Gn

teljes paros grafokra. Ismét dolgozzunk szomszédsagi matrixok-

kal: K,+— A G; «+— B;.

A felbontas a matrixok nyelvén azt jelenti, hogy
A=DB1+---+ Bp.

A = J—1, ahol J az nxn-es csupa-1 matrix, I az egységmatrix.

Nem nehéz latni, hogy a B; matrixok pedig eléallnak C; + C’ZT

alakban, ahol mindegyik C; matrix a nullmatrixbél kaphaté egy

almatrixanak Osszes elemét 1-esre valtoztatva. Kaptuk, hogy

J—T=(C1+C) 4+ +(Cpn+CL)y=5+5T,
ahol S =C1+ -+ Chp.
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(1) J—1=8+ST
(2) S=C1+ -+ Cy, aholrk(C;) =1



(1) J—1=8+ST
(2) S=C1+ -+ Cy, aholrk(C;) =1
Ebbél (2) alapjan
rk(S) =rk(C1 + -+ Cpy) < rk(Cy) + - - - +rk(Cp) = m.

Megmutatjuk, hogy (1)-b&l pedig rk(S) > n — 1 kdvetkezik, ami
a bizonyitandét adja.
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(1) J—I=5+5T

(2) S=C1+---+Cp, ahol rk(C;) =1.

Ebbél (2) alapjan

rk(S) =rk(Cy + -+ - 4+ Cp) < rk(Ch) + -+ + rk(Cy,) = m.
Megmutatjuk, hogy (1)-b&l pedig rk(S) > n — 1 kdvetkezik, ami
a bizonyitandét adja. Indirekt tfh. rk(S) < n — 2. Ekkor az
Sxr=0

Lo

egyenletrendszernek létezik egy nemtrivialis = (21,...,2,)"

megoldasa.



Teljes grafok felbontasa teljes paros grafokra

(1) J—I=5+5T

(2) S=C1+---+Cp, ahol rk(C;) =1.

Ebbél (2) alapjan

rk(S) =rk(Cy + -+ - 4+ Cp) < rk(Ch) + -+ + rk(Cy,) = m.
Megmutatjuk, hogy (1)-b&l pedig rk(S) > n — 1 kdvetkezik, ami
a bizonyitandét adja. Indirekt tfh. rk(S) < n — 2. Ekkor az
Sxr=0

{ Jx=0

egyenletrendszernek létezik egy nemtrivialis = (21,...,2,)"

megoldasa. Erre az x-re (1) szerint fennall, hogy
—x=Jr—Je=Sx+STx=5Tx
= x| =alz=—-2TSTex = —(Sx)Tx=—-0"z =0,

ami ellentmondas (hiszen x nemtrivialis). O
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Még egy graffelbontasi/pakolasi példa

Tétel. K19 nem bonthaté6 fel harom Petersen-grafra. }

Bizonyitas. Indirekt tfh. létezik ilyen felbontas, és legyenek a
bepakolt Petersen-grafok szomszédsagi matrixai A, B és C, azaz
J—I1=A+B+C.

A Petersen-graf szomszédsagi matrixanak sajatértékei (akarhogy

is pakoljuk be): 3,1,1,1,1,1, -2, -2, —2, —2.

Spektraltétel. Barmely R™*"-beli szimmetrikus M matrixhoz
letezik olyan @ ortogonalis matrix, amelyre Q=1 A/ () diagonalis.
Tehat M sajatértékei valdsak, és létezik olyan ortonormalt bazis
R™-ben, amelynek bazisvektorai sajatvektorai M -nek. Tovabba
M sajatalterei mer6legesek egymasra, és dimenzidjuk a hozzajuk
tartozo sajatérték multiplicitasaval egyezik meg.

Megjegyzés. A Petersen-graf 3-regularitdsa miatt a A = 3 sa-
jatértékhez tartozé sajataltér mindig [(1,...,1)].
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. J—-I1=A+B+C
o A, B,C sajatértékei: 3,1,1,1,1,1,-2, -2, —2, —2
e mindharom matrixnak sajataltere az U := [(1,...,1)] altér.



Még egy graffelbontasi/pakolasi példa

. J-I=A+B+C
o A, B,C sajatértékei: 3,1,1,1,1,1, -2, —2, 2, —2

e mindharom matrixnak sajataltere az U := [(1,...,1)] altér.
Tekintsiik az A, B matrixok A = 1 sajatértékhez tartozé sajatal-

tereit, V-t és V-t. Ez két 5-dimenziés altér az U+ 9-dimenzids
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. J-I=A+B+C
o A, B,C sajatértekei: 3,1,1,1,1,1, -2, —2, —2, 2
e mindharom matrixnak sajataltere az U := [(1,...,1)] altér.

Tekintsiik az A, B matrixok A = 1 sajatértékhez tartozé sajatal-
tereit, V-t és V-t. Ez két 5-dimenziés altér az U+ 9-dimenzids
altérben (V4, Vp L U), tehat metszetiik nemtrivialis.

Valasszunk egy v nem-nullvektort a metszetbél, azaz olyan vek-

tort, melyre Av = Bv = v. (v-re oszlopvektorként tekintiink.)
Mivel v meréleges (1,...,1)-re, ezért Jv = 0 is teljesiil.
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. J-I=A+B+C
o A, B,C sajatértekei: 3,1,1,1,1,1, -2, —2, —2, 2
e mindharom matrixnak sajataltere az U := [(1,...,1)] altér.

Tekintsiik az A, B matrixok A = 1 sajatértékhez tartozé sajatal-
tereit, V-t és V-t. Ez két 5-dimenziés altér az U+ 9-dimenzids
altérben (V4, Vp L U), tehat metszetiik nemtrivialis.
Valasszunk egy v nem-nullvektort a metszetbél, azaz olyan vek-
tort, melyre Av = Bv = v. (v-re oszlopvektorként tekintiink.)
Mivel v meréleges (1,...,1)-re, ezért Jv = 0 is teljesiil.
Ezekbdl
Cv=(J-I-A-Bv=0-v—v—v=—-3v
kovetkezik, ami ellentmondas, mert C-nek nem sajatértéke a —3.
O
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A Petersen-graf sajatértékei: 3,1,1,1,1,1, -2, -2, -2, —2.
1. A Petersen-graf 3-regularis = a 3 sajatérték (az 1 s.v.).
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A Petersen-graf sajatértékei: 3,1,1,1,1,1, -2, -2, -2, —2.
1. A Petersen-graf 3-regularis = a 3 sajatérték (az 1 s.v.).
2. A Petersen-graf dsszefiigg6 — a 3 egyszeres sajatérték.

3. Egy \ # 3 sajatértékhez tartozé v sajatvektor meréleges 1-re.
4. A Petersen-grafban barmely két 6sszekotott pontnak nincs ko-
z0s szomszédja, és barmely két nem &sszekotott pontnak ponto-
san egy kozos szomszédja van, emiatt
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A Petersen-graf sajatértékei

A Petersen-graf sajatértékei: 3,1,1,1,1,1, -2, -2, -2, —2.
1. A Petersen-graf 3-regularis = a 3 sajatérték (az 1 s.v.).
2. A Petersen-graf dsszefiigg6 — a 3 egyszeres sajatérték.

3. Egy \ # 3 sajatértékhez tartozé v sajatvektor meréleges 1-re.
4. A Petersen-grafban barmely két 6sszekotott pontnak nincs ko-
z0s szomszédja, és barmely két nem &sszekotott pontnak ponto-
san egy kozos szomszédja van, emiatt

A2 A—2I=
5. Egy A # 3 sajatértékhez tartozé v sajatvektorra
N +A—2v=(A2+A-2v=Jv=0.
Tehat minden 3-t6l kiilonbdzé sajatérték gyoke az x2 + z — 2
polinomnak, azaz —2 vagy 1.



A Petersen-graf sajatértékei

A Petersen-graf sajatértékei: 3,1,1,1,1,1, -2, -2, -2, —2.
1. A Petersen-graf 3-regularis = a 3 sajatérték (az 1 s.v.).
2. A Petersen-graf dsszefiigg6 — a 3 egyszeres sajatérték.
3. Egy \ # 3 sajatértékhez tartozé v sajatvektor meréleges 1-re.
4. A Petersen-grafban barmely két 6sszekotott pontnak nincs ko-
z0s szomszédja, és barmely két nem &sszekotott pontnak ponto-

san egy kozos szomszédja van, emiatt
A2 A—2I=
5. Egy A # 3 sajatértékhez tartozé v sajatvektorra
N +A—2v=(A2+A-2v=Jv=0.
Tehat minden 3-t6l kiilonbdzé sajatérték gyoke az x2 + z — 2
polinomnak, azaz —2 vagy 1.

6. A sajatértékek Osszege a matrix nyoma, vagyis esetiinkben 0.
Ebbdl kitalalhaték a multiplicitasok.



Grafok sajatértékeinek tovabbi alkalmazasai |.

Baratsag-tétel (Erd6s—Rényi-T. Sés, 1966). Ha egy G
egyszer( grafban barmely két pontnak pontosan egy k6z6s szom-
szédja van, akkor van olyan csiics, mely az sszes tébbi csticesal
Ossze van kotve. S6t, G csak egy szélmalom-graf lehet.
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Eszrevétel. Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor,
akkor a grafnak legalabb 1+ d + d(d — 1) = d? + 1 csiicsa van.
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Eszrevétel. Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor,
akkor a grafnak legalabb 1 +d 4 d(d — 1) = d? + 1 csticsa van.

Hoffman—Singleton-tétel (1960). , Beauty is rare.”
Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor, és a grafnak
d? 4 1 csiicsa van, akkor d € {2,3,7,57} lehet csak.
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Eszrevétel. Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor,
akkor a grafnak legalabb 1 +d 4 d(d — 1) = d? + 1 csticsa van.

Hoffman—Singleton-tétel (1960). ,Beauty is rare.”
Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor, és a grafnak
d? 4 1 csiicsa van, akkor d € {2,3,7,57} lehet csak.
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Hoffman—Singleton-tétel (1960). , Beauty is rare.”
Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor, és a grafnak
d? 4 1 csiicsa van, akkor d € {2,3,7,57} lehet csak.
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Hoffman—Singleton-tétel (1960). , Beauty is rare.”
Ha egy d-regularis grafban nincs 5-nél révidebb kor, és a grafnak
d? 4 1 csiicsa van, akkor d € {2,3,7,57} lehet csak.
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Egy kombinatorikus geometriai példa

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1, ..., n} alaphalmaz m darab
kiilénb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metsze-
tének elemszama ugyanaz a p # 0 szam, akkor m < n.




Egy kombinatorikus geometriai példa

Fisher-egyenlétlenség. Ha az {1, ..., n} alaphalmaz m darab
kiilénb6z6 részhalmazara teljesiil, hogy barmely kett6 metsze-
tének elemszama ugyanaz a p # 0 szam, akkor m < n.

Megjegyzés. A Fisher-egyenlétlenségre adott Bose-féle bizonyi-
tas (1948) inditotta el a linearis algebrai médszerek hasznalatat
a halmazrendszerek vizsgalataban.
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Minden P; ponthoz hozzarendeliink egy H; C {1,...,n} hal-
mazt, amely a ponton dtmend e, egyenesek indexeit tartalmazza.
1. Kiilonb6zé pontokhoz kiilénb6zé halmazokat rendeliink.
(Mivel nem kollinearisak a pontok.)
2. |[H; N Hj| =1 tetszéleges i # j esetén.
(H; N Hj a P;Pj egyenes indexét tartalmazza.)
3. Fisher-egyenl6tlenség — m < n. O
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THE END

Koszoném a figyelmet!



