3. Relaciok tulajdonsagai

21. Definicié. Legyen A egy tetszéleges halmaz, és a 0 C A2 tetszbleges A-n értelmezett
relacio.

(1)

(2)

(8)

A o relacio reflexiv, ha barmely a € A-ra teljesiil, hogy (a,a) € o.

Példaul a o =, <7 (C R?) relacio reflexiv, mert barmely  valos szamra teljesiil, hogy
(x,x) € 0, azaz x© < x.

A o relacié szimmetrikus, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o, akkor

(b,a) € 0.

Példaul az el6bb emlitett o relacio nem szimmetrikus, mert abbol, hogy 3 < 4 (azaz
(3,4) € o), nem kovetkezik, hogy 4 < 3 (azaz (4,3) € ). Az ,, = 7 relaci6 mar
szimmetrikus.

Megjegyzés. Ha mar egy ellenpéldat talalunk, akkor kész vagyunk, egyetlen ellenpélda
is bizonyitja, hogy a tulajdonsig nem teljesiil.

A o relaci6 tranzitiv, ha barmely a, b, ¢ € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és (b, c) € o,
akkor (a,c) € o.

Példaul a fenti p relacio nyilvan tranzitiv, mert ha a < b és b < ¢, akkor a < c¢ is teljesiil.
A o relacio ekvivalenciarelacio, vagy roviden ekvivalencia, ha reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv is egyszerre.

A o relacié antiszimmetrikus, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és
(b,a) € o, akkor a = b.

Példaul a fenti g relacié nyilvan antiszimmetrikus, mert ha z < y és y < x, akkor
r <y < x, ami azt jelenti, hogy = = v.

A o relacié részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv is egyszerre.
A o relacio dichotom, ha barmely a,b € A-ra teljesiil, hogy (a,b) € o vagy (b,a) € o.
Példaul a p relacio dichotom, mert barmely két valos szamrol el tudjuk donteni, hogy
melyik kisebb-egyenld, mint a masik. A valos szamokon értelmezett ,, <7 relacié mar
nem dichotom.

Megjegyzés. Ha egy relacio nem reflexiv, akkor dichotom sem lehet. (Gondoljunk bele! A
dichotomia definiciojaban az a-rol és a b-r6l nem tettiik fel, hogy kiilonbozGek legyenek.)

A o relacio (teljes) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom is egyszerre.



22. Megjegyzés. Ha egy relaciot az iranyitott grafjaval adunk meg, akkor

e o pontosan akkor reflexiv, ha a graf minden pontjaban van hurokél;
e o pontosan akkor tranzitiv, ha teljesiil az, hogy ha létezik ut két pont kozott, akkor

létezik 1 hosszu ut is kozottiik;

e o pontosan akkor szimmetrikus, ha a graf minden éle oda-vissza tipusu él;
e o pontosan akkor antiszimmetrikus, ha barmely két kiilonbéz6 pont kézott 0 vagy 1

irAnyban megy él;

e o pontosan akkor dichotom, ha a graf barmely két pontja kdzott megy él.

23. Példa. Legyen o a kivetkezs relacio: o = {(z,y) € Z* : 2 | 2® + y*} C Z*. Milyen tulaj-
donsagok teljesiilnek az o relaciora?
Megoldas:

(1)

(2)

Reflezivitds: Azt kell vizsgalni, hogy barmely x € Z-re teljesiil-e, hogy (z,z) € 0, azaz
hogy 2 | 2 + 2% Ez nyilvan teljesiil, mert 22 + 2? = 222, ami nyilvan paros, ezért
minden egész szam o-relacioban all egyméssal. Tehat a relacié reflexiv.

Szimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy barmely z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o-bol
kivetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (y,x) € o. Ez nyilvan teljesiil, mert (z,y) € 0 <
2|22 +y? = 2| y? + 22 < (y,7) € 0, azaz o szimmetrikus.

Tranzitivitdas: Azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y, z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o-
bol és (y, z) € o-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (x, z) € 0. Nézziik meg!

(r,y) o <=2 |+ <=2 +y* =2k (k€ ) = 2> =2k — 3

(y2) eo<=2 |+ <=y +22=2 (lel) < > =2 —y*
Behelyettesitiink: 22 + 22 = 2k + 20 — 2> = 2(k+1—y?) = 2m, ahol m € Z. Igy
megkaptuk, hogy 2 | 2% + 22, azaz (z, z) € 0. Tehét a relacio tranzitiv.

Mind a harom fenti tulajdonséag teljesiil, ezért a relacio ekvivalencia(reldcio).
Antiszimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y € Z-re teljesiil-e, hogy (x,y) € o-
bol és (y, x) € o-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy x = y. Rendkiviil konnyen tudunk
ellenpéldat talalni, példaul (2,4) € o, (4,2) € 0 és 2 # 4.

Megjegyzés. Nagyon kevés olyan relacié van, ami egyszerre szimmetrikus és antiszim-
metrikus is, de létezik ilyen, s6t méar meg is volt emlitve egy ilyen relacié. Viszont az
sem igaz, hogy egy relaciora valamelyik mindig teljesiil. Konnyen adhaté olyan relacio,
amelyik se nem antiszimmetrikus, se nem szimmetrikus.

Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, igy a nem részbenrendezés, és ezért mar rendezés
sem lehet, de azért nézziik meg az utolso tulajdonsigot is.

Dichotomia: Most azt kell vizsgalni, hogy barmely x,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o
vagy (y,x) € o. Nyilvan egy paratlan-paros kombinacié sem igy, sem amugy nincs benne
a relacioban, és igy megint konnyen talaltunk ellenpéldat (egyszerre végtelen sokat is).
A relacié tehat nem dichotom.



