8. EXTREMALIS GRAFELMELET
Ebben a feladatsorban csak egyszert gréafokkal foglalkozunk!

1.~ Mutassuk meg, hogy ha egy n pontu egyszeri grafban (n > 4) nincs két fiiggetlen él
(azaz nincs 2 éli parositas), akkor a grafnak legfeljebb n — 1 éle lehet.

2. Legfeljebb hany éle lehet egy n ponti egyszerd grafnak, ha nem tartalmaz
a)~ kort;
b) péaratlan kort;
c) haromszoget;
d)" paros kort? [10.1]

3. Legfeljebb hany éle lehet egy n pontu egyszerii grafnak, ha a kromatikus szama k7?7

4. Adott n kiilonb6z6 pont az egységkorvonalon.
a) Legfeljebb hany pontparra teljesiil, hogy a pontok tavolsaga 1,8-nél nagyobb?
b) Legfeljebb hany pontparra teljesiil, hogy a pontok tavolsaga 1,5-nél nagyobb?
Segitség: V2 =1,414... és /3 =1,732. ..

5. A vy,...,v, € R? vektorok mindegyikének hossza legalabb 1. Mutassuk meg, hogy azon
{vi,v;} parok szama, amelyekre ||v; + v;|| < 1, legfeljebb [n?/4].

6. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerid graf derékbdésége 2k-néal nagyobb, akkor n(nl/ ¥ 4+ 1)-nél
kevesebb éle van.

Megjegyzés: A Bondy-Simonovits-tétel szerint mar az is O(n'T1/*) felss élszamkorlatot ad,
ha csak a 2k hosszu koroket tiltjuk meg a grafban.

7. (Ko6vari-Sos-Turan-tétel.) A G egyszerd grafnak nem részgrafja K, 5, ahol 2 < r < s.
Bizonyitsuk be, hogy G-nek legfeljebb ;”‘Zflnz_l/r + 5in = O(n?>71/7) éle lehet.  [10.37]
Segitség: Fladason szerepelt az r = s = 2 eset bizonyitasa, annak gondolatmenete értelem-
szertien altalanosithato. (A szamolas lesz kicsit nehezebb.)

Megoldatlan sejtés: A pontos felsé korlat nagysagrendje ©(n?~1/7).

8. Adott a sikon n pont. Igazoljuk, hogy legfeljebb O(n?/?) olyan pontpar van, melynek
pontjai egységtivolsidgra vannak egyméstol.
Segitség: Hasznéljuk az el6zd feladatot.

9. Adott n pont a sikon (n > 3) ugy, hogy barmely kettd tavolsaga legalabb 1. Igazoljuk,
hogy legfeljebb 3n — 6 pontparra lehet a pontok tavolsaga pontosan 1.

10. Mutassuk meg, hogy ha egy graf kromatikus szama k, akkor a graf tartalmazza az Gsszes
k pontu fat részgrafként.

11.7 n éhes matematikus hallgaté m egyforma pizzén osztozkodik tgy, hogy mindenkinek
ugyanakkora adag jar. Igazoljuk, hogy legalabb m + n — (m,n) pizzaszeletre kell vagni a
pizzékat, és ennyi szelettel meg is oldhato az elosztas, ahol (m,n) a legnagyobb kozos osztot
jeloli.

12.7 Legyen T egy tetszoleges k éld fa. Az Erdss—T. Sos sejtés szerint ha egy n ponta G
egyszer( graf nem tartalmazza a T fat (részgrafként), akkor G-nek legfeljebb %n éle lehet.
Bizonyitsuk be a sejtést abban a speciélis esetben, amikor T' csillag vagy tt.

13." Harom iskola mindegyikében n tanulé van. Minden tanuld a méasik két iskolabol egyiitt-
véve n + 1 tanul6ét ismer. Bizonyitsuk be, hogy valaszthaté a harom iskola mindegyikébdl
egy-egy tanul6 gy, hogy mindegyikiik ismeri a mésik kett6t. (Az ismeretségek kolesonosek.)



