1. FOKSZAMOK

1.7 Létezik-e olyan graf, amelynek fokszamsorozata
a) 9,7,6,6,5,4,3,3,3,1
b) 8,7,6,6,5,4,3,3,3,17

2. (Havel-Hakimi-algoritmus.) Az el6adason tanult tétel segitségével dontsiik el, hogy
létezik-e olyan egyszerd graf, amelynek fokszamsorozata

a) 7,4,3,3,3,3,2,1,0

b) 8,8,6,6,6,5,3,2,2.

3. Hany olyan (paronként nem izomorf) egyszertd graf van, melynek a fokszamsorozata
7,7,7,7,5,5,4,47

4. Létezik-e olyan kérmentes graf, amelynek fokszamsorozata 3,3,3,3,2,2,2,2,1,1,1,17
5. Létezik-e olyan dsszefliggd graf, amelynek fokszamsorozata 4,4,3,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,17
6. Létezik-e olyan pdros graf, amelynek fokszamsorozata 9,9,9,9,6,6,6,5,3,3,3,3,3,3,37

7. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor 1étezik n pontu k-regularis egyszerd graf, ha kn paros
ésk<n-—1 [5.2]

8. A 100 pontu 7-regularis G egyszerii grafban tekintiink egy 25 cstcsbol allo U C V(G)
ponthalmazt. Mit mondhatunk az U és a V(G) \ U halmazok kozott halado élek szamanak
paritasarol?

9. Mutassuk meg, hogy egy 2n cstcsu G graf pontosan akkor regularis, ha minden olyan
AU B = V(@) cstcsparticionélasra, melyre |A| = |B| = n, a G|a feszitett részgrafnak
ugyanannyi éle van, mint G|p-nek.

10. Az Erd&s—Gallai-tétel szerint a nemnegativ egészekbdl allo d; > dy > -+ - > d,, sorozat
pontosan akkor realizalhaté egyszerd graffal, ha

(1) dy +---+d, paros, és
k n
(2) Z di <k(k—1)+ Z min(d;, k), minden k € {1,...,n}-re.
i=1 i=k+1

Bizonyitsuk be a feltételek sziikségességét.

11.7 Igazoljuk, hogy ha egy G egyszert grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a graf
tartalmaz legalabb 0(G) + 1 hosszu kort, ahol §(G) a legkisebb fokszamot jeloli G-ben.

12. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii grafban minden pont foka legaldbb 3, akkor a graf
tartalmaz paros kort. [10.2]

13.7 Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii grafban minden pont foka legalabb 3, akkor a graf
tartalmazza K, egy felosztasat. [10.3]

14. Legyen n > 2. Bizonyitsuk be, hogy egy egyszert graffal realizalhato d, ..., d, sorozat
pontosan akkor realizalhat6 dsszefiiggd egyszert graffal, ha > d; > 2(n — 1), és a sorozat
minden tagja pozitiv.

15. Az erdGben 12 torpe él piros vagy kék hazikoban. Az év i-edik honapjaban az i-edik
torpe felkeresi Osszes baratjat, hogy eldontse, atfesse-e a sajat hézat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrol kékre vagy forditva), ha a baratai (szigort) tObbsége méas szini
hazban lakik, mint 6. Ez évrél évre igy torténik. Bizonyitsuk be, hogy egy id§ utan mar
senki nem festi at a hazikojat! (A baratsagok kolesonosek és nem valtoznak az id§ mulasaval.
Természetesen nem feltétlentil baratja mindenki mindenkinek.)
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16." Igazoljuk, hogy tetszdleges hurokélmentes grafbol alkalmas élek elhagyasaval olyan paros
grafot kaphatunk, melyben minden csucs foka legalabb az eredeti fokszamaéanak fele.
Kovetkezmény (BSc): Tetszoleges hurokélmentes grafbol paros grafot kaphatunk legfeljebb
az élek felének elhagyasaval.

17. Egy G grifban a fokszamok atlaga d(@). Igazoljuk, hogy G-nek van olyan F feszitett
részgrafja, melyre §(F) > @, ahol §(F') az F graf legkisebb fokszamat jeloli.
18.7 Legyen n > 1 pozitiv egész, és t; < ty < --- < t,, pozitiv egészek. Egy t,, + 1 tagu tér-

sasig tagjai lejatszanak néhany sakkpartit tgy, hogy két ember egymassal legfeljebb egyszer
jatszhat. Igazoljuk, hogy teljesiilhet egyszerre az alabbi két feltétel:

(i) A tarsasag minden egyes tagja altal lejatszott partik szdma a tq, ta, . . ., t,, szdmok egyike.
(ii) Minden i-re, ahol 1 < ¢ < n, van valaki, aki pontosan t; sakkpartit jatszott le.
19.7 Adott egy tetszbleges G egyszerii graf és egy k pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy G

csucsai kiszinezhetSk pirossal és kékkel gy, hogy minden piros csicsnak k-nal kevesebb piros
szomszédja legyen, és minden kék csticsnak legalabb k piros szomszédja legyen.



