7. TOBBSZOROS OSSZEFUGGOSEG

Definicid. Egy G graf k-szorosan élosszefiiggd, ha G-b6l barhogy hagyunk el k-nal kevesebb
élt, a kapott graf osszefiiggs lesz.
Egy G graf k-szorosan dsszefiliggd, ha G-bél barhogy hagyunk el k-nal kevesebb csticsot, a
kapott graf osszefiiggs lesz, tovabba legalabb k + 1 csticsa van G-nek.
Megjegyzés. Az elsé definicidé egy masik megfogalmazésa: G pontosan akkor k-szorosan
élosszefligegs, ha minden G-beli U ponthalmazra |[0U| >k (ha 0 C U C V(G)).
Menger-tételek.
a) Egy graf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely két pontja kozott
létezik k éldiszjunkt at.
b) Egy graf akkor és csak akkor k-szorosan Osszefiiggs, ha barmely két pontja kozott 1étezik
k (belsé)pontdiszjunkt ut, tovabba legalabb k + 1 pontja van.

1. Hémyszorosan Osszefiiggdk, illetve él(’jsszefiigg(’ik az alabbi grafok?
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d) Petersen-graf;
e) a K, teljes paros graf;
f) Qn, az n-dimenzios kocka. (@, cstucsai az n hosszi 0-1 (bit)sorozatok, és két cstcs
pontosan akkor 6sszekotott, ha a megfelel§ bitsorozatok pontosan 1 bitben térnek el.)

2.a) A Menger-tételekre valo hivatkozas nélkiil mutassuk meg, hogy minden k-szorosan Gssze-
fliggd graf k-szorosan élosszefliggd is.
b) Adjunk meg egy olyan egyszeri grafot, amely 2015-szorosen élosszefiiggd, de nem két-
szeresen Osszefliggd.

3. Bizonyitsuk be, hogy egy kétszeresen élosszefiiges graf fiilragasztassal torténd felépitése
mindig ugyanannyi lépésbdl all.

4. Igazoljuk, hogy minden legaldbb két pontt, minimaéalis kétszeresen élosszefiiggs grafnak
van masodfoka pontja. (Egy graf miniméalis kétszeresen élosszefiiggs graf, ha kétszeresen
élosszefiiggs, de barmely élét elhagyva mar nem az.)

5. Igazoljuk, hogy minden Osszefiiggd k-reguléris pdros graf kétszeresen is osszefiiggs (k > 2).

6. (Karom-lemma.) A k-szorosan Osszefiiggd G grafban adott egy s € V(@) csics és egy
k pontbol allo T C V(G) halmaz, amely nem tartalmazza s-et. Bizonyitsuk be, hogy létezik
k darab, s-bél indulé és T-ben végzdds, paronként pontdiszjunkt at. (A pontdiszjunktsag az
s koz6s kezdSpontot leszamitva értendd.)

7. Igazoljuk, hogy egy k-szorosan Osszefliggd grafban tetszGleges k ponthoz talalhaté olyan
kor, amely tartalmazza Sket (ha k > 2).

8. G egy k-szorosan Osszefiiggs graf, ahol |V(G)| > 2k, és k > 2. Mutassuk meg, hogy G-ben
van legalabb 2k hossza kor.

9." Tgazoljuk, hogy ha egy graf (kromatikus szdmra vonatkozoan) k-kritikus, akkor (k — 1)-
szeresen élosszefiiggd.



