6. CSUCSSZINEZESEK, DEREKBOSEG
1. Bizonyitsuk be a Hajos-tétel egyszeriibb iranyéat: Ha egy graf Hajos-konstrualhato Ky -
bél, akkor nem k-szinezhetd.

2.7 Hatarozzuk meg az alabbi graf kromatikus szamaéat! Az alsoé becslésnél Hajos-konstruk-
cioval érveljlink.
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3. A Hajos-tételre valo hivatkozas nélkiil mutassuk meg, hogy minden nem 2-szinezhetd graf
Hajos-konstrualhaté Ks-bol.

4. Azt mondjuk, hogy a G graf k-kritikus, ha x(G) = k, de barmely valodi H részgrafjara
X(H) < k.
a) Hatéarozzuk meg a 3-kritikus grafokat! [9.17 /a]
b) Valamely paratlan n-re a K, , teljes paros graf szinosztalyait kossiik Ossze egy-egy n
pontu korrel az dbréan lathaté modon. Igazoljuk, hogy a kapott graf 4-kritikus! [9.17/b]

¢) Mutassuk meg, hogy egy k-kritikus grafban minden pont foka legalabb k — 1.

5. A KG(n, k) Kneser-graf csicsai az {1,...,n} halmaz k elemii részhalmazai, és két cstics
(részhalmaz) pontosan akkor 6sszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy n > 2k esetén
X(KG(n,k)) <n—2k+2.

Megjegyzés: Lovasz Laszlé hires eredménye, hogy val6jaban egyenlGség teljesiil. Bizonyitasa-
ban topologiai érvelést hasznalt.

6. Egy G graf élhalmaza felbonthaté harom olyan diszjunkt részre, melyek mindegyike paros
grafot alkot. Mutassuk meg, hogy x(G) < 8.

7. Egy G egyszerii grafban barmely két péaratlan kor metszi egymast. Bizonyitsuk be, hogy
x(G) < 5.

8.7 Hatérozzuk meg a Petersen-graf derékbdségét.

9.7 Mutassuk meg, hogy ha egy k-regularis graf derékbdésége 4, akkor legalabb 2k pontja van
a grafnak.

10. Igazoljuk, hogy ha egy n pontu egyszerid graf § minimalis fokszamaéara § > 2, akkor a graf
derékbdssége legfeljebb 2logs_; n + 2.

11.7 Egy hatalmas asztalon 2000 pénzérme van (nem feltétleniil egyformék). Néhany ezek
koziil érinti egymaést, de atfedés nincs. Mutassuk meg, hogy kivéilaszthatd 500 érme tgy, hogy
koziiliik semelyik ketts ne érintse egymaést!

12.7 Egy elzart szigeten feliitotte a fejét egy virus, egy ember megfert6z6dott. A virus terje-
dése a kovetkezs: Ha valaki megfertézédik, akkor a kévetkezd napon 6 maga immunissé valik
a virusra, egyuttal minden (nem immunis) ismerdsét megfert6zi, az azutan kovetkezs napon
azonban mar nem lesz immunis, Gjra megfert6zédhet. Elgfordulhat-e, hogy a virus soha nem
hal ki? (Feltessziik, hogy az ,ismeretségek grafja” allando.)



13.7 Tegyiik fel, hogy G-nek van olyan jo csticsszinezése, melyben minden szin legalabb
kétszer el6fordul. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek van ilyen szinezése x(G) szinnel is! [9.4]

14.7 Igazoljuk, hogy egy 6-nal tobb pontt 3-regularis G egyszerti graf csicshalmazanak
létezik olyan particionalasa két nemiires, A és B osztalyra ugy, hogy a G|4 és G|p grafban
is minden cstucs foka legalabb 2.

15.7 A G graf kromatikus szdma k. Igazoljuk, hogy G éleit tetszélegesen két szinnel szinezve
lesz olyan k pontu részfa, melynek élei ugyanolyan szintek!

Segitség: Bizonyitsunk indirekt modon, és vezessiik vissza a problémat egy Bolyai Sudokuhoz
hasonl6 problémara (v6. el6zd feladatsor).



