4. PAROSITASOK ALTALANOS GRAFOKBAN

Tutte-akadaly: A G graftban egy X C V(G) ponthalmazt Tutte-akaddlynak neveziink, ha
c1(G—X) > X, ahol ¢; (G — X) a paratlan pontszama komponensek szama a G — X grafban.

Tutte-tétel: Egy G grafban akkor és csak akkor van teljes péarositds, ha nincs benne Tutte-
akadaly, azaz ha minden X C V(G)-re ¢;1(G — X) < |X| teljesiil.

1.7 Hatarozzuk meg az alabbi grafok v és 7 paramétereinek értékét!

a) Q 0, O e)
o O

b) Q 0O
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c) Petersen-graf
d) k mélységi teljes binaris fa.

2. Adott egy G egyszerd graf, és annak egy M parositasa. M nem bévithetd trividlisan, azaz
nincs olyan éle G-nek, amelyet M-hez hozzé lehetne venni nagyobb péarositast nyerve. (Ilyen
M pérositas konnyen talalhaté moh6 modon.) Igazoljuk, hogy

v(G)

< [M] < v(G).

3. Egy 2n pontu egyszeri grafban minden cstucs foka legalabb n. Igazoljuk, hogy létezik teljes
parositas a grafban! [7.22]

4. Bizonyitsuk be, hogy ha a G grafban az M péarositds nem maximalis élszamu, akkor
javithato javitod uttal.

5. Legyen M, a G graf egy péarositasa. Igazoljuk, hogy G-ben van olyan maximalis élszami
péarositas, mely lefedi az 0sszes M, altal lefedett pontot! [7.23]

6. Két jatékos egy adott G egyszerd graf csticsain lépked egy babuval. Mindig az aktuélis
cstcs valamelyik szomszédjara léphet 1épni, de tilos olyan cstcsra 1épni, ahol korabban mar
jart a babu. A jaték kezdslépése az, hogy az elsG jatékos egy tetszlleges csucsra leteszi a
babut, majd a mésodik jatékos kovetkezik, és a fenti szabdly szerint felvaltva lépnek. Az
veszit, aki nem tud lépni. Jellemezziik azokat a grafokat (grafelméleti modon), amelyeknél a
mésodik jatékosnak van nyerd stratégiaja!

7. Legyen G egy Osszefiiggs, egyszertd graf, paros sok éllel. Tutte tételének felhasznalésaval
mutassuk meg, hogy G (élhalmaza) el6all 2 hosszu utak (élhalmazanak) éldiszjunkt unidja-
ként!

8. Bizonyitsuk be Petersen tételét, mely szerint egy kétszeresen élosszefiiggs 3-regularis graf-
ban mindig van teljes parositas! (Egy graf kétszeresen élosszefiiggs, ha Osszefiiggs, és barmely
élét elhagyva is Osszefiiggd marad.) [7.29]
Segitség: Hasznaljuk a Tutte-tételt.

9.7 Adott egy G graf és egy f:V(G) — Ny fiiggvény. Feladatunk annak eldontése, hogy
létezik-e olyan feszitd részgrafja G-nek, amelyben a v csics fokszdma f(v) minden v-re.
Vezessiik vissza ezt a feladatot egy alkalmas parositasi problémara (amely az Edmonds-
algoritmussal hatékonyan megoldhato)!



