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Elkromatikus szam

A G graf élszinezése alatt egy s: E(G) — P fiiggvényt értiink,
ahol P egy halmaz (a ,szinpaletta”). Ezzel csak azt formalizaltuk,
hogy ,,G minden élét kiszinezziik egy P-beli szinnel”.

Definicié. A hurokélmentes G graf egy élszinezése |6 élszinezés,
ha nincs két azonos szin(i osszefuté él.
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A G graf élszinezése alatt egy s: E(G) — P fiiggvényt értiink,
ahol P egy halmaz (a ,szinpaletta”). Ezzel csak azt formalizaltuk,
hogy ,,G minden élét kiszinezziik egy P-beli szinnel”.

Definicié. A hurokélmentes G graf egy élszinezése |6 élszinezés,
ha nincs két azonos szin(i osszefuté él.

Megjegyzés. ,nincs két azonos szinii 6sszefutd él’ =
»minden cstcsbdl csupa kiilonbdzs szind él indul” =
»az azonos szint kapott élek egy parositast alkotnak”.
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A G graf élszinezése alatt egy s: E(G) — P fiiggvényt értiink,
ahol P egy halmaz (a ,szinpaletta”). Ezzel csak azt formalizaltuk,
hogy ,,G minden élét kiszinezziik egy P-beli szinnel”.

Definicié. A hurokélmentes G graf egy élszinezése |6 élszinezés,
ha nincs két azonos szin(i osszefuté él.

Definicié. A G graf élkromatikus szama az a legkisebb szam,
ahany szin felhasznalasaval G jol élszinezhet6:

Xe(G) := min{k : Létezik j6 E(G) — {1,...,k} élszinezés}.
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A G graf élszinezése alatt egy s: E(G) — P fiiggvényt értiink,
ahol P egy halmaz (a ,szinpaletta”). Ezzel csak azt formalizaltuk,
hogy ,,G minden élét kiszinezziik egy P-beli szinnel”.

Definicié. A hurokélmentes G graf egy élszinezése |6 élszinezés,
ha nincs két azonos szin(i dsszefuté él.
Definicié. A G graf élkromatikus szama az a legkisebb szam,
ahany szin felhasznalasaval G jol élszinezhet6:

Xe(G) := min{k : Létezik j6 E(G) — {1,...,k} élszinezés}.
Tehat.
Xe(G) = k: G jol élszinezhetd k szinnel, de kevesebbel nem.”
Xe(G) < k: G jol élszinezhetd k szinnel.”
Xe(G) > k: G minden j6 élszinezése legalabb k szint hasznal.”
Megjegyzés. Hurokél jelenléte esetén nincs j6 élszinezése a graf-
nak, ezért a mai 6ran csak hurokélmentes grafokkal foglalkozunk!



Az élkromatikus szam alsé becslése

Emlékeztets: A(G) a G graf maximalis fokszamat jeloli.

Eszrevétel. Minden G grafra
Xe(G) = A(G).
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Eszrevétel. Minden G grafra
Xe(G) = A(G).

Ez nyilvanvald, hiszen ha tekintiink egy A(G) foka cstcsot, akkor
a cstcsbél indulé élekre minden jé szinezésnek ki kell osztania
A(G) kiilonbozé szint.
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Elsfordulhat x.(G) > A(G) is, ezt példaul a paratlan korok
mutatjak. (A(Coky1) = 2, de xe(Copr1) = 3.)
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Emlékeztets: A(G) a G graf maximalis fokszamat jeloli.

Eszrevétel. Minden G grafra
Xe(G) = A(G).

Ez nyilvanvald, hiszen ha tekintiink egy A(G) foka cstcsot, akkor
a cstcsbél indulé élekre minden jé szinezésnek ki kell osztania
A(G) kiilonbozé szint.

Elsfordulhat x.(G) > A(G) is, ezt példaul a paratlan korok
mutatjak. (A(Coky1) = 2, de xe(Copr1) = 3.)

Paros grafok esetén azonban mindig egyenléség all fenn:

Tétel. Ha G paros graf, akkor
Xe(G) = A(G).




Paros grafok élkromatikus szama

Teétel. Ha G paros graf, akkor
Xe(G) = A(G).
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Teétel. Ha G paros graf, akkor
Xe(G) = A(G).

Bizonyitas. Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. (0 és 1 éli
grafokra trividlisan igaz a bizonyitandé.) Tegyiik fel, hogy a G-nél
kevesebb él(i paros grafokra teljesiil allitas.
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Teétel. Ha G paros graf, akkor
Xe(G) = A(G).

Bizonyitas. Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. (0 és 1 éli
grafokra trividlisan igaz a bizonyitandé.) Tegyiik fel, hogy a G-nél
kevesebb él(i paros grafokra teljesiil allitas.

A xe(G) > A(G) észrevételiink szerint x.(G) = A(G) bizonyi-
tasdhoz elég megmutatni, hogy G jol élszinezhets A = A(G)
szinnel.



Paros grafok élkromatikus szama

Teétel. Ha G paros graf, akkor
Xe(G) = A(G).

Bizonyitas. Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. (0 és 1 éli
grafokra trividlisan igaz a bizonyitandé.) Tegyiik fel, hogy a G-nél
kevesebb él(i paros grafokra teljesiil allitas.

A xe(G) > A(G) észrevételiink szerint x.(G) = A(G) bizonyi-
tasdhoz elég megmutatni, hogy G jol élszinezhets A = A(G)
szinnel. Legyen e = uv € E(G) tetszdleges él. Az indukcids
feltevés szerint a G — e paros grafnak létezik egy (legfeljebb)
A(G — e) < A szint hasznalé j6 élszinezése. Erre gondolhatunk
agy, hogy G éleit az e élt leszamitva mar jol kiszineztiik egy A
méretii paletta szineit hasznalva, mar csak e-nek kell agy szint
adni, hogy ne lépjiink ki a palettankbél. (Persze ehhez a mar
kiosztott szinek mddositasara is sziikség lehet.)




Cél: Az e él szinezése az eddigi palettabol

Mivel az u és v cstcsokra legfeljebb A —1 szinezett él illeszkedik,
ezért u-hoz is és v-hez is talalhaté olyan szin a A méreti paletta-
ban, amelyet nem hasznaltunk fel a kiindulé éleken (szleng: ezek
a szabad szinek wu és v koriil).
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1. eset: Ha talalunk olyan szint a palettaban, amelyet sem w,
sem v koriil nem hasznaltunk fel, akkor készen vagyunk, ezt a
szint e-re kiosztva GG egy jé élszinezését kapjuk.

Abrainkon a még szinezetlen éleket sziirkével, a szabad szineket
szaggatott vonallal szemléltetjiik.
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1. eset: Ha talalunk olyan szint a palettaban, amelyet sem w,
sem v koril nem hasznaltunk fel, akkor készen vagyunk, ezt a
szint e-re kiosztva GG egy jo élszinezését kapjuk.

2. eset: Ha nem vagyunk ilyen szerencsések, akkor tekintsiink
egy szabad szint u koriil (legyen ez mondjuk a piros), és egy
szabad szint v koriil (legyen ez a kék). Feltevésiink szerint most
van u-ra illeszkedd kék, és v-re illeszked& piros él.
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1. eset: Ha talalunk olyan szint a palettaban, amelyet sem w,
sem v koril nem hasznaltunk fel, akkor készen vagyunk, ezt a
szint e-re kiosztva GG egy jo élszinezését kapjuk.

2. eset: Ha nem vagyunk ilyen szerencsések, akkor tekintsiink
egy szabad szint u koriil (legyen ez mondjuk a piros), és egy
szabad szint v koriil (legyen ez a kék). Feltevésiink szerint most
van u-ra illeszkedd kék, és v-re illeszked® piros él. Célunk az u-
ra illeszkeds kék élt pirossa szinezni, és ezzel felszabaditani a
kék szint u koriil. Persze egy ilyen atszinezés miatt tovabbi at-
szinezések sziikségesek. Ennek végiggondolasa a késébbiekben is
hasznos lesz, ezért megszakitjuk a bizonyitast. (FOLYT. KOV.)
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Legyen G egy j6l élszinezett graf. Tegyiik fel, hogy az u csicsra
illeszkedd éleken nem hasznaljuk fel a piros szint a palettank-
bol, a kék szint viszont igen. A piros és kék élek egy olyan R
részgrafjat alkotjak G-nek, amelyben minden csics foka legfel-
jebb 2, igy R komponensei utak és korok. R-ben az u csiucs foka
1, ezért u egy kék-piros at komponens egyik végpontja (legyen
w a masik végpont). Ha ezen az Gton megcseréljiik a piros és
kék szineket, tovabbra is egy j6 élszinezését kapunk G-nek, ez a
Kempe-atszinezés.
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Emlékeztets: Tegyiik fel, hogy az u csucsra illeszkedd éleken nem
hasznaljuk fel a piros szint, a kék szint viszont igen. Ha az u-bdl
indul6 kék-piros ,Kempe-aton” megcseréljiik a szineket, tovabbra
is egy jO élszinezést kapunk, ez a Kempe-atszinezés.

e ——__ —*----

u w

Kempe-atszinezés esetén csak az Gt két végpontjanal (u-nal és
w-nél) valtozik meg a cstcsbdl indulé éleken felhasznalt/szabad
szinek halmaza, a graf tobbi csiucsanal nem!



Cél: Az e él szinezése az eddigi palettabol (folytatas)

Vissza a bizonyitashoz. . '

G ' e '

Ott tartottunk, hogy az u csicsnal is szabadda akartuk tenni a
kék szint, hogy utana az e élt kékkel szinezhessiik.
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Vissza a bizonyitashoz.

Ott tartottunk, hogy az u cstcsnal is szabadda akartuk tenni a
kék szint, hogy utana az e élt kékkel szinezhessiik. Végezziink
Kempe-atszinezést az u-bdl inditott kék-piros aton!
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a kék szint,



Cél: Az e él szinezése az eddigi palettabol (folytatas)

Vissza a bizonyitashoz.

Ott tartottunk, hogy az u cstcsnal is szabadda akartuk tenni a
kék szint, hogy utana az e élt kékkel szinezhessiik. Végezziink
Kempe-atszinezést az u-bél inditott kék-piros aton! Ezzel elérjiik
a célt, az u cstcsnal szabadda valik a kék szin. Az e él kaphatja
a kék szint, HA v koriil a Kempe-atszinezés utan is szabad szin
marad a kék. Ez pedig teljesiil, mert G parossaga miatt w # v
(és csak a Kempe-at végpontjainak szabad szinei valtoznak):



Cél: Az e él szinezése az eddigi palettabol (folytatas)

Vissza a bizonyitashoz.

Ott tartottunk, hogy az u cstcsnal is szabadda akartuk tenni a
kék szint, hogy utana az e élt kékkel szinezhessiik. Végezziink
Kempe-atszinezést az u-bél inditott kék-piros aton! Ezzel elérjiik
a célt, az u cstcsnal szabadda valik a kék szin. Az e él kaphatja
a kék szint, HA v koriil a Kempe-atszinezés utan is szabad szin
marad a kék. Ez pedig teljesiil, mert G parossaga miatt w # v
(és csak a Kempe-at végpontjainak szabad szinei valtoznak): A
w = v feltételezéssel élve az u ~~ v kék-piros Kempe-at paros
hosszt lenne (v-be csak piros él vezet), ami e-vel egyiitt egy
paratlan kort adna, de ez paros grafban lehetetlen. O



6. ea. Vizing-tétel 7/13

Lattuk, hogy paratlan korok esetén x.(Coxi1) = A(Copiq) + 1
all fenn. Egyszer(i grafok esetén ennél nagyobb kiilonbség nem
lehet az élkromatikus szam és a maximalis fokszam kozott:

Vizing-tétel. Ha G egyszerii graf, akkor
Xe(G) < A(G) + 1.

Megjegyzés. Tehat egyszerl grafok esetén x.(G) = A(G),
vagy Xe(G) = A(G) + 1.
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Lattuk, hogy paratlan korok esetén x.(Coxi1) = A(Copiq) + 1
all fenn. Egyszer(i grafok esetén ennél nagyobb kiilonbség nem
lehet az élkromatikus szam és a maximalis fokszam kozott:

Vizing-tétel. Ha G egyszerii graf, akkor
Xe(G) < A(G) + 1.

Megjegyzés. Tehat egyszerl grafok esetén x.(G) = A(G),
vagy x.(G) = A(G) + 1.
Bizonyitas (vazlat). Legyen A := A(G). A bizonyitas els6
lépései az el6z6 bizonyitasban latottakhoz hasonléan tdrténnek,
ezért kevésbé részletezziik.




A Vizing-tétel bizonyitasa

Vizing-tétel. Ha G egyszerii graf, akkor x.(G) < A(G) + 1. }

Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. Legyen e = uvg € E(G)
tetszéleges. Mivel A(G —e) < A, ezért az indukciés feltétel sze-
rint az e élt szinezetleniil hagyva, G tobbi élét j6l tudjuk szinezni
A+ 1 méretii palettaval dolgozva. A palettaméret miatt most G
Osszes csticsahoz talalhaté szabad szin (u-hoz és vg-hoz legalabb
kettd is).
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Vizing-tétel. Ha G egyszerii graf, akkor x.(G) < A(G) + 1. }

Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. Legyen e = uvg € E(G)
tetszéleges. Mivel A(G —e) < A, ezért az indukciés feltétel sze-
rint az e élt szinezetleniil hagyva, G tobbi élét j6l tudjuk szinezni
A+ 1 méretii palettaval dolgozva. A palettaméret miatt most G
Osszes csticsahoz talalhaté szabad szin (u-hoz és vg-hoz legalabb
kettd is).

A trivialis eset megint az, ha van olyan szin a palettaban, amely
u és vg koril is szabad: Ekkor ezt a szint kaphatja e, és igy G-t jol
élszinezziik legfeljebb A+1 szin felhasznalasaval. A tovabbiakban
feltessziik, hogy nem ez a helyzet.
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A Vizing-tétel bizonyitasa

(a sziirke él szinezetlen) ! ]

Legyen ¢o egy szabad szin vy koriil (ami hasznalt u koriil, mert
a nemtrivialis esetben vagyunk). Legyen az u-bél indulé ¢y szini
él végpontja v;.
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Legyen ¢o egy szabad szin vy koriil (ami hasznalt u koriil, mert
a nemtrivialis esetben vagyunk). Legyen az u-bél indulé ¢y szini

él végpontja v1. Hasonléan definialjuk a vo, v3, ... cstcsokat: vy
koriil valasztunk egy tetszéleges c;. szabad szint. Ha a ¢; nem
szabad u koriil, ES ¢ nincs felhasznalva az uvy, . .., uvy, éleken,

akkor legyen viy1 az a szomszédja u-nak, amelyre az uvy él
szine c;..
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Legyen ¢o egy szabad szin vy koriil (ami hasznalt u koriil, mert
a nemtrivialis esetben vagyunk). Legyen az u-bél indulé ¢y szini

él végpontja v1. Hasonléan definialjuk a vo, v3, ... cstcsokat: vy
koriil valasztunk egy tetszéleges c;. szabad szint. Ha a ¢; nem
szabad u koriil, ES ¢ nincs felhasznalva az uvy, . .., uvy, éleken,

akkor legyen viy1 az a szomszédja u-nak, amelyre az uvy él
szine c;..
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Legyen ¢o egy szabad szin vy koriil (ami hasznalt u koriil, mert
a nemtrivialis esetben vagyunk). Legyen az u-bél indulé ¢y szini

él végpontja v1. Hasonléan definialjuk a vo, v3, ... cstcsokat: vy
koriil valasztunk egy tetszéleges c;. szabad szint. Ha a ¢; nem
szabad u koriil, ES ¢ nincs felhasznalva az uvy, . .., uvy, éleken,

akkor legyen viy1 az a szomszédja u-nak, amelyre az uvy él
szine c;..



A Vizing-tétel bizonyitasa

(a sziirke él szinezetlen)

Vs

Legyen ¢o egy szabad szin vy koriil (ami hasznalt u koriil, mert
a nemtrivialis esetben vagyunk). Legyen az u-bél indulé ¢y szini

él végpontja v1. Hasonléan definialjuk a vo, v3, ... cstcsokat: vy
koriil valasztunk egy tetszéleges c;. szabad szint. Ha a ¢; nem
szabad u koriil, ES ¢ nincs felhasznalva az uvy, . .., uvy, éleken,

akkor legyen viy1 az a szomszédja u-nak, amelyre az uvy él
szine ¢. Ott hasznaljuk G egyszeriiségét, hogy a v}, csucsok mind
kiilonbozsk.



A Vizing-tétel bizonyitasa

(a sziirke él szinezetlen)

A folyamat nyilvan véget ér egyszer (mert véges sok csics van).
Két eset lehetséges:



A Vizing-tétel bizonyitasa

(a sziirke él szinezetlen)

A folyamat nyilvan véget ér egyszer (mert véges sok csics van).
Két eset lehetséges:

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépd ¢ szabad szin u-nal is
szabad.



A Vizing-tétel bizonyitasa

(a sziirke él szinezetlen)

A folyamat nyilvan véget ér egyszer (mert véges sok csics van).
Két eset lehetséges:

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépd ¢ szabad szin u-nal is
szabad.

2. eset: Az aktualis v;. csiicsnal fellépé c;. szabad szin mar meg-
Jjelent korabban valamelyik uv; élen (0 < j < k).



A Vizing-tétel bizonyitasa (1. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépd ¢ szabad szin u-nal is
szabad.



A Vizing-tétel bizonyitasa (1. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépé c;, szabad szin u-nal is
szabad.

Ekkor az uv; éleket c;-re szinezve (i = 0,...,k) egy jé élszine-
zését kapjuk G-nek. Ezzel az 1. esettel végeztiink, nem |éptiink
ki a A + 1 méreti palettabol.



A Vizing-tétel bizonyitasa (1. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

...V
v ~ -

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépé c;, szabad szin u-nal is
szabad.

Ekkor az uv; éleket c;-re szinezve (i = 0,...,k) egy jé élszine-
zését kapjuk G-nek. Ezzel az 1. esettel végeztiink, nem |éptiink
ki a A + 1 méreti palettabol.



A Vizing-tétel bizonyitasa (1. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

1. eset: Az aktualis vy, cstcsnal fellépé c;, szabad szin u-nal is
szabad.

Ekkor az uv; éleket c;-re szinezve (i = 0,...,k) egy jé élszine-
zését kapjuk G-nek. Ezzel az 1. esettel végeztiink, nem |éptiink
ki a A + 1 méreti palettabol.



A ,Vizing-legyezé”

(a sziirke él szinezetlen)

A 2. esetben hasznalni fogjuk a kovetkezét:

Ha nem az Gsszes uv; él szinét ,mozgatjuk feljebb”, mint elébb,
hanem csak az els6 j szint, akkor is egy (parcialis) j6 élszinezést
kapunk, ahol az uv; él lesz szinezetlen. (Lasd &bra.)



A ,Vizing-legyezé”

(a sziirke él szinezetlen)

VU,

A 2. esetben hasznalni fogjuk a kovetkezét:

Ha nem az Gsszes uv; él szinét ,mozgatjuk feljebb”, mint elébb,
hanem csak az els6 j szint, akkor is egy (parcialis) j6 élszinezést
kapunk, ahol az uv; él lesz szinezetlen. (Lasd &bra.)



A ,Vizing-legyezé”

(a sziirke él szinezetlen) .
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A 2. esetben hasznalni fogjuk a kovetkezét:

Ha nem az Gsszes uwv; él szinét ,mozgatjuk feljebb”, mint elébb,
hanem csak az elsé j szint, akkor is egy (parcialis) j6 élszinezést
kapunk, ahol az uv; él lesz szinezetlen. (Lasd &bra.)

Erre az atszinezésre gy fogunk hivatkozni, hogy ,szétnyitjuk a
legyezét Ggy, hogy az uv; él legyen szinezetlen”. Megjegyezziik,
hogy ezzel a médszerrel barmelyik wv; élt szinezetlenné tehetjiik
a jésag megtartasaval (0 < 7 < k).



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

2. eset: Az aktualis vy, csticsnal fellépé c;. szabad szin mar meg-
Jjelent korabban valamelyik wv; élen (j < k). Ekkor tekintsiink
egy ¢ szabad szint v koriil. Ha ¢ szabad szin lenne v;, koriil is,
akkor lényegében visszajutnank az elézé esethez, igy feltessziik,
hogy van v-ra illeszkedd ¢ szindi él.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

2. eset: Az aktualis vy, csticsnal fellépé c;. szabad szin mar meg-
Jjelent korabban valamelyik wv; élen (j < k). Ekkor tekintsiink
egy ¢ szabad szint v koriil. Ha ¢ szabad szin lenne v;, koriil is,
akkor lényegében visszajutnank az elézé esethez, igy feltessziik,
hogy van v-ra illeszkedd ¢ szindi él.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

2. eset: Az aktualis vy, csticsnal fellépé c;. szabad szin mar meg-
Jjelent korabban valamelyik wv; élen (j < k). Ekkor tekintsiink
egy ¢ szabad szint v koriil. Ha ¢ szabad szin lenne v;, koriil is,
akkor lényegében visszajutnank az elézé esethez, igy feltessziik,
hogy van v-ra illeszkedd ¢ szindi él.

Hajtsuk végre most is az el6z8 esetnél latott |, legyezést” (lasd
abra) gy, hogy az uvy, maradjon szinezetlen. Ezzel egy (parcia-

lis) jo élszinezést kapunk.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

2. eset: Az aktualis vy, csticsnal fellépé c;. szabad szin mar meg-
Jjelent korabban valamelyik wv; élen (j < k). Ekkor tekintsiink
egy ¢ szabad szint v koriil. Ha ¢ szabad szin lenne v;, koriil is,
akkor lényegében visszajutnank az elézé esethez, igy feltessziik,
hogy van v-ra illeszkedd ¢ szindi él.

Hajtsuk végre most is az el6z8 esetnél latott |, legyezést” (lasd
abra) gy, hogy az uvy, maradjon szinezetlen. Ezzel egy (parcia-

lis) jo élszinezést kapunk.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Prébaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Probaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel. Ha a vp-bdl indulé c-¢;. Kempe-
at w végpontja nem wu, akkor a paros grafoknal latott befejezés
miikodik: szincsere a Kempe-Gton + az uwvy, él ¢ szinlire szinezése.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Probaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel. Ha a vp-bdl indulé c-¢;. Kempe-
at w végpontja nem wu, akkor a paros grafoknal latott befejezés
miikodik: szincsere a Kempe-Gton + az uwvy, él ¢ szinlire szinezése.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Probaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel. Ha a vp-bdl indulé c-¢;. Kempe-
at w végpontja nem wu, akkor a paros grafoknal latott befejezés
miikodik: szincsere a Kempe-Gton + az uwvy, él ¢ szinlire szinezése.
Ha w = u, akkor a Kempe-it az uvj_1 élen keresztiil ér be u-ba.
(Csak ez az egy c/c;, szinii él illeszkedik u-ra.)



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Probaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel. Ha a vp-bdl indulé c-¢;. Kempe-
at w végpontja nem wu, akkor a paros grafoknal latott befejezés
miikodik: szincsere a Kempe-Gton + az uwvy, él ¢ szinlire szinezése.
Ha w = u, akkor a Kempe-it az uvj_1 élen keresztiil ér be u-ba.
.Nyissuk szét a legyez6t” gy, hogy uv;_1 legyen szinezetlen. A
vj—1-bél indulé c-c;, Kempe-at végpontja vy, (miért?), nem w, igy
a Kempe-atszinezés utan az uvj_1 élre kioszthaté a c szin.



A Vizing-tétel bizonyitasa (2. eset)

(a sziirke él szinezetlen)

Probaljuk meg szabadda tenni a vy cstcsnal is a ¢ szint (a ¢
helyett) Kempe-atszinezéssel. Ha a vp-bdl indulé c-¢;. Kempe-
at w végpontja nem wu, akkor a paros grafoknal latott befejezés
miikodik: szincsere a Kempe-Gton + az uwvy, él ¢ szinlire szinezése.
Ha w = u, akkor a Kempe-it az uvj_1 élen keresztiil ér be u-ba.
.Nyissuk szét a legyez6t” gy, hogy uv;_1 legyen szinezetlen. A
vj—1-bél indulé c-c;, Kempe-at végpontja vy, (miért?), nem w, igy
a Kempe-atszinezés utan az uvj_1 élre kioszthaté a ¢ szin. [



. ea. Shannon-tétel 13/13

Ha parhuzamos éleket is megengediink, akkor az élkromatikus
szam lehet (A+1)-nél nagyobb is. Példaul tekintsiink egy harom-
szoget, amelynek minden élét lecseréltiik & parhuzamos élre:

A kapott G grafban minden pont foka 2k, igy A(G) = 2k. A
grafnak 3k éle van, és barmely két élnek van kdzos végpontja,
igy csupa kiilonb6zé szint kell kapniuk minden j6 élszinezésnél,
amibsl x.(G) = 3k = 3A(G) adédik.



. ea. Shannon-tétel 13/13

Ha parhuzamos éleket is megengediink, akkor az élkromatikus
szam lehet (A+1)-nél nagyobb is. Példaul tekintsiink egy harom-
szoget, amelynek minden élét lecseréltiik & parhuzamos élre:

A kapott G grafban minden pont foka 2k, igy A(G) = 2k. A
grafnak 3k éle van, és barmely két élnek van kdzos végpontja,
igy csupa kiilonb6zé szint kell kapniuk minden j6 élszinezésnél,
amibsl x.(G) = 3k = 3A(G) adédik. Ennél nagyobb azonban
mar nem lehet az élkromatikus szam adott A esetén:

Shannon-tétel. Tetszéleges (hurokélmentes) G grafra

xe(G) < SAG).




