Néhany érdekes végtelen Osszegrol

Dr. Németh Joézsetf
SZTE TTIK Bolyai Intézet
Analizis Tanszék
http://www.math.u-szeged.hu/~nemethj

Hattéranyag:
Németh Jozsef: El6adasok a végtelen sorokroél
(Polygon, Szeged, 2002)



2
"Nagy”

a) Arkhimédesz (i.e. 250) 10810
(Im=400 jegy; 8 napig fut mellette a

fény)

b) Okori India: 1023 majom

c) Sakk
142422 4. .. 4203 = 204 _1 blzaszem
2064 _1 =1,844674407-10" ~ 922000

millié tonna
(1998: 600 milli6 tonna a vilag évi

buzatermése; 1500 évi  buzatermés)

d) Minden nap 100.000 Ft=3 millié F't
14+24+4+8+---+229=20_1=

10.73741823 > 10 milli6 Ft

e) Egy 2 km oldali kockdban elhelyez-
het$ a vildg osszlakossdga. 2 - 103 - 2 -
103 - 103 " fiilke”

Végtelen oOsszegek
a) ”Csoki”
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(Vesstiik el a végtelent!)

Definicid. a1+a2+---+an+---;A

S, = a1 + -+ a, — A, akkor a

végtelen sok szam Osszegén A-t értjik.

Pl.:

1) ”CSOKI”:
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2) "TORTA”:
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Mértani sor: 1 +q+¢*+---+q" +
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T = q" = ——, ha |q| < 1,
ngo 1—C] |’
"1
hiszensn:q :
q—1
3) 1+2+2%+ .- esetén s, =1+ 2+
ontl _ 1
cee 42" = 51 — 00.

4) 1—14+1—1...esetén s1 = 1,80 =
0,s3 = 1,84 = 0,..., igy s, nem
"tart” egy szamhoz sem, azaz nincs
Osszege ennek a végtelen sok szam-

nak.
1 . . 1 2
Eqgy tovdbbi érdekes o0sszeg: 5T + 52 +
3 n ©
[ e o o _ e o o — — 2 S o_
Bttt nz_:l PR (Swi

neshead; XIV. szdzad; fizika, valészinii-
ség).
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Bontsuk fel a sort a kovetkezoképpen:

Ll Ly
2 22 " 23 on
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Megjegyzés: — =7
n=0 1,06

e =1
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2
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1ooo_+_1ooo-2 +_1000-3
1,06 1,062 1,06°

Néhany tovabbi érdekes 0sszeg:

1 1 1 > 1
A) Lk ghgtot o= 3 o=

(harmonikus sor)
4 oo g o5

2 3 83

I 1 1
I+ sttt >6

I 1
Prgtg gy 7!

I 1
Pt ugzer 7

I 1
I > 100

2 "3 T 1,5.108
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Beladathato:

1
a) >, — < 80.
ggn "t
Bizonyitsuk be, hogy a Zg;n% sor
konvergens.

Megoldas. frjuk fel az 1j sor néhany
tagjat részletesen.

1 11 11
Y —=ldstotF ot

n 2" 3 5 10
9¢n
—(1+1+ +1)+(1-+ —F1)+
B 2 8 10 88

1 1
R SRR R
1

1
+(W_|_..._|_\8.8.”8J)+...

(k+1)-szer
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Végezziik el a kovetkezo fels6 becslése-
ket:

1 1
1

)
1+1+ + — < 1+ +1—8 9 L
10 11 88 — 10 10 10’
Lo g
10k 8:-8-..8 ~ 10k’

(k+1)-szer

fgy azt kapjuk, hogy
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tehat a sor valdoban konvergens.
B) sp (n > 1) soha sem egész szam.
Tegyik fel, hogy van olyan n > 1,

hogy

1 1 1
* 1 — — .. — = A
(*) totg ot :
ahol A € NT.
Legyen p - 2" a legnagyobb paritasu tag
az 1, 2, ..., n szamok kozott. Ekkor (x)
a kovetkezd alakban irhato:

U 1

() 5 = A,

./U—|_p.27"

ahol v és p paratlan és r > s (mivel r
volt a maximalis paritds).
Szorozzuk be (k) mindkét oldalat 2°-

p - v-vel, akkor az adodik, hogy

u-p—|—2:]_8 =A-2°-p-w,
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ami ellentmondas, mert a bal oldal el-
sO tagja egész, a masodik pedig nem,
igy Osszegilk nem adhatja ki a jobb ol-
dalon all6 egész szamot. Tehat a rész-
letosszegek nem adhatnak egész szamot

(n > 1) esetben).
r 1 1 1 1
Nitgtits gt =0

Mi a helyzet, ha vdltakozik az elojel?

, 1+1 1+ .
2 3 4 o

1) Az osszeg: A = log, 2 (Id. konyv; 2
megoldas)

2) Atrendezés



ooty ity gt sttt =4
04 140- 210+ 240- 2104 =4
2 3 4
0+ Ero-tqostio-tior =2
2 4 6 8 2
(1) + (3) :
L4 04 s — s tqoa_tyly 2y
3 2 5 7T 4 9 2
=
1+———+—+%——+—+ = _—A#A

Tetszoleges szamhoz atrendezheto.

Még eqy érdekesség:
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1
T +---:lo€f+—
2734 5 6 . 33
Kérdés: > e konvergens-e? Mi
n=1 n
az oOsszege?
1 1 1 > 1
Van véges 0sszeg:
1) s, <2
Alkalmazzuk az alabbi becslést:
(*)
1 1 1
=1+ 52 + 32 R 2 <
<1+ ! + ! + -+ !
1-2 23 (n—1)n

majd az egyes tagokat bontsuk fel tortek
kulonbségére az alabbi mdodon:
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1 1 1

1
—1— -
1-2 27 2.3 2

(n—1)n n—1 n
Igy (%) jobb oldala helyett az irhatd,
hogy

141 1+1 1+1 1+ + ! !
2 2 3 3 4 n—1 n

hiszen a kozbiilso tagok kiesnek, ugyanis
ez egy teleszképikus osszeg. Azt kapjuk,

hogy

1
Sy < 2——<2
n
, 1 1
Versenypélda: — + -+ —5 = 1.
aq Uy,

2) Geometriai megoldas
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Mekkora az Osszeg?

1689 (Jacob Bernoulli) tiizte ki (Baseli
probléma)

FEuler 1734
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1 1 1 1
1+2—2+?+4—2+---+?+---:?

1 1 1
1+2—2+?+---+ﬁ:1,54977

1 1 1
1+2—2+3—2+---+M:1,63498
1+i+i+---+ ! = 1,64393

2¢ 3 1000000
1+2i2+3—12+---:1,64493406684822643647...
7%2—>10év

x 1 i

Tehat 2—31 7= (elemi bizonyitas a
kényvbgr_lz sinmax = ...; Viete formulak

n-edfoku egyenletre)
Johann Bernoulli: ”Barcsak a batyam
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megérhette volna.”
Fuler memoridja: Vergilius: Aeneasz (580
oldal)

Tovabbi osszegek (Euler)

1+1+1+ 20 1,
22 T 32 ~1.2.31"
. 1 1 221,
+¥—|—3—4—|—"'—5§T{'
. 1 1 241
tostet = o3
R 203 ¢
togtmt = gET
1 1 2° 5 1
1 1 210 691
14+ — 4+ — 4 ...== 7" -l2
tor Tyt 131105
1 1 212 3
14+ — 4+ = ... = _5 14

914 T 314 “ 151"
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L 21436177T16
216 17! 15

T 216 43867 5
218 19! 21

T 218 1222277 5
220 21! 55

- 1 o 220 854513 5,
222 23! 3

- 1 o 222 1181820455
224 25! 273

- 1 o 224 76977927 5
226 271 1

< 1

c) ni_jl —3 (7) (Apery)

(©.@) oo 1
d) > —— = 2—:1 37 konvergens vagy
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divergens?

1
V3

1

1

1
1+ + + + -
V93 433 (/43

N——

1

1

1 1 1

1

14 - &+ = 4+ = 4 -4 = 4 =
Jltgtg s rrtatt
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1

ﬁ _|_ ..
harmonikus sor)

-+ = 00 (ld. kényv; oszthatosig;

Primszamok a négyzetszamok kozott.

Mutassuk meg, hogy van két olyan
szomszédos négyzetszam, amelyek kozé
legaldbb 10° db primszdm esik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas
nem igaz, azaz minden n természetes
szam esetén n? és (n+1)? kozé kevesebb,
mint 10° db primszam esik.

Jelolje p§”>, o, pi™ ezeket a prim-
szémokat. Ekkor tehdt s, < 10° teljesiil
minden n esetén. Nyilvanvald, hogy ek-

kor
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Viszont, ha mindkét oldalt osszegezziik,
adédik, hogy

.1 .1
106Z$>2p—,
n=1 n=114"

ahol a jobb oldali Osszegben az 0Osszes
primszam reciprok osszege van. Ez nyil-
vanval, hogy ellentmondds, mertay - | -5
sor konvergens, a >~ p% sor pedig di-
vergens, mégpedig ugy, hogy (pozitiv ta-
gl 1évén) a részletosszegek tartanak a
végtelenbe. Azaz eredeti allitasunk va-

l6ban igaz.

f) V2~ 1,41...
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n(n —1)
2!

nn—1)---(n—k+1) ,

(14+2)" =1+ nx+

k!

n — % (NEWTON)

x2_|_



1
V2=1+=

5 927 ot

1

25
-3 1-3-5

3 31 ot.a T

(irracionalis; Hyppasos)
g) m~3,14...

1.e.

1.87.

2000

(B)
(E)
250 (A)
263 :
480 :
1429
1610 :
1719 :
1847 -
1874 -
1973 :
1987 :
2002 :
2010 :

3,125

3,16

3,1418

5 tizedesjegy

7

14

35

112

152

527

1 001 250

134 217 700

1 240 000 000 000
5 000 000 000 000
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FrRANGOIS VIETE (kb. 1579):

_\/T 1+1\F L1 1
_2222\2222

JOHN WaALLIS (kb. 1650):
T 2:2-4-4-6-6-8-8-
2 1-3-3:5-5-7-7-9-

MADHAVA, JAMES GREGORY, GOTTF-
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RIED WILHELM LEIBNIZ (1450-1671):

T, 1+1 1+
4 3 5 7

(lasst, de szép; Newton; biz. a konyv-
ben)

Isaac NEWTON (kb. 1666):

1

3 2 1 1
o

T =

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
1 20\ 42045
T 2) n 912n+4 -

Vf‘ j;i ]JIE3+—263907ﬂ
9801 39647 '

I
-

n:O

3.23 5.25 928.927 72.929

_”)
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DAviD CHUDNOVSKY és GREGORY
CHUDNOVSKY (1989):

1 6n) 13591409 4 n 545140134
™ Z 3n)!  (6403203)7+1/2

(Minden ujabb tag hozzavétele kb. 15
Ujabb pontos jegyét adja m-nek.)

JONATHAN BORWEIN és PETER BOR-
WEIN (1989):

__122 (A+nB)’

! 3 Sn I COntl/2

ahol

A :=212175710912v61 + 1657145277365
B := 13773980892672v/ 61 + 107578229802750
C := [5280(236674 + 30303v/61)]°.
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(Minden 1jabb tag hozzavétele kb. 31
ujabb pontos jegyét adja m-nek.)

DAVID BAILEY, PETER BORWEIN és
SIMON PLOUFFE (1996):

o

m = - _ - T .
~—~ 16*\81+1 8144 814+5 8146

1=

Megjegyzés: irracionalitas; transzcenden-
cia; 1761 Lambert; 1882 Lindemann

h) e ~ 2,71... (edgf lim (1+%) :

n—oo

folyamatos kamatozas; Fuler-szam.)
Bizonyitsuk be, hogy

(1) Z%:e.

n=0

Megoldas. Jeloljik a (1) sor n-edik rész-
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letosszegét s,-nel, azaz

5 1 1 1 1

Be fogjuk latni, hogy s, — e, ha n —
00.

A binomidlis tétel alkalmazasaval ado-
dik, hogy
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nin—1)(n—2) 1
Lnn-Dm-2) 1
3! n3
nin—1)---2-1 1
+ | ”
n n
nin—1) 1
=1+l n2 2
nin—1)(n — 2 1
V@2 1
n 3!
nin—1)---2-1 1
+ n . |
n n!
<141 1 1 1_
STH1+4 g bg bt =8,

tehat azt kaptuk, hogy

o (el =
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Most rogzitsink egy & € NT szdmot.
Legyen n > k, és (1++)™-nek a binomi-
alis kifejtésébol hagyjuk el a (k+1)-edik
utdni tagokat. Ezzel az (14 1) kifeje-
zést csokkentjik, azaz

(n—1)1

@+J)n>1+1+n

n n? 2!
nn—1)(n—-2) 1

_|_ n3 .§+...+

nin—1)---(n—k+1) 1
i nk k!

—1+1+1(1 1)
o A n

D6
b D02 (-5

Ha n — oo, a bal oldal hatarértéke e, a
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jobb oldalé pedig (k rogzitett)

121 1 1

+ +5+---+H.
Ebbdl tehat az adodik, hogy
4 >1+4+1 ! L _
(4) e>1+ ot g = sk

Mivel (4) minden k-ra igaz, igy k helyett
n-et irva és figyelembe véve (3)-at, azt
kapjuk, hogy

| RN
(1+_) Ssnge-
n

A rendorelv alapjan adodik, hogy lim,, o Sp, =
e, azaz (1)-t sikeriilt belatnunk.
Megjegyzés: irracionalitas; transzcen-

dencia (n - sin(2wen!) — 27) m+ €777
3 5

N 0 T

j) sinx =x — 3 + S
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Y
1 /5 |9 [13 [17 |21 |25 |29 [33 [37 |41 |45 |49 |53 [57 |61 [65 [69
X
3 \7 11 115 |19 123 127 |31 |35 |39 |43 47 |51 |55 \59 163 |67 |71




