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1. Oldjuk meg a kovetkezo6 egyenletet:

\/m—6—|—\/6—m=m2—5m—6.

Megoldas. Vizsgaljuk az ET.-t!

A bal oldalon
r—6>0<=x>6 =6
6-—r>0<6><x -

Legfeljebb egy megoldas van, amit ellenorzéssel meg is kapunk.
Tehat a megoldas: x = 6.

2. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:

V1—22+ vzt —1=3" —logy(2 4 z%).

Megoldas.

Vizsgdaljuk az ET.-t:
1-22>0 <= |z|<1 1 =1
rt—-1>0 lz| > 1 Ty = —1.

Vizsgaljuk ezt két értéket:
”
1 =1:0=3—logz3 =2

105 L _logy3— 2
= — : = — — 10 = ——.
T2 3 €3 3
Nincs megoldas.

3. Oldjuk meg: sin %ac = 2% — 4z + 5.

Megoldas. Legyen

T

f(w>:SinI7
gx)=2% -4 =5=(z—2)* +1.

Mivel Ry = [~1;1], R,[1;00). Igy Ry N R, = {1}, azaz
1)

T T T
sin— =1<—= —z = — + 27k
4 4 2

< nmr=21n+8rk, k€ Z
=248k, ke Z.
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2)
2 —dr+5=1<= 1z =2.

—> Megoldas. x = 2.
Megjegyzés. Itt az értékkészlet vizsgdlata volt hasznos.

4. Oldjuk meg:

2
r° —2x+1
—— = sin”z + 3
o+ 3
E.K.: {a|létezik z € E.T.;: f(z) = a}
Mo.:
22 —2r+1
_— = q

2 +3
m2—2m—|—1:am2—|—3a
0=(a— 12> +2x+3a—1

a)a=1l=z=-1
B) a# 1, akkor D > 0 <=

4—4(a—1)Ba—1) > 0<+=

30> —4a <0
Abra:
=
. 4
EKyp: |05 —]
3
EK.: [2;4]
— EK,NEK.; = = NINCS M.O.
Megj.:

2

- —2xr+1 4

= 4 (z+3)?
2 +3 3 ( )



Mo.:

E.K.: [O;é}
X=-3 3
4
EK.;: {g,oo}

FONTOS: E.K.

5. Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények értékkészletét:
a) f(x) =sinz + cosx
b) f(z) = v/3sinz + cosx
c) f(x) =bsinx — 12cosx

Ad a)
flz) =2 [? sinz + g cosac]
= V2sin(z + 45°)
Mivel 1 <sin(z +45°) <1 =
E.K.f = [—\/5; \/5]

Ad b)
f(z) =V3cosz +sinz =

V3 1
=2|—cosx+ —sinx| =
2 2

= 2[sin 60° cos x + cos 60° sin ]
= 2sin(x 4 60°)

Mivel —1 < sin(z + 60°) <1 =

EK.;=[-2;2]
Ad ¢)
f(x) =b5sinz — 12cosz =
122 + 52 b i 12
=/ —sinr — —
V122 + 52 V122 + 52
5 12

=13 | — sinx — — cosx| =

~— ~—

cos sin
= 13sin(z + ¢) =
EK.: [-13;13].

COS T



6. Hatarozzuk meg az

x
fle) = ——=
V1—2?
fiiggvény értékkészletét.
I. Mo.:
x z? 9
_— = = 5 = Q
VvV1—2a? l—x
= 2? =ad® - d’1’ =
(1 + a®) = a®
o2
r==+ 5
1+4+a
Es:
1—22>0
kell, azaz
1> a2,
azaz,
o2
1>——
1+4+a
mindig teljesiil.
— E.K. (—00;00), azaz minden a az E.K. pontja.
II. Mo.:
0
T =sint —=—<t< =
2
sint sint
;= - —— — gt
1 —sin?¢  cost
Abra:

7. Hatarozzuk meg az

fiiggvény értékkészletét.

EK.:

(—00; 00)



1. Mo.:

Nyilvan 1 — a? > 0 kell, azaz

la| <1 = E.K.(-1;1)

tgt, te|——;s
T = tgt, —=ig
& 2" 2

1I. Mo.:

tgt tgt
f= S = S =tgtcost =sint
\/ 1+ tg?t 1
cos? t

— EXK.: (—1;1)

8. Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket:
a) 27 4 3% = 2;
b) 2% + 4% = 2. 57,
c) 2% +4% = 2. 5%(x3 + 1).
Megoldas.
a) f(z) =2"+3" 1= f(x) = 2-nek legfeljebb egy megoldéasa van. Koénnyt latni, hogy
x = 0 megoldés.
b) Itt a bal oldalon lev$ és a jobb oldalon levé fiiggvények is monoton nének.
Nézziik a kovetkezd atalakitdst (osszuk végig 5%-szel):

()~

3 xX 4 xX
Igy az f(z) = (5) + (5) | tehat csak legfeljebb egy helyen veszi fel a 2 értéket. Ezt

x = 0-nal veszi fel, tehat x = 0 a megoldas.



c¢) Alkalmazzuk itt is a leosztdst:

(g) +—<§> =2(2 + 1).

Itt a bal oldal szigorian csckken, a jobb oldal pedig T, igy legfeljebb egy megoldas van,
ami itt is konnyen adodik: x = 0.

9. Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert:
(1) z —y =2v—2%

(2) 22+ 9% =1.
Megoldas. (1)< x + 2% = 2Y +y; mivel f(t) =t + 2! 1, ezért f(z) = f(y) &z =
2 2 2 V2
Tehat xr = y(i; 23;'2 =1 =z = :i:\/T_’y = :I:g Igy a megoldas (%,g)
V2 V2
27 2

Megjegyzés. Itt tehdt a monotonitast hasznaltuk.

10. Oldjuk meg a

Vi2—z+2=Vz+7—-Vz—1

egyenletet.
Megoldas. Nézziik el6szor az ET.-t:

x+72>0 x> =7
- - >
x—121}¢>x21 }$—L

Az egyenlet ET.-a: z>1 (hiszen a bal oldal minden z-re értelmezett. Miért?).

Vizsgaljuk a monotonitést.
A jobb oldalon alkalmazzuk a kdvetkezé triikkot (beszorzunk a konjugdlttal):

r+7—(x—1)
T Vet T+vri—1

g(@)=Vor+7— V-

8
= N R — = g(x) | az [1;00)-en.

T T
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Azaz a h(z) = Va2 — x + 2 fliggvény T az [1, 00)-en, tehdt h(z) = g(x) csak legfeljebb egy
értékre allhat fenn, azt viszont konnyt latni, hogy x = 2 megoldas.

11. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
1 sinx 1 cosx
(%) <§> — ¥Vsinx = <§> — %/cosz.

Megoldas. Vizsgaljuk a monotonitést (ET: (—oo;00) és az EK. vizsgalat remény-

telen). Legyen f(u) = (%) — /u. Mivel (%) L és Fu 1= —¥u |= flu) =

(%) — R |. Tehat f(x) = f(y) & @ = y, azaz

™
(*)@sinxzcosx@:lﬁzz%—knr, ke,

azaz ezek a megolddsai (*)-nak.

12. Oldjuk meg:

(%) T+Vit+r==x
Mo.: Legyen f(x) = /7 + z, ekkor

() F(f(z)) =2 alaki.

Tétel. Ha f T, akkor az aldbbi két egyenletnek ugyanazok a gyokes.

(1) f(f(z) ==
(2) flx) ==
Bizonyitas.

I. Tegyiik fel, hogy xy megoldasa (1)-nek, azaz f(f(xg)) = zo és mégis f(xg) # xo,
azaz
0) f(zo) > wo vagy
00) f(xo) < xo.
De mivel f 1, igy 0) = f(f(z0)) > f(z0), ami ellentmond 0)-nak.
—_———

xo



Mivel  f 1, fey 00—  f(f(@) <  fo),  ami
N—_——

Zo
ellentmond 00)-nak, azaz valéban f(z¢) = z¢, azaz x¢ megoldasa (2)-nek.
II. Tegytik fel, hogy xo megoldésa (2)-nek, azaz

f(xo) = zo = f(f(w0)) = f(x0) = wo,

azaz xo megoldasa (1)-nek.
Igy valéban a két egyenlet ekvivalens (ugyanazok a gyokei).
— Elég megoldani az

f(x) = x <= 7+ x = x egyenletet

FONTOS:} MON. NOV.

1++v2
Mo.: ©z = +T9

13. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet!

\/2+\/2—\/2-f——$:m

Megoldas. Hol a paraméter?

Prébalkozas:
24+14/2-V2+2x=2=
=2-V24z=(2*-27=

=2+x=(2-(2*-2)%>

. l4cos2p -
Triikk: cos; cos? ¢ = w, sin? ¢ =

Mivel £ >0és2—V24+2>202>2+z&

1—cos2¢p
—s -

4>2+rxr<2>x; tehat 0 < x < 2.

De0<p<35=0<2cosp <2.
Tehat: x = 2cos vehetd; ilyen alakban keresem a megoldéast.

Igy
V2+2x=1/242cosp = 1/40082§:

'% '%
COS2 COS2
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T P
et )
COS 4 8
Igy .
(5 -5) -
COS 4 8 COSSO@
(5-%)=
COS 4 8 —COS(,D
T_®_ .0
)
™ 9 8 27
T e T 2Ty
187 T7¥ 73" 9

Tehat a megoldas: x = 2cos40° ~ 1, 532088886.. .. .

14. Bizonyitsuk be, hogy az x|z 4+ 2p| = p egyenletnek a p paraméter barmely értékére
pontosan egy megoldasa van!

I. Megoldas. Legyen x az egyenlet gyoke. Harom esetet fogunk vizsgalni aszerint,
hogy x +2p=10; =+ 2p > 0 vagy = + 2p < 0.

a) Ha x 4+ 2p = 0, akkor csak p = 0 lehet, ekkor viszont z = 0 az egyetlen megoldas.
b) Ha z + 2p > 0, akkor az egyenletiink 22 + 2pz — p = 0 alakba frhaté; ennek gyokei

x1 = —p++/p?+p vagy 3 = —p — \/p* + p, ahol p # 0.

Az 21 +2p > 0, ha \/p? +p > —p, vagyis ha p > 0. Ugyanis a négyzetgyok alatti
p?> +p = p(p + 1) akkor pozitiv, ha vagy p > 0 vagy p < —1. Ez utébbi azonban nem
lehetséges, mert ekkor \/p? +p < —p volna. Tehat x; gyoke az eredeti egyenletnek, ha
p > 0.

Az x9 4+ 2p > 0, ha —/p? + p > —p, ami egyetlen p-re sem igaz. Az xo tehat nem
gyoke az eredeti egyenletnek.

¢) Ha x + 2p < 0, akkor az egyenletiink z2 + 2px + p = 0 alakba frhaté. Ennek gyokei

r3 = —p+\/p? —pvagy x4 = —p — \/p* — p.

10



Az x3 4+ 2p < 0, ha y/p? — p < —p, ami egyetlen p-re sem teljesiil. Az x3 tehat nem
gyoke az eredeti egyenletnek.

Az x4 +2p < 0, ha —/p? —p < —p, vagyis ha p < 0. Ekkor p* —p > 0, tehat x4
gyoke az eredeti egyenletnek, ha p < 0.

Osszefoglalva: p=0; p> 0, illetve p < 0 esetben is egyetlen gyok van (z = 0; = = x4,
illetve x = x4). (Felvételi 1990)

IT. Megoldas. (Fiiggvénytani)

p>0

11



A
p<O0 v

15. Hatéarozzuk meg a megoldéasok szamat a fliggvényében a kovetkezd egyenlet esetén!
| 42| = ax + 1.
I. Megoldas.
a)r+2>0s x> 2.

-2

r+2=ar+1& (1—a)x=—1.

e a = 1, akkor nincs megoldas.
ee o # 1, akkor z = a—il a megoldas.
Kérdés: a—il > —2 milyen a-ra teljesiil?
eee o > 1, akkor ﬁ > -2&1>-2a+2&a> %, azaz, ha a > 1, akkor a [—2;00)-ba

esik 1 ilyen megoldés.

eeee ¢ < 1, akkor a < % adddik, azaz ilyen a-ra akkor esik megoldds a [—2;00)-ba, ha
a < %
b)z+2<0& < -2,

r+2=—-ar—1& (1+a)x=-3.

e a = —1, akkor nincs megoldas.
3

ee o # —1, akkor x = 5% a megoldas.

12



Kérdés: 3_ < —2 milyen a-ra teljesiil?

- 1+a

eee o> —1,akkor -2 < -2 & -3 < —2—2a & a < 3, tehdt ha —1 < a < 3, akkor
van (—oo; —2)-ben 1 ilyen megoldas.
eeee o < —1, akkor = a > % tehat ilyen a-ra nincs megoldés.

Mindent Osszevetve:

27

— Ha —1 < a < 3, akkor két megold4s van, hiszen a) és b) esetben is 1-1.

— Ha a < —1, akkor az a) eset ad 1 megoldést, b) nem, tehdt ekkor egy megoldds van.
~ Ha 1 < a <1, akkor nincs megoldds (Id. a) mdsodik és utolsé pontjt).

— Ha a > 1, akkor egy megoldas van (Id. a) harmadik pontjat).

—~ Haa= %, akkor egy megoldés van (1d. a) utolsé pontjat).

I1I. Megoldas.

ITI1I. Megoldas.

YA

/
4

y=az A1
7

/\I\Jh—l@ —
A
p—

SN
=1 Al

1
a<2

S
|
—_

a < —1

S|
\%
p—

NINCS

NINCS

1 megoldas
2 megoldas
1 megoldas
1 megoldas
1 megoldas

13



1+ |$ + 2| /a:1+%, —2<x;
G@= —
x \a:—l—g, r<—2

(Innen leolvashato)

16. Hany megolddsa van a

egyenletnek?
Megoldas.

14



(feliiletes!)
7 Objection?”
Nézziik a kovetkezot:

1 xT
<y1 = <E> i Y2 = logy /16 55)

1,1 11 ) )
Yo 1T = Z—nel 5 azaz (Z’ 5) rajta van ys-n
1 1 11 i
YT = Z—nel o azaz (Z’ 5) rajta van yi-n
11 A —
Yo 1T = i—nel 1 azaz (5, Z) rajta van gys-n
1 1 11 i
YT = §—nel 1 8az (5, Z) rajta van yi-n )
. . . 1 . : :
—> legalabb két megoldas van: = = 1T = 5 ¢smégegy biztos az y = x egyenesen (inverz
miatt). )
LD. MELLAEKLET: Computer altal készitett abrak.

1
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TANULSAG!

PROBLEMA. Milyen 0 < a < 1 esetén van tobb megolddsa az a® = log, x egyenlet-
nek?

Allitas: akkor és csak akkor, ha 0 < a < e™¢.

Bizonyitds: Legyen A olyan szam, amelyre a* = \ (azaz ahol az y = x egyenest metszi
a két gorbe). Tobb metszéspont akkor és csak akkor van, ha 3z > A, amelyre az

a/$

flx) = T teljestil.
x

Vegyiik f differencialhanyadosat, azaz

a) Ha e™¢ < a, akkor

(1) —e <Ina < 0.
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1
Masrészt, mivel a y = yIny fliggvénynek g—ben van minimuma (ez fliggvényvizsga-

1
lattal konnyen adddik), és ennek értéke ——, ezért
e

1
——<ad*lnad®* <0
(2) e
(mivel z > 0, ezért a” < 1).
Az (1) és (2) sszeszorzasabdl viszont az adddik, hogy
(3) 1>a"Ina”lna >0,

amib6l f/(z) < 0-t kapjuk, ami azt jelenti, hogy

flx) |

Viszont f()\) = 1, igy azt kapjuk, hogy 32 > X tigy, hogy f(z) = 1 teljesiiljon.

1 .
B) Haa = e™¢, akkor a® = A & e = X\ = X\ = —. Igy, ha z > )\, akkor a® # a* =
e

1
A= o ami azt jelenti, hogy (2)-ben a bal oldalon < jel van, azaz f’(x) < 0 ebben az

esetben is, és mivel f()\) = 1, ezért Iz > A, hogy f(x) = 1 legyen.
v) Ha 0 < a < e™¢, akkor

(4) M —a<ee=(1E

1

Mivel a z = y¥ fiiggvény noévé a (0,1)-en (Id. fiiggvénydiszkusszid), ezért (4)= X <

e~ !, amibdl

> =

(5) A =a < e VA

adédik. )
1
Innen a* Ina*Ina—1 = A2(Ina)?—1 > \2 (_X) —1=0,azaz f'(A) >06és f(\) =1,
tehét A\-nak van olyan jobb oldali kérnyezete, ahol f(x) > 1. Viszont f(1) = a® < 1, igy
a Bolzano—Darboux- féle tulajdonsdg miatt a (\;1) intervallumon valahol kell, hogy az
f(x) =1 teljesiiljon. Ezzel a bizonyitas kész.

Megjegyzés. A fentiekbdl adédik, hogy 0 < a < e~ ¢ esetén (a szimmetridt figyelem-
bevéve) legalabb 3 metszéspont van. T6bb azonban nem lehet, mert ha a g(z) = a* —log, =

17



fiiggvénynek 3-ndl tébb zérdhelye lenne, akkor a Rolle-féle kozépértéktétel szerint a

1
g (x) = a®lna — i fiiggvénynek legalabb 3 zérushelye lenne, ami ekvivalens azzal,
zlna
1
hogy az a”Ina = Tna & x(lna)? = a~% egyenletnek legaldbb 3 megolddsa lenne, ami

viszont az a~” fiiggvény szigoru konvex volta miatt lehetetlen, hiszen egy egyenes egy ilyen
gorbét legfeljebb 2 pontban metszhet.
1

CBJeBYZeS e 15,15

(ezért latszik nehezen az els§ dbrardl, hogy 3 megoldas

van).

17. Oldjuk meg cos(sinx) > sin(cos z) egyenlGtlenséget.
Megoldas. El6szor oldjuk meg a

(%) cos(sinx) = sin(cosx) egyenletet.

T
(%) <= sin (5 — sina:) = sincosx

T
5 —sinx = cosx + 2kw

0

T
sinz + cosx = 5 — 2km

T
T — (5 —SiIl.CC) =cosx + 2km

0

T
sinxz — cosx = 3 + 2km

Mivel |sinz + cosz| < /2 és |sinz — cosz| < V/2, igy a) és b) soha sem &ll fenn, tehdt
(*)-nak nincs megoldésa.

Tekintsiik az f(x) = cos(sinx) — sin(cos ) fiiggvényt. Nyilvan f(x) > 0-t kell meg-
oldani. De f(0) =1 —sinl > 0 és f(z) # 0 mindeniitt, igy f(z) < 0 nem lehet (Id. a
folytonos fiiggvény Bolzano-Darboux tulajdonsiga)— f(z) > 0 Va-re, azaz az eredeti
egyenl6tlenség minden z-re teljesiil.

18. Hasonlitsuk ossze a log,5 16 és log,4 17 szamokat! (Melyik a nagyobb?)

18



In(x + 1)

I. Megoldas: Legyen f(x) = log,(x + 1) = =

és tekintsiik (1,00)-n ezt a

fiiggvényt.

1 1
Inx — —In(x+1
r+1 =z ( )

f'x) = =

In’z

zlnx —xln(z+ 1) —In(z + 1)

z(x+1)Inz

x
x1ln ; —In(z+1)

z(zx+1)In’z

Mivel In ac

1 <0ésln(zx+1) > 0= aszamlalé < 0ésanevezd6 >0= ' <0= f |,
T

azaz log;5 16 > log 17.
—_——  —

1,02383  1,02186...
Megjegyzés. Pl.: log;o 1001 > log;y; 1002 is jon igy.

1,000144692 1,000144524

I. Megold4s. Tudjuk: GT”’ > ab, haa >0, b>0.

log516 1 -
logi6 17 \/log 15 - logy6 17

2 2 ?

> = >1
N————
(%)
(%) <= 2 > log515 - 17 <= 256 > 15 - 17 <= 256 > 255 = valdéban log,; 16 >
log6 17.
Megjegyzés. Ezzel a mddszerrel is dltalanosan is bizonyithatd, hogy

log,(z +1) >log,  (x+2), haz > 1.

19. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

1
B
2 +1
1

Y 2x2—4m—|—5.

=V2x2 —4x+5+

19



Megoldas. Tekintsiik a kovetkezo fliggvényt:

1
flu) = vVu+ T
Mivel
1 1
f’(u) _ §U_1/2 §’LL_4/3 —
2 3

Viszont 22 +1>1, 222 — 4o +5=2[22 - 22| +5=2(x - 1)2 -2+ 5> 1.

Tehat mivel f(u) T az (1;00)-en = f(a) = f(b) <= a =10 (a > 1, b > 1 esetén).
Azaz 22 +1 =222 —4r+5 <= 2?2 —4x+4 = 0 < (z—2)? = 0. Tehét z¢ = 2 az egyetlen
megoldas.

Megjegyzés. 1tt fels6bb mat. mddszer kellett. (Béar a feladat ”elemi”.)

20. Oldjuk meg:
2 — 1023 + 50z — 41 = 0.

Megoldas. zg = 1 megoldas.
Ekkor 25 — 1023 + 50z — 41 = (x — 1)(2* + 23 — 922 — 9z + 41) = 0.
Kérdés: Van-e tobb megoldas?
Elég megoldani.
zt + 2% — 922 — 9z 4+ 41 = 0?7 nehéz!

Térjiink vissza az eredetihez. Legyen f(z) = x° — 1023 + 50z — 41.
Tegyiik fel, hogy 3(z1 # xp = 1).
Ekkor a Rolle-tétel szerint:
f'(x) = 5a* — 302% + 50 = O-nak kell,
)

hogy legyen megoldasa.
De (x)-nak a diszkrimindnsa < 0 = nincs valds megoldds. Ez ellentmondas, tehat
nincs masik megoldas.
21. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert:
2tgz —2tgy = (v —y)° (1)
>+t =1. (2)

20



Megoldas. (1) fenndll, ha © = y és x # g+ km, y # g+ km. Ekkor (2) =

27 2

V2 V2 V2 V2
SRR , illetve | ——; ——

22.

Kérdés. Van-e tobb megoldas?

Van-e olyan megoldas, ahol x # y?

Veheté > y (szimmetria miatt)

Tegyiik fel, hogy dx > y megoldas.
tgxr —t

(1) = 2. 227 8Y o (3

r—y ——

5

1
(1) =2 — —g <-l<y<c<az<l< g Lagrange-féle kozépérték-tételbsl.
C

(k%) < 2.

1
Viszont 2 - 5— > 2.
cos” ¢

Teh4t (3) bal oldala > 2 és jobb oldala < 2, igy ellentmond4s, azaz 3 tobb megoldas.

Bizonyitsuk be, hogy sin 1 irraciondlis szam.

o

Megoldas. sinx = x — 37 + T Taylor-sor

1 1 1 1

Tegytik fel, hogy sin1 = g (p,q € Z).
Szorozzuk be (%) mindkét oldalat (2¢ + 1)!-sal:

1 1
Pogrin=@q+11-2 42| =
q 3! 5l
! (2q+ 1)1 + = (2¢ + 1)l =
31 EE T R =
. V2 %,/_/
egesz egesz
=+ (2¢+1)! : S
ST g 3 T (2q 4 5)! '

- s

(%)

Belathaté (xx)-rdl, hogy nem egész, azaz 0 < #*x < 1 és igy = ellentmondast kaptunk,
mert a bal oldal viszont egész.
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Megjegyzés. 0 < *x < 1 konnyen bizonyithaté, ha a [ ]-b6l kiemeljitk -t és

1
(29 +3)
utana észrevessziik, hogy a szogletes zardjelben levo érték < 1, igy a szorzat is biztos < 1.

23. All.: 7 irraciondlis

Biz. Tth m = %, ahol a,b € NT.

1 1
Tekintsiik a g(x) = mw”(a—bx)” fgv-t. Nyilvan g(z) = E(onn + A" 4 A2,

ahol Ag, A1, As,..., A, € 7.
1. Részallitas.
) 9(0) =g'(0) = -~ g~ (0) = 0
B) g™ (0), g™ +t1(0),...92™(0) egész szamok.
Tehdt g(0),¢'(0),...,g%™(0) € Z.
2. Részallitas.

a) g(m)=g'(x)=---=g" D(r)=0
3) g(n)(ﬁ), g(n+1)(7r), .. .g(Q”)(ﬂ') egész szamok

Megjegyzés. t = a—bx helyettesitéssel z = 7 = %—re t = 0 lesz, igy adddik az el6z6 ponthoz

hasonldan.

Tehdt g(r), ¢'(7), . ..,g%™" () € Z.
Azaz Osszegezve:

(1) 9(0), '(0),...,g*M(0) € Z

(2) g(n), g'(n),...g%"(m) € L
Tekintsiik (parcidlis integréldssal):

F(z) = /sinxg(:c)da: = —cosxg(x)+

/cos xg'(v)dx = — coszg(x) + sinzg’ (z)—

/sin rg”(z)dr = — cosxg(x) + sinzg’ (x)+
cosxg”(z) + - - - + cos xg?™ ()

A N-L formuldbdl
(3) [sinzg(z)dz = F(r) — F(0) = egész szdm (1d. (1), (2)).
0
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Vildgos: sinzg(x) > 0, ha x € (0, )

™
— [sinzg(z)dz > 0 és (3) alapjdn egész szdm

0

Becsiiljiik:
a
sinx <1, a—bx <a, afgg:ﬂ'.

, T . an,n_n
Igy [sinzg(z)ds <m s azaz

s !

a"m" (am)™
1<n7 =7 — 0, ha n — oo,
n! n!

ami ellentmondas.
Megjegyzés. ™ ~ e ugyanigy.

24. Legyen egy téglalap "kiparkettazva” olyan "kis” téglalapokkal, amelyeknek legaldbb
az egyik oldala egész mérdszamu. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az eredeti téglalapnak
is legalabb az egyik oldala egész szam.

Megoldas. (14 megoldds W. Stantdl; Math. Monthly, 1987, aug.—szept., 601-617.)
Mi kettos integrdllal Oldlelk meg.
)

-
T

a
Tekintsiik az f(x,y) = sin 27z sin 27y fliggvényt. Kénnyen beldthatd, hogy tetszéleges
7kis” T téglalapra [[ f(x,y)dzdy = 0, mivel legaldbb az egyik oldal egész. Mutassuk be
T

ezt pl. a kovetkezo eseten:

A

et---
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Ekkor szukcessziv integralassal

e ct+m
/ [ / sin 27z sin 27rydx] dy =
d c
c+m
(/ sin 27r:cd:1:) sin 2mydy =
C
B / € cos 2mx
N d 2

/e cos2m(c+m) N cos 2mc
B 27 2T

c+m

sin 2mydy =

&

} sin 2mydy =

/6 Ccos 2mccos 2mm — sin 2wesin 2mm N cos 2me
a 2w 2
x sin 2mydy = 0.

fgy tehat minden ”kis” téglalapon az integral:

[ [ fw.pizay =0
:/To/f(m,y)dxdy:o

b

Azaz | [f(sin 27 sin 27ry)dy} dy =0 (x).
0 Lo

Ismét alkalmazzuk a szukcessziv médszert a (x) integral kiszamitdsara.

b a
/ {/ (sin 27 sin 27ry)dac} dy =0
o LJo
b cos 2wz ¢ ]
:/ {[— ] sm27ry}dy:0
0 2w 0

a b
Ccos 2mx cos 271
0 0

2 2w

fgy legaldbb az egyik tényezonek 0-nak kell lennie.
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cos2ma cos 270
(k%) = | — + X
2w 2w

cos 2mb N cos 270
2m 2

1 1
= —(1 —cos2ma)—(1 — cos27b) = 0.
m 27

= vagy 1 = cos2ma vagy 1 = cos2mb
a egész b egész

Ezzel a bizonyitas kész.

25. Probléma: a,, = nsin(2wen!) — 27, ha n — oo

Bizonyitas:
=1
a, = nsin(2men!) = nsin [27m! Z E] =
in [2 v<1+1+1+ S )l
nsin |27n! — 4. =t ——+... )| =
" 2l al " (nt 1)
S S
= nsin |27
n+1 (n+1)(n+2) -
27
> nsin — 27
n -+
Maésrészt

1 1 <
ntl (ntl)nt2) too)s

a, < n27r(

1 1 1
§n27r< + 2+...>:n27r—:27r
n+1l (n+1) n
fgy a rendorelv szerint a,, — 2.
Ebbol az eredménybol azonnal jon, hogy az e irracionalis szam.

26. Andrés és Béla kavét és tejszint rendelnek egy eszpresszoban. Andras azonnal belednti
a tejszint a forrd kavéba, osszekeveri, lefedi egy szalvétaval, és 10 percre elmegy telefo-
nalni. Béla lefedi szalvétaval a csészéjét, és varja Andréast, majd amikor az visszajon,
akkor onti bele a kavéjaba a tejszint. Ki ivott melegebb kavét, Andras vagy Béla?
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(Feltessziik, hogy a szalvéta és az asztallap tokéletes hészigetels, tovabba a levegd és
a tejszin homérséklete megegyezik.)

Megoldas. Ennek megolddsdhoz ismerniink kell a fizikabdl a hoatadas torvényét. Ez azt
mondja, hogy a kiillonbozé homésékletli anyagok érintkezésénél az atadott homennyiség
aranyos a homérsékletkiilonbséggel és az eltelt idovel.

Ha a folyadék a hidegebb kornyezetnek hot ad le, csokken a hémérséklete. A mennyiségi
Osszefiiggést a hotan egy masik torvénye adja, mely szerint a test altal leadott homennyiség
aranyos a homérsékletcsokkenéssel és a tomeggel.

Ha bevezetjik az z(t) := T'(t) — T, jelolést, akkor kapjuk, hogy

m':—lxz—kx <k=l>
cm cm

Tehat Andrés ivott melegebb kavét, hiszen T (10) > Tg.
Irodalom: Hatvani—Pintér: Differencialegyenletes modellek a kozépiskolaban, Polygon,
1997.

27. Anna és Béla egyiitt jarnak, de parosuk elég furcsa. Béla nehéz természeti. Amikor
Anna szereti Bélat, akkor Béla kezdi kevésbé szeretni Annat. Ha Anna utélja Bélat,
akkor viszont Béla egyre jobban kezdi szeretni Annat. Anna normalis: ha Béla szereti
Annat, akkor Anna is egyre baratsagosabban néz Bélara, de kezd baratsagtalanabb
lenni, amikor Béla nem szereti 6t. Hogyan lehetne leirni viszonyuk véltozasat?

Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban taldlkoztak. A ¢ > 0-n értelmezett a = a(t),b = b(t)
fiiggvények fejezik ki Anna, ill. Béla szeretetét Béla ill. Anna irant.

Az a figgvény viltozasanak a sebessége legyen aranyos b-vel:
a'(t) = Ab(t),
és a b fiiggvény valtozasanak sebessége aranyos a-val:
b'(t) = —Bal(t).

Az egyenletrendszerbdl a” (t) = V' (t) = —al(t), azaz a”(t) + a(t) = 0. Ez egy mésodrenddi,
linearis egyenlet.

a(t) = Ccost+ Dsint, C,D &allandé
b(t) = Ecost+ Fsint, FE,F alland
a'(t) = —C'sint + Dcost = b(t) = Ecost + Fsint
. ™ , T
a(t) = sin (t -+ Z) és b(t) = cos <t -+ Z)
a(t) = e + 2te’ = (1 + 2t)e’,
b(t) = e — 2te’ = (1 — 2t)el.

t > 0,a(t) — oo monoton néve és b(t) — —oo monoton fogyva, ha ¢t — co. Mint lathatd,
itt semmi remény.
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