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l.a) A 100 m keriiletii téglalap alaki ”kertek”
koziil melyiknek a teriilete maximalis?

50 — x

X
T(x) = x(50 — x)

0) T(xz) = —x° + 50z méasodfokt fiiggvény. Maxi-
muma a két zérohely szamtani kozepe.
Megoldas: = = 25 (négyzet).

00) Tudjuk: vab < GTH), ha a,b > 0. BEs ”="< ha
a=>b.

, 2
foy 2(50 — 2) < (”(50—%)) — 952,

2
A maximum akkor van, ha x = 50 — x, azaz x = 25.

Megjegyzés. Ekkor fel is veszi ezt a maximum ér-
téket (ami most a 252).

1.b) Ugyanaz a feladat, mint az el6z6, csak a
téglalap egyik oldala mar adott (pl. fal),
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ahhoz nem kell kerités. (Megj.: ekkor is
négyzet??)

100 — 2«

T(x) = z(100 — 2z)

Nézziik csak a 00) tipusid megoldést:

T(x) = % - 22(100 — 2x).

22 + (100 — 2@)2 e

22(100 — 2z) < ( .

" =" & 2r =100 - 2z = x = 25.
Tehat az oldalak: 25, ill. 50 m.

2. Legyen a teriilet adott: 100 m?. Melyik
téglalap a minimalis keriileti?
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X

100 200
xy=100=y=— = k= — 4 2x.

x x

0) A 7fiiggvénytani” megoldas most nehéz (pl. dif-
ferencidlas).



00)
200 4 o 2 o~
9 X
200
» o __ 9 S — =27 <= 10 =10 (négyzet)
X

Konkliazié: Ha két mennyiség 0sszege konstans, ak-
kor a szorzat maximalis, ha egyenlok; ha a szorzat
konstans, akkor az 0sszeg minimalis, ha egyenlok.
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3. Egy butorasztalos egy mahagoniultet-
vényrol szerzi be a munkajahoz sziiksé-
ges alapanyagot. Naponta 5 butort készit
el. A beszallitéi egy konténernyi fat 5000
dollarért juttatnak el hozza (fiiggetleniil
attol, hogy mennyi fa van a konténerben).
A raktarozasi koltség 10 dollar egységen-
ként és naponta, ahol az egység az egy
butor elkészitéséhez sziikséges alapanyag
mennyisége. Mennyi faanyagot rendeljen
egy-egy alkalommal, és milyen gyakran
kérje a kiszallitast annak érdekében, hogy
minimalizalni tudja a koltségeket? (Igazi
real-life.)

Megoldas. Ha x naponként kér szallitast, akkor 5x
mennyiségi alapanyagot kell rendelnie, hogy a ren-
delési ciklusban mindvégig elegendd anyaga legyen.
Az dtlagosan raktarozott mennyiség hozzavetoleg a
rendelt mennyiség fele, vagyis bx /2. Ezért egy-egy

/ / . /

SEI1:

egy ciklusbeli koltség = szallitasi koltség + raktaro-
zasi koltség;



egy ciklusbeli koltség =

= 5000 +  (2%) - z - 10
szall. atlagosan  rakt. napi
koltség rakt. napok rakt. dij

mennyiség szama

A c(x) dtlagos napi koltséget tigy szamitjuk ki,
hogy a ciklusra esO koltséget elosztjuk a ciklusban
1évO napok szamaval, x-szel.

5000
c(x) = — + 25z, x> 0.

Ld.: a 2. feladat otlete.
Nyilvan

5000
——— + 252 > 2v/5000 - 25 (konstans).
x

Igy c¢(z) minimalis, ha ”=" van, azaz

5000
T =251 <200 = 2° < x =200 ~ 14, 14.
X

Tehat 14 naponként kell rendelnie.

3*. Antonio has $ 5.00 to spend on a lunch
consisting of hamburgers ($ 1.50 each)
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and French fries ($ 1.00 per order). An-
tonio’s satisfaction from eating x; ham-
burgers and x5 orders of French fries is
measured by a function U(zq,z2) = /7122.
How much of each type of food should he
purchase to maximize his satisfaction (as-
sume that fractional amounts of each food
can be purchased)?

Megoldas.

(*) 1,921 + 22 =5

D D
\/1,5331332 < 5 S /1, dv/x110 < 5 =
= /2122 maximalis, ha ” =7 van <
1,533‘1 = X2

Figyelembe véve a (x) egyenletet, kapjuk:
5
r1 ==, X9=—
1 37 2 9’
azaz % hamburger és % sult krumpli az optimalis
adag.

Megj.: Mary, Jennifer.



4.a) Adott korbe irjunk maximalis teriileti

téglalapot (a ”leesett” rész legyen mini-
malis). (Meddl)




2

=" st =t e = — (négyzet)
V2
00)

TQ _ 562(7“2 o 5132)
f) =t(r* - 1)

7“2 T

ty=— =>a=—

2 V2
000) Differencislés (de T?(z) a jobb).

4.b) Adott gébmbbe irjunk maximalis térfogatii
hengert. (A "leesett” hulladék minimalis le-
gyen.) (Kepler (1615); Jo bor (1610); ”Barrel”
probléma; meddl)

[. "Megoldas.”: 1d. el6z6 példa eredménye (dbra
ugyanaz)!!!

I1.

0) Fiiggvénytan (nem parabolal!l)
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00) Differencialds (V (x))

000) Szamtani-mértani k6zép???

2 2
S

Viz)=14-
Itt 3 elem Osszege konstans.

Kérdés (analdgia):

b ?
ot +623abc, a>0,b06>0,c>0.

(*)

A (x) bizonyitasa:
Legyen a, b, c,d (> 0) el6szor (4 elemre).

atbterd P+ VabtVed
1 2 = 2 =
v abed.
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Most:

b a-+b+c
a+ +c4+—3 Zil/abca+§+c

\ 7
"~

1/4
a+b+cz4abc.(a+b+c> N

3
b 3/4 )
(a+3+c> > Vabc =

a+b+c
3

> v abe.

Kell még az ”=" feltétele (fontos!). Tegyiik fel, hogy
a # b. Ekkor

a+b+c GTM—FGTM—FC;\/CLZ)—F\/CL[)—FC S

3 3 3 -
> v abe.
Tehat "=" csak akkor lehet, ha minden elem
ugyanaz.

Vissza 4.b)-hez:



3
x_2x_2(r2_$)< %2+$2—2+r2—x2 _ ﬁ ’
2 2 - 3 3 .

2

Tehat a szorzat akkor maximalis, ha ”=" van, azaz

(tehat = \/_, kicsit ”ducibb” a megoldas, mert

Vo

5. Milyen méretii legyen az 1 dm? térfogatu
henger alaku konzervdoboz, hogy a legke-
vesebb anyag legyen sziikséges elkészité-

séhez?
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5 1
ajwm:1:>m:T
€TAT

1 2
F(z) =227+ 2xm-m = 2:1327T—|—2£137TT = 221+ =
27 x

YA

1 1
F(z) =22°m + = + — > 3V2r.
i i
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Jani bacsi

2 1 _3(27'(')2_

- or
Tehat a henger atmér6je = magassagaval (egyenl6-
oldali henger). (Gomba)

3 tobbvaltozds probléma

6.a) Milyen méretii legyen a téglatest forma-
jura csomagolt fozoOmargarin ahhoz, hogy
minimalis csomagoléanyag legyen sziiksé-
ges? (Legyen 1 dm? a térfogat.)

ryz =1

F(z,y,z) =2xy + 2yz 4+ 2z2z =

= 2zy + 2y 4+ 2x)z =
1 2 2
=2zy + 2y 4+ 22)— =22y + — + —.
LY Loy

Igy a g(z,y) = 2zy+ =4 % fliggvény minimuma kell.

2 9
2y + = 4+ = >3V8 =06
Ty
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Nyilvan minimaélis az 0sszeg, ha ”=" van, azaz 2xy =

2
T

1,z = 1, azaz kocka alaku az optimalis.

22 p=—y2?P==2=zx=1 Tehitz =1,y =
Y T

6.b) Készitsiink téglatest alakd diszdobozt
igy, hogy az ”alaplapja” 1000 Ft/dm?,
”fedSlapja” 5000 Ft/dm?, a tobbi lap
2000 Ft/dm? koltséggel késziiljon. Mi-
lyen méret esetén lesz a minimalis a kolt-

ség (legyen a térfogata 8 dm?).

ryz = 8

Frlz,y,z2)=axy-1+axy -5+2yz-2+2x2-2=
= 6xy + 4yz + 4oz = 62y + (4o + 4y)=.

Igy

8
g (z,y) = 6zy + (4z + dy)— = 6y + — + —.

32

LY Y

De 6xy + 22 + 22 > 3V/6 - 322,
A minimum akkor van, ha ”=", azaz

32 32

bry = — = —.

L Y
Tehdt z = y és 62° = 32,2 = /22 = {/2 ~
1,7471. Tehat x ~ 1,7471,y ~ 1,7471,2 =~ 2,62
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lesz az optimalis méret (négyzet alapi; magassaga
nagyobb, mint az alap éle).

6.c) A posta belfoldi forgalomban csak olyan
kiildeményeket vesz fel, amelyek hossza-
nak és korméretének osszege < 2m. Mi-
lyen méretii legyen egy téglatest alaku
csomag, amely a legnagyobb térfogatii?

T+ 2y + 2z =2

2—x—2y
2

Viz,y,z) = xyz = xy

_ 1
Vizg,y) =ayZ -z —2y) =5 -22y(2 -2 —2y) <

1 /2\°
< _ | Z
= 921\3

T="or=2y=2—x—2y
2
r = —
3
1
Y73
1
z ==
3

—_
00



7.a) Egy 12 dm oldald négyzet alaki kartonpa-
pirbdl a sarkoknal kirajzolt négyzetek ki-
vagasa utan a szélek felhajtasaval dobozt
készitiink. Milyen oldalhosszusagu négy-
zeteket kell kivagni ahhoz, hogy a kapott
doboz térfogata maximalis legyen?

12

12
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Vie)=(12-2x)(12 — 2x) -z =

1
= 4x(12 — 22)(12 — 22) <
3
1 dr + (12 — 2z) + (12 — 2x) <1-83.
— 4 3 !

" =" 12 -2 =4 = x = 2.

Tehat 2 dm oldald négyzeteket kell kivagni. (Madr
unalmas, de nézzik a kovetkezdt.)

7.b*) Ugyanaz a feladat, mint el6bb, csak a ki-
indulé kartonpapir mérete: 2 m x 1 m.

Vi) =(1—-22)(2—2z)x =2(1 —2)(1 — 2x)x =

2 2 (2)°
=—-3zx(l—x)(1—-22)<=(=| .
3 -3a(l-a)(1-20) < 3 (3
T="e3x=1-cr=1-2z.
soha
fgy nem oldhatéo meg! Tanulsag!!! (nem éri el a

jobb oldali konstanst) (Hoppal)
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Mas megoldas!

Vi(z) =2x(1 — 3z + 22°) = 2(22° — 32 + )

g(x)

Kérdés: ¢(r) maximuma (harmadfokt). (Helyi
maximum!!!) Hogy néz ki? (Gyokok: 0; 3;1.)
Feladat

1
flx) =22 —32° + o (O<x<§>

maximumat meghatarozni. (Differencidldssal megy;,
de mi elemibb megoldast valasztunk.)

Mivel
elég a
maximumat megkeresni.

a) h(t) = pt —t3, ha p > 0. (Rédei!)

21



>
t
h(t) = t(p —t°)
PA(t) =t (p— ) = (p - t)(p— 1) =
_ £2 p—t p t*
R 2 2
osszegik konstans.
Teh4t maximalis, ha "="< t? = # s3t=pe

t=/%.

NyiAlvén —\/g—nél pedig minimum van.

b) h(t) = t3 — pt, p > 0. Az eléz6 tiikorképe az x
tengelyre.

Itt a maximum —\/g—nél van.
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- #%13 i r%12+t+%—
J= 9 9 9 2
3, 3, 3

—§+3ﬂ1+&1+1 ¢ ¢ +
- 2 4 8 2 2° 8

LA

2 4 4’
L 1
ymax 12 9

Tehdt z = < (1 — %) ~ 0,211 a levigandé négyze-
tek oldala.

Tanulsag: harmadfokiuval mar nehezebb. (Id. Ré-
dei)

8. Egy olajkut a parttdl 5 km-re a tengerben
miikodik. A parton a hozza legkozelebbi
A ponttdl egy 8 km-re fekvo B pontban
levo finomitoba kell szallitani az olajat. A
viz alatti csGvezeték ara 100.000 Ft/km,
a fold alattié 75.000 Ft/km. Milyen utat
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épitsenek ki, hogy a koltség minimalis le-

gyen?
K
AN

\

\
5 \
\
\

Y L N -k
A= 2 ~ B

f(x) =100 v/ 22 4+ 25+ 75(8 — x)

I. Megoldas: csak differencialassal?

(2) =100 — 2 75 =0 <

100z = 75v/ 2% 4+ 25

r=——= /5,67 km.
V7
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II. Megoldas. (XVI. sz.; négyzettabla; Kalmar
L.)
(u+v)? = (u—v)? = duv

1
(u+v)? = (u —v)? + duw; V=

U
1)\? 1\2
- — . 1
(u+ 4u> (u 4u> +
f(a:') = 100/ 22 4+ 25 — 752 minimuma kell

1
x:5<u——>:> x2 + 25 =
4u

1 2
+ (u 4u)
=5-¢/1+ ! 2—5 +1
B “ du) ¢ qu )

f(z) = g(u) = 1005 - <u+ i) _

4u,

1
= 125u + — - — (szorzat konstans)
U
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i 1250 = 2. 2 _ -
min g(u) : 125u U= =
L BVT VT
100 2
.z Vi1 Vi1
mmf(:zj).5(7—4.\f =5 Y
14 — 2 12 15
—5.2_“_5. — 2 5 67 km.
47 WT VT

26



