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(Filiggvények, amelyek "nem oldhaték meg.)

1. feladat. Biz. be, hogy az 2?0 4 z!99 4+ ... +
1% +x = 1 egyenletnek 3! (pontosan 1) pozitiv meg-
oldasa.

Megoldas. Az f(z) = 2°° + 2199 + ... + 22 + 2
fov. a (0;00) intermallumon T=- t6bb megoldasa
nem lehet. (EbbSl nem kévetkezik, hogy egyalta-
lan 3 mo. (példak). A folytonossdg segit. Nyilvan
f(x) € ¢ Vxg € (0;00) esetén f(0) = 0, f(1) >

1@ dzg € (0;1) ugy, hogy f(xg) = 1. (Azaz a

fov. felveszi az 1-et egy ”"kozbiils6é” helyen a (0;1)-
en.) (Folytonossag; Bolzano—Darboux-féle tulaj-
donsag (Darboux—Bolzano); derivalt fgv. + poli-
nom + C.)

2. feladat. Oldjuk meg cos(sinxz) > sin(cosx)
egyenlOtlenséget.

Megoldas. Elo6szor oldjuk meg a

(%) cos(sinz) = sin(cosxz) egyenletet.

T
(%) <= sin <2 — sina:) — Sin cos



-
5 —sinx = cosx + 2k

0

-
sinx + cosx = 5 — 2km

T
T — <§ sina:) — cosx + 2k

0

-
SINX — COST = —5 + 2k

Mivel |sinz + cosz| < v/2 és |sinz — cosz| < /2,
igy a) és b) soha sem &ll fenn, tehdt (x)-nak nincs
megoldasa.

Tekintsiik az f(x) = cos(sinz) — sin(cosx) fligg-
vényt. Nyilvan f(x) > 0-t kell megoldani. De
f(0) = 1 —sinl > 0 és f(zr) # 0 mindeniitt,
igy f(x) < 0 nem lehet (Id. a folytonos fiiggvény
Bolzano—Darboux tulajdonsiga)=—> f(x) > 0V x-re,
azaz az eredeti egyenlotlenség minden z-re teljestl.
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3. feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

1
Va2 +1+ - =
x2 41
1
=222 — 4z + 5+ — .
/222 — 4z + 5

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezo figgvényt:

1
flu) = vu+ T
Mivel

1 1

/ - —=1/2 = —4/3

/' (u) 5 3

L3 L s/
2 3

Viszont 22 +1>1, 222 —4x +5 = 2[z* — 2x] +5 =
2(x —1)? —=2+4+5> 1.



Tehat mivel f(u) T az (1;00)-en = f(a) =
fO)<==a=">b(a>1, b>1esetén). Azaz 2> +1 =
20° —dx + 5 <=2 —4dr+4=0<= (z —2)* =0.
Tehat ro = 2 az egyetlen megoldas.

Megjegyzés. Itt felsbbb mat. modszer kellett.
(Bar a feladat ”elemi”.)

4. feladat. Biz. be, hogy a 2xr = sinx + tgx

egyenletnek a (O; g)—en nincs megoldasa.

Megoldas. (Abréval megmutatni, hogy mit jelent
ez!)

Tekintsiik az f(x) = sinx + tgx — 2z fliggvényt!
T

Nyilvan f(0) = 0. Belatjuk, hogy f(z) 1 [O; §>—en.

T

Ebbdl fog kovetkezni, hogy f(x) # 0 a (O; 5)—]{1 =

az egyenletnek nincs megoldasa ezen az intervallu-
mon.

1
Nézziik: f'(r) = cosx + —5— — 2 fgv.-t. Be kell
cos” x

latni, hogy f/(x) > 0, amibdl kév., hogy f T a

)




1

COS T +
Mivel A (Sz—M kozép a (O;—)—

2

1
CoOsSx + 5
1 1 , cos” &
< 5—, 1gy > 1 =
COS I cos” x 2

n, és

cos T + — 2 > 0, amit bizonyitani akartunk.)

COS T
(Itt tehdt a differencialas segitett.)

5. feladat. Oldjuk meg:

Néha © <

> — 102> + 50z — 41 = 0.

Megoldas. o = 1 megoldas.

Ekkor x° — 1023 + 502 — 41 = (x — 1) (2* + 23 — 922 —
9x + 41) = 0.

Kérdés: Van-e tobb megoldas?

Elég megoldani.

z* + 23 — 92° — 9z + 41 = 07? nehéz!

Térjlink vissza az eredetihez. Legyen f(x) = x° —

1023 + 50z — 41.



Tegyiik fel, hogy J(z1 # xg = 1).
Ekkor a Rolle-tétel szerint:

f'(x) = §$4 — 30z° + 50 = O-nak kell,
()

hogy legyen megoldasa.

De (*)-nak a diszkrimindnsa < 0 = nincs valos
megoldas. Ez ellentmondas, tehat nincs masik meg-
oldas.

6. feladat. Biz. be, hogy a 2* 4+ 3% = 3x + 2
egyenletnek az o = 0 és zj = 1 gyokein kivul nincs
tobb megoldasa.

Megoldas. (Abra; szigordan konvex, ha f’ T egy
intervallumon.)

Allitds. Ha f szigorian konvezx eqy (a,b)-n, akkor
barmely eqyenessel legfeljebb két kozos pontja lehet a
két grafikonnak. (Abra)

Legyen f konvex (a,b)-n és e(x) : mz + b egyenes.
Tth. 3 kozos pont van, azaz f(x) — e(x) = 0-nak 3
megoldasa van.

Ekkor a Rolle-tétel értelmében &, € (w1, x2) és & €
(z2,23) gy, hogy f'(&1) = f(&2) = /(&) —m =
f(&2) —m & f'(&1) = f'(&2), ami nem lehet, mert
[T és & <&



Tehat mivel (2 4+ 3%) =2*In2+ 3%In3 > 0, igy a
2% 437 szigoruan konvex, azaz nincs tobb megoldasa
egyenletunknek.

7. feladat. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrend-
szert:

2tgx — 2tgy = (v — y)? (1)
az2+y2:1. (2)

Megoldas. (1) fenndll, ha = y és x # g -+

V2 V2

]CT(', Yy # g + k"ﬂ'. EkkOI‘ (2) — <2, 7 , ﬂletve

V2 V2
27 2 )

Kérdés. Van-e tobb megoldas?
Van-e olyan megoldas, ahol x # y?
Vehet6 z > y (szimmetria miatt)

Tegyiik fel, hogy dx > y megoldas.
tgxr —t
1) =2 =L —a—y (3)
T —1y N——
——— (%)
(%)
1 s s
= 2. —— < —-1<y<ce<zz<Ll< =
() cos® ¢ 2 =Jsest= 2
Lagrange-féle kozépérték-tételbal.
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(k%) < 2.
1

Viszont 2 - — > 2.
cos“c

Tehdt (3) bal oldala > 2 és jobb oldala < 2, igy
ellentmondas, azaz 3 tobb megoldas.

8. feladat. Oldjuk meg:

() \/7—|—\/7—|—:13::13
Mo.: Legyen f(x) =+/7 + x, ekkor

(%) f(f(x)) =« alaku.

Tétel. Ha f T, akkor az aldbbi két egyenletnek
ugyanazok a gyoke:.

(1) fif(z)) =2
(2) flo) =z
Bizonyitas.

[. Tegyiik fel, hogy xy megoldasa (1)-nek, azaz
f(f(ﬂfo)) = x9 €s mégis f(:l?o) 7& Lo, AZAZ
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0) f(zo) > wo vagy
00) f(x0) < .
De mivel f T, igy 0) = f(f(z0)) > f(zo), ami

J

'
Zo

ellentmond 0)-nak.
Mivel f 1, igy 00)= f(f(z0)) < f(zo), ami

\ 4
~~”~

o
ellentmond 00)-nak, azaz valéban f(xg) = xg, azaz
xo megoldasa (2)-nek.
II. Tegyiik fel, hogy x¢ megoldésa (2)-nek, azaz

f(xo) = z0 = f(f(x0)) = f(x0) = o,

azaz ro megoldasa (1)-nek.
Igy valéban a két egyenlet ekvivalens (ugyanazok a

gyokei).
— Elég megoldani az

f(x) =2 <= V7 + x = x egyenletet

, 14+ +/29
2

— " —x—T7T=0<= 2=
Mow: o = —© 2@ FONTOS:t MON. NOV.
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9. feladat (a desszert!). Vigyazat! Fontos az f 1
feltétel az elozo példanal, tovabba ”a latszat néha
csal!”

Hany megoldéasa van a

1 X
] = —
081/16 £ <16>

egyenletnek?
Megoldas.

(feliiletes!)
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7 Objection?”

Nézzuk a kovetkezot:

1 X
<yl = <16> ; Y2 = 1ogy /16 $>

1 1 11 . ‘
Yo : T = Z—nel 5 azaz (Z’ 5) rajta van ys-n

1 .1 11 ,
Y1 T = Z—nel 5 88z (Z’ 5) rajta van yi-n

1 .1 11 : >
Yo 1 T = i—nel 1 azaz (5, Z) rajta van ys-n

| 11 :
Y1 T = i—nel 7 28z (5, Z) rajta van yi-n )

/ / / 1 1 /
—> legalabb két megoldas van: = = T =5 68

még egy biztos az y = x egyenesen (inverz miatt).

LD. MELLEKLET: Computer altal készitett ab-
rak.
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TANULSAG!

PROBLEMA. Milyen 0 < a < 1 esetén van tobb
megolddsa az a® = log, x egyenletnek?

Allitds: akkor és csak akkor, ha 0 < a < e™°.
Bizonyitds: Legyen \ olyan szdm, amelyre a* = \
(azaz ahol az y = x egyenest metszi a két gorbe).
Tobb metszéspont akkor és csak akkor van, ha dz >
A, amelyre az

a
f(x) == — =1 teljesiil.
T

Vegyik f differencialhanyadosat, azaz

a

f(x) = ?[a‘” In(a®) -Ina — 1].

«) Ha e™¢ < a, akkor
(1) —e <Ina < 0.
1

Masrészt, mivel a y = ylny figgvénynek —-
€

ben van minimuma (ez fliggvényvizsgalattal
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1
konnyen adodik), és ennek értéke ——, ezért
e

1
——<a*lna” <0
(2) €

(mivel x > 0, ezért a® < 1).

Az (1) és (2) Osszeszorzasabdl viszont az adédik,
hogy

(3) 1>a*lna®Ina > 0,
amibol f'(x) < 0-t kapjuk, ami azt jelenti, hogy

flz) L.

Viszont f(\) = 1, igy azt kapjuk, hogy 3z > )
ugy, hogy f(x) = 1 teljesiiljon.

Haa=e"¢ akkora* = A e =)= )\ =
1 . 1
—. Igy, ha x > )\, akkor a® # a* = )\ = =
e

ami azt jelenti, hogy (2)-ben a bal oldalon <
jel van, azaz f’(x) < 0 ebben az esetben is, és
mivel f(\) = 1, ezért dx > A, hogy f(x) =1
legyen.
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v) Ha 0 < a < e™¢, akkor
1 1

EN —1
(4) )\A =a<e = (e_l)6
1

Mivel a z = y¥ fliggvény nové a (0,1)-en (1d. fiigg-
vénydiszkusszid), ezért (4)= \ < e~!, amib6l

1
(5) AN =< e I/
adodik.
N2
Innen a* lna*Ina—1 = A\2(Ina)? -1 > \? (—X> —

1 =0, azaz f'(A) > 0 és f(\) =1, tehat A-nak van
olyan jobb oldali kornyezete, ahol f(z) > 1. Vi-
szont f(1) = a® < 1, igy a Bolzano—Darboux- féle
tulajdonsag miatt a (A; 1) intervallumon valahol kell,
hogy az f(x) = 1 teljesiiljon. Ezzel a bizonyités kész.
Megjegyzés. A fentiekbol adédik, hogy 0 < a <
e” ¢ esetén (a szimmetriat figyelembevéve) legalabb
3 metszéspont van. Tobb azonban nem lehet, mert
ha a g(x) = a® — log, x fiiggvénynek 3-nal tobb zé-
réhelye lenne, akkor a Rolle-féle kozépértéktétel sze-
1

rlna

rint a ¢'(z) = a*lna — fliggvénynek legaldbb
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3 zérushelye lenne, ami ekvivalens azzal, hogy az
1
rlna
alabb 3 megoldasa lenne, ami viszont az a~* fiigg-
vény szigori konvex volta miatt lehetetlen, hiszen
egy egyenes egy ilyen gorbét legfeljebb 2 pontban
metszhet.

a®lna = & x(lna)? = a=% egyenletnek leg-

11
e 15,15
els6 abrardl, hogy 3 megoldas van).

Megjegyzés. (ezért latszik nehezen az
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