Definicidk, tételek a valos fiiggvénytanbol
(Németh Jozsef el6adédsa alapjan lejegyezte Rérosi Ferenc)

Tovabbiakban X adott alaphalmaz, A, B részhalmazok.

AUB:A—l—Bdéf{x:xeAvagy:ceB}

AﬂB:A-Bdéf{x:xeAésxeB}

A={rreXésx ¢ A}

def

A\B= AnB

AAB = A\BUB\A

De Morgan-féle azonossagok:

I

|
C
o

ANB

I
5N
D)
|

AUB
(AUB)NC =(ANnC)u(BNC)

Konvergencia:

0) lima,, lima, definiciéi ismertek.
Példaul ha a,, = n, akkor

lima,, = oo, lima,, = cc.

00) fn(z), limf,(z), limf,(z) definiciéi ismertek.

1, ha ze€H,
000) XH(Q“"):{O ha zcH

0000) Xgmp, (2) = limy g, () végtelen sok 1.
Xiim#,, (¢) = limx s, (z)

karakterisztikus fiiggvény

Definicié: Legyen {H, } halmazsorozat
limH,, = {x:2 € H, végtelen sok n-re}
limH,, = {z:x € H,, véges sok n kivételével}
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Definicié: Akkor mondjuk, hogy egy {4, } sorozatnak van hatarértéke, ha limA,, = limA,,

és lim H,, & TmH,, = limH,,.

Tétel: Monoton halmazsorozatnak van hatdarértéke.

Mégpedig ha H,, 1, akkor lim H, =|J H,, és ha H,, |= lim H, =()H,.
n— 00 1 n—oo 1

Bizonyitas: Tfth. H, T.

ElsS rész: All: JH, = imH, = limH, = |JH, = lim H,.
1 1

[o@)
Tth.: z € JH, = Jv:x € H,, de akkor Vn > v-re x € H,, azaz végtelen sok n-re
1

xz € H, =z € limH,,.
Tfh.: z € limH,, = 2 € H,, végtelen sok n-re = z € |JH,, = |JH,, = limH,,.
1 1

Masodik rész: All.: U = limH,.
1

>
Legyen = € |J H,, ekkor Jv:z € H,, de akkor = € H,, véges sok kivételével = = €
1
limH,,.
oo
Ford.: x € limH,, = minden n-re (kivéve véges) = € H,, = = € |J H,.
1

Megjegyzés: H,, | hasonléan.
Néhany fogalom:

Definicio: Az X alaphalmaz bizonyos részhalmazaibdl all6 nem iires R halmazosztalyt
GYURUNEK nevezziik, ha:

VA Be R=AUBec Ré A\B € R.

Megjegyzés:
AAB = (A\B)U (B\A) € R,
ANB=(AUB)—- (AAB) € R.
Példak:
X =R, R={[a,b] int. &sszessége} nem gyliril
X =R, R={[a,b) int. Gsszessége} nem gyliri
(x) X =R, R=/{]a,b) int. Gsszessége és ezek véges unidi} gylirt.

Definicié: Az R gyfiriit algebranak nevezziik, ha VA € R esetén A € R.
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Példaul: (%) nem algebra (ha hozzéavessziik (—o00, a) és (a, 00) tipusi intervallumokat, akkor
mar a () algebra).

Megjegyzés: Egy gylirii < algebra, ha X € R.

Definicié: Az R gytiriit o gytirtinek (!!) nevezziik, ha

o0
A, €R, n=1,2 ... esetén UAnGR.
1

Példaul: ha X =R, akkor R = {[a,b) intervallumok Osszessége és ezek megszamlalhatéan
végtelen uniéi} o gytri.

Definicié: Az R o gyfiriit o algebranak nevezem, ha VA € R= A € R.

Példaul: Ha X =R és R = {§ alaki szamok és ezek megszamlalhatéan végtelen uniéibol
allé halmaza}. Ez o gyliri, de nem o algebra. (Példdul X =R ¢ R.)

A mérték
Bev.: R, R = {RU +o00, —0o} kiterjesztett valés szamhalmaz.

Jelolés: Ry < {RT U +oo}.

Definicié: Legyen X egy alaphalmaz, A egy o algebra X-en. Ekkor a pu: A — @:{
fliggvényt mértéknek nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezok:

0) ha 4, e A(n=1,2,...)és A, N A =0 (n # k), akkor u(tjAn) = § wu(Ay), és
1 n=1
00) p(®) = 0.
Tkp.: a p mérték:

kiterjesztett valds értékii (u = oo is lehet)
nem negativ
megszamlalhatéan végtelen additiv [0 additiv; teljes additiv]

n(0) =0

(X, A, p) mérték tér

Ll o

Néhany tulajdonsag:

a) Monotonitas



’

All: ha A,Be Aés AC B = pu(A) < pu(B).

Bizonyitas:
B = AU (B\A) tovabba A és B\A

diszjunktak, igy

b.) Szubtraktivitas
Tétel: Hao A,B € A (u(A) < 0o véges) és A C B, akkor n(B\A) = u(B) — u(A).
c.) Szubadditivitas

Tétel: Ha A, € A (n=1,2,...), akkor

p(JAn) <D u(An).
1 1
Bizonyitas:
Ay, Ag . A,
def def def

By = A1, By = Ap\A1, By = A3\A2\Ay, ...
n—1
By & ANAL 1\ .. \A = AN\ A4)
1
Allitasok
a) {B;} diszjunkt halmazok sorozata
o o o o0 diSZ.. o0 (e @]
b) LlJAi = LlJBi = M(LlJ Ap) = M(LlJ By,) = Zlu(Bn) < > u(An).

n=1
Azaz valdéban szubadditiv.

Folytonossag
Tn — o = f(z,) — f(zo) & lim f(z,) = f(limzx,)
Analégia:

lim p1(Ay) = pllim(A,)]



Tétel (a mérték folytonossiga): Legyen A, € A mindenn € N-re és {A,,} legyen monoton
novd (bévild), akkor p( lim A,) = lim pu(A,).
n—oo n—oo

Bizonyitas. Legyen A, T.

Tudjuk: lim A4,, = U A,,. Igy a bizonyitandé: /L(U Ap) = lim p(A,).

Tekintsiik az Ag = (7) A1, A2\Aq, A3\ Ao, . .. n\An_l halmazsorozatot. Ezekre fenn-
all, hogy
1. dlsZJunktak

2. UA U( n\An—l)

1

()
> = (Szubtraktivités)

1 n=

fe’e) k
23 = Jim 3 (A — plAn)] =

n=1 =1

lim
k—oo

(11(A1) — p(Ao) + p(A2) — p(Ar) + ..o+ p(Ag) — p(Ag-1)] = klggo p(Ag).

) Ha An:p(An—q) =00 = A, 2 Apq = p(An) > p(An—q) =00 = lim u(A,) =

- n— oo

U An 2 Anfl
1

00 = u@ Ap) D p(An1) = 00

Ezzel kész.
Csokkend sorozatra kissé bonyolultabb:

Tétel: Legyen A, € A minden n-re A, | és Jv:u(A,) < oo. Ekkor p(limA,) =
lim p(Ay,).

(Nem bizonyitjuk ezt az esetet.)

Fontos definicié: Legyen X egy alaphalmaz. Az R o gytir(t 6roklodo o gytlirtinek neve-
zem, ha V A € R esetén teljesiil, hogy VB C A halmaza B € R.

Kiils6 mérték

Definicié: Legyen R egy oroklodo o gytri. Ekkor a p* kiilsé mérték az R-en, ha telje-
siilnek a kovetkezok:

1. u*:RH@g



2. Ha {A,} olyan halmazsorozat, hogy Vn-re A4,, € R, akkor
“*(Z A,) < Z 1" (Ay) (megszaml. végtelen szubadditivitas).
n=1 n=1

3. Ha A C B és AB € R, akkor p*(A) < p*(B) (monotonités).
4 pr(0)=0

Lebesgue-féle kiils6 mérték
(1875-1941)

Tek.: R 0sszes részhalmazabdl all6 o algebrat.
Definicié: Az R-ben 1év6 (A, B) intervallum elemi mértékét a B — A szaimmal definialjuk.

Definicié: Legyen H C R. Ekkor a H halmaz Lebesgue-féle kiilsé mértékén a kovetkezot
értjik: p*(H) =inf{ > |I,]|, ahol I,, intervallum és |I,| = b, —a, és H CJI,}.
n=1 1

Megjegyzés: Jordan és Lebesgue m. alapveto kiillonbsége, hogy itt megengediink végtelen
lefedést is.

Megjegyzés: Példdul: [0,1] rac. pontjainak halmaza: H
Jordan-féle kiilsé mérték: p*(H) =1
Lebesgue-féle kiilsé mérték: p*(H) =0
Ugyanis a rac. pontokat sorozatba szedem:
{rntnz:
r1-et lefedem I § hosszi szakasszal
ro-t lefedem I o5 hosszi szakasszal

ro-et lefedem I, 2% hosszu szakasszal
fgy HC I, és Y |1,,| = ¢, azaz pu*(H) = 0.
1 1

Megjegyzés: Az, hogy a Jordan-féle kiils6é mérték 1, az attdl trividlis, hogy 1-nél révidebb
0sszhosszisagu véges intervallumrendszerrel nem fedheto le.

Tétel: A fent definialt u* valdban kilsé mérték (azaz rendelkezik az elézékben emlitett
1)-4) tulajdonsdagokkal).

Bizonyitas:

Ad 1. p*(H) > 0 (és végtelen is lehet)

Ad 3. Hao A C B = u*(4) < p*(B) (t6bb eleml halmaz infimuma kisebb vagy
egyenld).

Ad 4. p*(0) =0. A lefedd int. rendszerben akdrmilyen révid van!
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Ad 2. Tek. [EL]°, E, C R Vu-re.

Kérdés: - -
M*(Z Eu) < Z M* (Ev}
v=1 v=1

Legyen (agj),b(y)) int. rendszer olyan, hogy E, C U (an ,(bﬁly)> és p*(Ey) + 5 >

[ee)
> b — a%”)), ahol € egy elére adott tetszdleges pozitiv szam.

n=1
Vildgos, hogy ZE C Y Sy = (S By <Y S0 —al) <

v=1n=1 v=1 v=1n=1
> [ (Ey) +

vl = Z "(By) +e.

v=1 rv=1

Mivel € > 0 tetsz6leges volt = p* (> E,) < > pu*(E)).
v=1

l\)lm

Lebesgue-mérték

Definicié: A H C R halmazt_ Lebesgue-mérhetonek nevezziik, ha minden I C R esetén
fennall, hogy u*(HNI)+p*(HNI)=|I| = (u*(I)) és a H halmaz Lebesgue-mértéken a

w(H) = def w*(H)-t értem.

Megjegyzés: > mindig all.

Tétel: Ha H Lebesgue-mérhetd, akkor VK C R esetén: p*(HNK)+p* (HNK) = p*(K).
(Nem bizonyitjuk.)

Megjegyzés: elegendé intervallumokra megkovetelni.

Megjegyzés: Ezt az alakot fogjuk hasznalni.

Tétel: A Lebesque-mérheté halmazok o-algebrdt alkotnak.

Bizonyitas: Be kell latni:

a) Ha A és B Lebesgue-mérhetdk, akkor A U B is Lebesgue- mérhetd.
b) A\B is Lebesgue-mérhet6
)
)

0
c) Ha A, Lebesgue-mérheté V n-re, akkor | J A,, is Lebesgue-mérhet6.
1

d) Ha A Lebesgue-mérhetd, akkor A is Lebesgue- mérhetd.
Csak c) bizonyitasat részletezziik.

Legyen {E, } halmaz-sorozat ugy, hogy Vn-re E, mérheté.
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Be kell latni, hogy > E, = S mérheté.
n=1
Legyen W tetsz. Be kell latni:

pr(W) = p*(W-8)+p*(W-5).
Mivel Eq mérheté =

p(W) = p* (W Er) +p*(W- Ey)
——————

W Ey.

Mivel E5 mérhetd =

Beirom: - o

1. 1épés: Tth. {E,} diszjunkt elemekbdl all. Ekkor E1Ey = Ey =

P (W) = p*(W- Br) + p* (W Ez) + p*(W - E1E»)

telJ ind. * ZM W E, (W El— En)
()
E,..E,=E,+...+E,2S=W-E;---E,2W-S
(*) miatt
wW) 2 S (B W) + i (W)
i=1
= (W) > > wH(E - W)+ pr(WS)
i=1
Zm(i e;-w) (kiils6 m. szubadditivitdsa)
fgy —
v (W) > ,U*(S : W) + @ (§ W) N
W) < ps(S-W)+p*(S- W) mindig

2. lépés. Ha {E,} nem diszjunktak

E, =FEy, E,=E\Ey,...,E, = E,\\En_1\...\E1



Ekkor belathaté, hogy

a) {E;} diszjunkt halmazok
b) Y Ei =3 Ej.
1 1

Mivel E,, mérheté = E;, is mérheté6 = > E! mérhet6 (1d. 1. 1épés), de > FE; = > E! =
i=1

[e.°]
> E; is mérheté.

Tétel: A Lebesque-mérték o additiv (megszdmldlhatdan végtelen additiv).

Bizonyitas: Legyen {F;} diszjunkt mérheté halmazokbdl allé halmazsorozat. Be kell

14tni: u(;EZ) = ;M(Ez)

Jel

1. 1épés. Tekintsik Fq, E>-t és B + E5 = W. Ekkor

p (B + Ey) = p*(E1(Er + E2)) + " (E1(Er + Ea)).
—_——— — —
E1 E2

fgy
p(Er + Ep) = p* (Er) + p*(Es).

Viszont * nem kell, hiszen mérhet6 halmazokrél van szé. Azaz

p(Er + E2) = p(Er) + p(Es).

2. 1épés
Telj. ind. ,u(;EZ) = ;M(Ez)
3. 1épés - -
SENE
i=1
Vilagos:
SO Ei=u(S) > ud_E) =Y wE) = p(S) > uE).
i=1 i=1 i=1 i=1
Ugyanakkor:
S=Y Ei=uS) <> uE) Zu ﬁuZE Zu i),
=1 =1 =1



amit bizonyitani akartunk.

Végiil e fejezet lezarasaként felvetjiik azt a kérdést, hogy van-e egyaltalan nem mérheto
halmaz. Igen, pl. az t.n. Zermel6-féle halmaz nem mérhets. (Errél bévebben Sz.-Nagy
Béla: Valés fliggvények és fiiggvénysorok cimii konyvében olvashatunk.)

A nullamértéki halmazok
Héarom definiciét adunk meg, amelyek ekvivalensek.
0. Definicié: Ha H mérhetd és pu(H) = 0, akkor H-t nulla-halmaznak nevezziik.

1. Definicié: A H C R halmazt nulla-halmaznak nevezziik, ha 31, int. rendszer ugy,
hogy H C U1, és > |I,| < g, ahol € egy elére adott pozitiv szam.
1
[Ve(> 0)-hoz 31, hogy H CJI, és > |I,| < €]
1

2. Definicié: A H C R halmazt nulla-halmaznak nevezziik, ha I, intervallumrendszer,

oo
hogy H C U1, és > || < oo (véges) és Vo € H esetén z € I, végtelen sok n-re.
1

Megjegyzés: Az 1. és 2. definiciok ekvivalenciajanak bizonyitasa Sz.-Nagy Béla: Valds
fliggvények és fiiggvénysorok c. konyvében talalhaté.

Tovabbiakban az 1. def. fog elokeriilni legtébbszor.
Néhany tény:

I. Egy pont 0 halmazt alkot.
IT. Véges sok pontbdl all6 halmaz is 0 halmaz.
ITI. Ha H megszaml. végtelen halmaz, akkor H 0-halmaz.

A 1III. bizonyitasa: H elemei sorbaszedheték hq,...,h,,.... Legyen € > 0.
I : || < § fedje le hy-et.
I : |I3] < 5 fedje le ho-t.

I, . |I,| < 57 fedje le hy-et.

HCUI,és > |I,| <e- on -
1 1
——
=1
Kérdés: Ha H O-halmaz = H megszamlalhato.
NEM ellenpélda: Cantor-féle triadikus halmaz 0O-halmaz és kontinuum szdmossagu (ld.

Sz.-Nagy Béla: Valos fiiggvények és fiiggvénysorok c. konyve).
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Mérheto fiiggvények

Fontos:

1. mérhet6 halmaz: L-mérhet6é halmaz

mérhetd fliggvény: L-mérhetd fuggvény

2. f:R — R (kiterjesztett valds értékii fiiggvény)

Definicié: Az f:R — R fiiggvényt mérhetének nevezziik, ha V¢ € R esetén az
N7 (c) == {a: f(z) < c} nivéhalmaz mérhetd.

(N f< (z): f fiiggvény c-hez tartozo6 kisebb tipusi nivéhalmaza).
Tétel: A fenti definicidban Ny (z) helyett NfS (c); N7 (o), Nf2 (x) bdrmelyike vehetd.

Tétel: Ha f,g mérhetd figgvények, akkor VA € R esetén

N

9

f
_|_
g
(ha g #0)
U
N

g
g

S T W
S N N N N
kR TR R >

18 mérhetok.
Bizonyitas:

Ad 1. )\ f Legyen c tetszoleges.

z:flr) <5 =N7(%) (A>0)
c >(c
NS(e): {z: A flz) <} @ f@) >3 =N7(5)  (A<0)
SCHUIVCRE S EAMCK <9
0 <0
Ad 2. f+g
0) Ha f mérhetd, akkor f(z) + a is, ahol a € R tetsz.
Mivel N7\, (c) = N7 (c —a), igy az allitds nyilvénvald.
00) Ha f és g mérhetd, akkor {x: f(z) > g(x)} mérhets. Ugyanis:
mérhet6 mérheto
{z: f(x) >g(x)} = U(ix : flz) > rn}Jﬂ:{x ST > g(x)};)
"’ N7 (ra) N§(ra)

(r,: Osszes rac. szamok sorozata)
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[rn-et beszurtam f(x) és g(x) kozé]
000) 0)-00)= {g: cf@)>a—g@)}={z: f(z)+g(x) > cz} = f + g mérhetd.

mérhetd N7,
2 2
Ad 3. Mivel f-g = w, ezért elég f? mérhetSségét belatni:

<ag:{® ha ¢<0

N 7 —yE < f(z) < V= N7 (=& N NE(/e), ha c>0.

f2

Tétel: Legyen X egy mérhetd halmaz és f, legyen mérheté X -en minden n-re és fn(x) —
f(x), Vo € X esetén. Ekkor az [ figgvény mérhetd ezen az X -en.

Bizonyitas: Mivel

wii@ < =UU N fule) <c— 7} (keN),
k

v n>v

ezért az allitds nyilvanvalé.

Megjegyzés: Azon, hogy egy &llitdas majdnem mindeniitt teljesiil egy X halmazon azt
értjiik, hogy az X-nek azon pontjai, ahol nem teljesiil, nulla-halmazt alkotnak.

Tétel: Legyen X egy mérheté halmaz és f,(x) legyen mérhetd X-en minden n-re, és
fn(x) — f(x) majdnem minden x € X esetén. Ekkor f figguény mérheté X -en.

Megjegyzés:
pozitiv rész: negativ rész:
o la ha a>0 =1 ha a <0
10, ha a<0 o 0, ha a>0.
Mivel
f+ - f U 0 , ” + _ . , %
- ==(fno) = hogyha f mérhetd, akkor f, f~ is mérhetd.

Megjegyzés: f = fT — f~
Lépcsos fiiggvények
Definicié: Az f:R — R fiiggvényt 1épcsos fliggvénynek nevezem, ha létezik diszjunkt,

mérheté halmazoknak egy véges {Eq, Fs, ..., E,} osztalya és {a1,...,a,} valés szam n-
es, ugy, hogy az

«;, ha xzekF, .
ﬂ@_{(x ha zeB U UE, (=bL2Z..n)
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Megjegyzés: Végtelen hosszu lépcsé van, végtelen "magas” nincs.
Példaul: A Dirichlet fliggvény is 1épcsos fliiggvény.
Tétel: A lépcsds fiiggvények mérhetik.

Bizonyitas: Definicié: Egy A halmaz karakterisztikus fiiggvénye
(z) = 1, ha z€A
XANE) = 0, ha ze€A’

Allitas: Ha A mérhet6, akkor y 4 mérhet6. Ugyanis:
R, e>1
Ng,(c) = {A, 0<c<1 tehat x4 mérhetd
0, c<O0,
Viszont mivel .
i=1
ezért minden f(x) 1épcsds fliggvény valéban mérhetd.

Lépcsos fiiggvényekre egy fontos tétel van.

Tétel: Minden f:R — R mérhetd fiigguényhez van olyan {©,} lépcsés fiigguényekbdl dllo
sorozat, amelyre lim ¢, (z) = f(z) teljesiil.
n—oo

Tovabba teljesiil, hogy ha f > 0, akkor 3¢, T; @, > 0 sorozat, amelyre @, (z) —
f(x), Yz € R.

Bizonyitas:

1. Tth.: f>0
Megkonstrualjuk a 1épcsés fliggvénysorozatot a kovetkezdképpen: Legyen

S ha ﬂ<f($)<i ahol7i=1.2,...,n-2"

= 2n 9 2n  — on g Ly y

Wn(ﬂf) { n, ha S f(:L‘)
on(x) T nyilvdnvald.

Tovabba:

0) ha f(z) véges, akkor |f(z) — ¢, (z)| < 5=
00) ha f(z) = oo, akkor ¢, =n

Tehat bebizonyitottuk, ha f > 0, mérhetd, akkor F¢, T, ¢, > 0 lépcsés fliggvényso-
rozat gy, hogy wn(x) — f(z).
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2. Legyen f tetsz6leges mérhetd fiiggvény. Mivel f = fT—f~ és tudjuk, hogy f+ és f~
is mérhetdk, ezért el6zéek alapjdn I, 1,00 > 0,0, — f1 {©n} 16pcsés fiiggvénysorozat,

és Iy, 1T ¥, > 0,0, — f~ {1} 1épcsés fliggvénysorozat. Igy

on—Pn— fT—f7=F.

A Lebesgue-integral felépitése

1. 1épés: Lépcsos fiiggvények integralja.

Definicié: Legyen p(x) egy 1épcss fluggvény az {Eq, ..., E,} és {aq,..

rekkel.
Azaz:

((L‘)_ «;, ha z€eFk
PEIZ1 0, ha z€E,U...UE,"

Ekkor ¢(z) integraljan az aldbbit értjik:

/go(:v)dac: def Zai,u(Ei).

Megjegyzés: oo is lehet.
Néhany tulajdonsdg. (A bizonyitdsok trividlisak.)
a) Ha ¢ 1épcsés fiiggvény és ¢ € R, akkor [cp =c [ f.
) Ha ¢, 1épess fiiggvények, akkor [(p+ 1) = [¢+ [1.
v) Ha o <= [ <[4 (p,9 1épesds fiiggvények).
§) Ha ¢ lépesés fiiggvény, akkor | [ | < [¢|.

2. 1épés: Nemnegativ mérheto fiiggvények integralja.

., iy } paraméte-

Definicié: Ha f > 0 és mérheto, akkor az 6 integraljan a kovetkezot értem:

/f := sup {/gp, ahol ¢ 1épcsos és () < f(xr) m.m. x-re}.

Megjegyzés: Ez is lehet végtelen is (példdul f(z) = 1; a (0,1)-en).
Tulajdonsagok:

J f >0 (Mivel ¢ = 0 1épcsds is benne van, {gy trividlis.)
Ha f > 0 mérhetd és ¢ > 0, akkor [c¢f =c [ f (1d. kés6bb)

Ha f > 0,9 > 0 mérhetd és f < g, akkor [ f < [g.
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A d) bizonyitasa: {[ ¢, ahol ¢ < f} C {[ ¢, ahol ¢ < g} = szupremumokra < §ll.
Két fontos lemma

I. Lemma. Legyen f,, az R-en értelmezett nemnegativ mérheto fiiggvények monoton névo
sorozata.
Ha [ f, sorozat korldtos, akkor lim f,(z) majdnem mindeniitt véges.
n—oo

Bizonyitas: Mivel f,(z) 1= lim f, () 3 minden z-re (esetleg co).
Jelolje H = {z: lim f,(z) = oo}.
Be kell latni, hogy p(H) = 0. Legyen av az { [ f} egy felsd korldtja (o > 0), és legyen

H,, ={z: nler;o fn(x) > am}.

(%) Vildgos: H,, monoton sziikiil6 sorozat és

n—oo

()| Hn =H, azaz lim H, = H.
m=1

Legyen

def

HF . = f{r: fi(z) > am}

(xx) Vildgos: HY k-ban monoton névé (m. rogz.) (mivel {fx} 1) és H,, = UHf,f)
k

és H,, = UHff) = klirn Hff). Mivel o > ffk Y k-ra, ezért
k —00

minden k-ra.

! 1
oz /fk > amu(H)) = p(H)) < —

p(Hp) = p(lim HYY) = lim p(HS) <

1
k—o0 k—o0 m

!

0<u(H)=plimH,,) = liglu(Hm) < lim% =0= u(H)=0.
II. Lemma. Legyen f,, az R-en értelmezett nemnegativ, mérheté6 monoton névé fiiggvé-
nyek sorozata. Ekkor lim [ f, = [lim f,,.
Ezt a lemmat itt nem bizonyitjuk.
Adéssag (az integral kordbban b), ill. ¢) alatti tulajdonsdgai)
1. Tétel: Ha f >0, mérheté ésc>0= [cf=c[ [
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2. Tétel: Ha f > 0,9 > mérhetd, akkor [(f+9)=[f+ [g.
Bizonyitas:

Ad 1. f > 0 és mérheté = F,, T 1épcsés v, () — f(x)
= cpn T, cpn — cf
lim [ cp,, Hl-lemma [limep, = [cf
lim [ cp, =lime [, =clim [, =c[f= [cf=c[].

Ad 2. ¢, és Y, legyenek olyan lépcsos fiiggvények, amelyekre ¢, T f,¥, T g, s igy

Oon+Yn 1 f+g.
Tekintsiik:

lim [ ¢, + ¢, = [lim(pn +¥n) = [(f +9)
Em [ (@ + ) =lim [+ [Yn=...[f+[g=[(f+9) =[Ff+[g

Egy érdekes allitas:
Tétel: Ha f >0, mérheté és [ f =0 = f(xz) =0 majdnem minden z-re.

Bizonyitas: o, 1,000 = f,0< [on < [fés [on— [f=0
= Vn-re [ ¢, =0 majdnem minden z-re

SOn(x) — 0

majdnem minden z-re = = 0.
onlz) — f} ] /

3. 1épés (az integrél felépitésének 3. 1épése)

+ >
Ha f mérhetd, akkor az f = fT — f~ eldallitdsban fr=0

> 0} mérhetok.

Definicié: Legyen f mérheto fliggvény. Az f fliggvényt Lebesgue szerint integralhatonak
nevezziik, ha [ fT és [ f~ végesek és

[ frfr

Megjegyzés: [ [T és [ f~ (1d. a 2. 1épést!).
Tulajdonsagok
1. tulajdonsag: "Rendor elv”

Tétel: Ha f mérhetd és h,g integrdlhatok és majdnem minden x-re h(z) < f(z) < g(z)
teljestil, akkor f is integralhato.

Bizonyitas:
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0<fF<gr=0<[fr<[g"
0<f <h =0 [f < [h”
J g, [ h~ végesek, mert integrilhaté volt

J [T és [ f is végesek!
2. tulajdonsag: Additivitas
Tétel: Ha f,g integrdlhatd, akkor f + g is integrdlhaté és [(f+g)= [ f+ [g.
Bizonyitas:

0. 1épés

(f+9)" <fr+g"
(fH+9) <f +g

=0< [(f+o)F <[+ [g"
0< [(f+o)- <[f + ]9
oldalak végesek, mert f és g integralhato. Tehat f + g integralhaté.

} = [(f+g)" és [(f+ g)~ is végesek, hiszen a jobb

1. 1épés

fro9=0U+9T-(f+9)~
fH9=f"=f"+g -9 =+ +f+g =fT+g"+([+9) =
—_— = > >

(*) /f+g /f +/ /f++/g++/(f+g>‘-

2. 1épés

A (x)-bdl adédik, hogy

/(f+g)+—/f+g /f+ /f +/ /g =>/f+g /f+/g

3. tulajdonsag: Homogenitas

Tétel: Ha f integrdlhato és A € R, akkor X f integrdlhato és
/ Af=2A / f.
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Bizonyitas:

0) A>0
[ar=font= fon = [ar= [ar=x[rr-a [ 5=
N[ [r1=a s
00) A= —1
D=1 (pH =
Igy

Jen=[eor= e =[r-[r=—r-[r--]t
000) A < 0, akkor A = —|A| alapjn trividlis.

4. tulajdonsag: Monotonitas

Tétel: Ha f < g majdnem minden xz-re és f, g integralhatok, akkor
/fé/g

(Nem bizonyitjuk.)
5. tulajdonsag
Tétel: Ha f integrdlhaté = |f| integrdlhatd, és | [ f| < [|f].

Bizonyitas: Az |f| = ft + f~ egyenléség alapjan trividlis, ugyanis [|f| = [fT+ [ f~
és [Ifl= [T =TI

Vigyazat: Ha f, g integralhato 2 f - g integralhaté. NEM!

De igaz a kovetkezo

6. tulajdonsag

Tétel: Ha f és g integralhatd és |f-g| < h, ahol h integrdlhatd, akkor f-g is integrdlhato.
(Nem bizonyitjuk.)
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7. tulajdonsag

Tétel: Ha f integrdlhatd és Ic > 0 gy, hogy | f| > ¢ majdnem minden x-re, akkor

1
- integralhato.

(Nem bizonyitjuk.)
Integralhato fiiggvények sorozatainak viselkedése

Tétel (Beppo Levi tétele; 1906): Legyen g,(x) integralhatd fiigguvények monoton névd
sorozata, igy, hogy { [ gn} korldtos legyen.

Ekkor a lim g,(z) = g¢(z) (majdnem minden z-re véges) integralhaté és lim [ g, =
n—oo

[lim g, (= [ g).

Bizonyitas: {g,} 1= gn — g1 > 0 és g, — g1 T= vehetd eleve: g,(z) > 0 minden n-re.
Alkalmazzuk az I. lemmét: g, > 0, mérhetSek és [ g, korldtos = g, — g(x) majdnem
minden x-re véges.
Most vegyiik a II. lemmat:

lim/gnz/limgnz/ngf—/g‘
—
=0

/ gn T és korlatos = lim / gn véges = / g" véges

= g integralhaté és lim / Jn = / lim g,.

A tovabbiakban az f € L jelolést hasznaljuk arra, hogy az f Lebesgue-integralhaté.

Tétel (Levi tétele sorokra): Legyen {f.} figguénysorozat: ¥Yn-re f, € L,fn(z) > 0

majdnem mindenitt és Y. [ f, konv. FEkkor Y fn(z) = f(x) m.m. wvéges és f € L,
i=1 1

ési;ffn:fi:éfn:ff

Bizonyitas: Alkalmazzuk s,(z) = fi(z) + ...+ fun(x)-re B. Levi el6z6 tételét.
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Tétel (Lebesgue tétele): Legyen { f,} olyan fiiggvénysorozat: ¥ n-re f, € L,3 lim f,(z) =

f(x) majdnem mindeniitt és g € L, hogy majdnem minden x-re |fn(z)| < g(x) minden
n-re.
Ekkor f € L és lim [ f, = [lim f,, = [ f.

(Bizonyitasat 1d. Sz.-Nagy Béla: Valds fiiggvények és fliggvénysorok c. konyvében.)

Tétel (Fatou-lemma): Legyen f, € L Vn-re, 0 < fo(x) Vn-re és 3 lim fo(z) "2 * f(x)
és A, hogy [ fn < AVn-re. Ekkor f € L és [lim f, = [ f < A.

(Bizonyitasat 1d. Sz.-Nagy Béla: Valds fiiggvények és fliggvénysorok c. konyvében.)

Kapcsolat a Riemann-integrallal

(L) (R)
Tétel: Ha f € Ry, akkor f € Ligy és [ f= [ f.

(Bizonyitasat 1d. Sz.-Nagy Béla: Valds fliggvények és fiiggvénysorok c. kényvében.)
Megjegyzés: A Lebesgue-integralhato fliggvények osztdlya bévebb, mint a Riemann-

integralhaté fiiggvényeké, hiszen a

(@) 1, ha =z racionalis,
xr) = . C
X 0, ha =« irracionalis

1’1 n. Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integrélhaté példaul a [0, 1]-intervallumon, hiszen
1

f x(z)dx =0, [ x(z)dz =1; ugyanakkor x(z) Lebesgue-integralhat6, ugyanis x(z) e}

0 0

(x(x) 1épcs6s fiiggvény, igy integralja a definiciéval is adddik.)
A Riemann-integralhatésag Lebesgue-kritériuma

Tétel: Az [a,b]-n korldtos f fliggvény akkor és csak akkor Riemann-integrdlhatd, ha f
majdnem minden z-re folytonos [a,b]-n

(Bizonyitasat 1d. Sz.-Nagy Béla: Valds fiiggvények és fliggvénysorok c. konyvében.)
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