Tételek az ”"Egyenlotlenségek kozépiskolai alkalmazasokkal 1.”

c. kurzushoz

Bernoulli egyenl6tlenség 1.
Haz > —1,n € NT, akkor (1+z)" > 1+ nx.

Han>1, akkor =" «<— =0

Bizonyitas.(teljes indukcios bizonyitds.)
n =1 igaz

Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljestl:
(14+z)F>1+kx

?
Kérdés: k + 1-re teljesiil-e, azaz (1 + )"t > 14+ (k+ 1)z
A+2)r>14+kx /-(14+2)>0
A4+ a) "> A 4+kx)1+2) =1+ (k+Dx+kx® >14+ (k+ 1Dz

=" = =0 . ha x # 0 akkor itt > van
Bernoulli-egyenl6tlenség 11.
(1+2)*>14 ax, ha g:é, r>-17"=" <— =0
Bizonyitas.A) elemi bizonyitds.
1. lépés a = § rac. p>gq, p,q €N
a p—q
l4+ax)+...+(14+ax)+1+...+1 > /(T an)

p

(ha 1+ ax < 0, akkor a Bernoulli egyenl6tlenség II. trividlis)

p
~ =~
g+ 'qo xz+0p q2 (1+a:c)q
p
PPEP 44 p> /(1 +an)
p



P
q

(I1+x)s >1+ax

== 1ltar=1 << x=0
2. lépés: a € R tetszoleges

Legyen £= — a(> 1) = £= > 1 valahonnét kezdve. (és 2= rac.)

n

Q+z)m >1+222 (1d. 1. 16pés)
N—— dn

| def. | soroatokra von. tétel szerint

1+2)* > 14z

"=7 <<=z =0, ugyanis
a>1 a>r>0 reQ
E>1ésx#0.
(I+2)" 21+ %% <= (1+2)*>1+2%)" > (1+r%) =1+ oz
Tehat ha z # 0, akkor > van

B) "nem elemi bizonyitds” (fiiggvény diszkusszio)
a>lz>-1, (14+z)*>1+ax
gz)=1+2)*—azx—-1>0

g(z) >0, —1 <z ezt kell bebizonyitani.

1) ¢'(z) = a(l +2)*1 —a >0, ha 0 < x, ugyanis
(1+2)*t>1 = g1a(0;00) —en
>1

2) haz € (=1,0), ¢'(z) = a(l + 2)*" ! —a < 0, mert
1+2)*'<1 =g (-10)
Azaz g(x) > 0 minden = > —1 esetén

Bernoulli-egyenl6tlenség I11.
1+x)*<l4ar,hal<a<l, z>-1.

Bizonyitas.

(1+a:c)§ >1+=--ax=1+=z é>1,ebb61

1
a

2



(1+az)>(1+2z)~

Szamtani-; mértani- és harmonikus koézép

ai,az, ..., a, nemnegativ szamok

A, = W aritmetikai vagy szamtani kozép

G, = /a1 ...a, geometriai vagy mértani kozép

Haa; >0 Vi=1,2,....,n H, = ﬁ harmonikus kozép.
e
Tétel. A, > G,,"=" <= Vi,j a;=a; (i,j=1,2,...,n)

1. Bizonyitas: (Cauchy) regressziv indukcio
1. 1épés: k = 2-re igaz
2. 1épés: 2" — 271

3. lépés: m — m — 1

1. 1épés:
2
% > y/aiaz, (%) > aray <= (a1 — az)? >0

77:77 i : a1:a2

2. 1épés: tegyiik fel, hogy 2™-re igaz, kérdés: 2" 1-re igaz-e?
2" db 2"db

Cll+a2+...+a2n+a2n+1+...+a2n+1
A2n+1 =
2n—|—1

2/a aon + 2%/ a
1...0U2n 2n41 ... Ugn+1 >
2\/ =n =2 eset

a1+,..+a2n + a2n+1+.,,+a2n+1
2n on
> ind.

2
1
Z \/ 27{/@1 .. .CLQTL . 27\1/(]/2n+1 .. .a2n+1 — 2n+\/a1 .. .a2n+1 — G2n+1.

3. 1épés: Tegyiik fel, hogy m-re igaz, kérdés: m — 1-re igaz-e?
?
Tlldek Am > Gm, Gm_1 = m=VYVay,...,Qm-1 < % = Am—l

_ G =
a1 a4 Amet + Gmed ind. felt. "\’/al iy —1Gp—1 = m = Gm—ll

m
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= a1+a2—|—...—|—am_1—|—Gm_1 Zme—l
al +...0m—1 > (m — 1)Gm_1

Amo1 > G

Bizonyitas.”=" <= minden elem egyenl6
7" trivialis
7. .
7=" 7=" = minden elem egyenlo
2

Tegyiik fel, hogy ”=
A, =G, (feltétel)

éSElal#CLQ

a1 +as+ ...+ ap %—i—%ﬂ—l—ag—k...an nl 01+ G2
An = - = < 2

2
) as...Q0y >
n n

> {/ajas - as...a, = G, (ellentmondés)

Tétel: A, > Gp;"=" <= Vi,j a;=qa; (i,j=1,2,...,n)

2. Bizonyitas: (Riesz Frigyes)
Haai=ay=...=qa, = 7="

Ha nem, akkor a; jelolje a legkisebbet, as a legnagyobb elemet

nay < ay+...+a, <nas

a1 < A, < ag az atlag a legkisebb és a legnagyobb szdm kozé esik

1. lépés

Meg kéne valtoztatni az a1, as-t 4gy, hogy a szamtani k6zép ne valtozzon, a mértani
novekedjen. Ha ezt sok 1épésben megcsindlom, elérek oda, hogy mind egyenld, a szdmtani
nem valtozik, mértani nott, akkor A, > G,,.

jel
ay — A, = a}
jel
as — ay +ag — A, = dl

ide olyat akarok {rni, hogy a) + a, = a1 + as legyen

e taxt...ta, aytayt... ta,
n n




Kérdés:

?
aj-as < ay-ay = Ay(a; +az — Ay,) (%)

r
0< A,aq +Ana2—Ai—a1 -2
0 < (A, —ay)(ag — Ap), tehat (x) all.
Az 1. lépésben novekedett a mértani kozép.

1. 1épés utan: ay,aq,as,...,a, — Ay, dh, as, ... an.

2. 1épés: A, A, ah, ... an, azaz

A,-t hagyom, a legkisebbet és a legnagyobbat kicserélem. (mi van, ha A, a legkisebb?
- nem lehet, mert az dtlag a legkisebb és a legnagyobb szdm kozé esik).

Szamtani marad, mértani n6
elérem: A,, A,,..., A, minden elem egyenlo

minden lépésnél A,, marad, GG,, nd, azaz

Ap=Gp>...>Gp> Gy

3. Bizonyitas:

Segédtétel: €* > 1+ x, minden z € R esetén

Bizonyitas.
e’ —1—x = f(x) f(x) >0 ezt kell biz.ni
et —1 =f(z)>0 >0 1
a) e’ >1 = f(x) > 0 (mivel f(0) =0)
et —1 =f(z)<0 <0 fl
e’ <1
e
b) e =14+ + 5:1:2 = e” > 1+ z (Taylor-polinombdl)
—~—
>0
0<é<

c) x > 0 Lagrange t.

e’—1
xz—0

e —1>z2 =eP>1+4x.

=e*>1 0<c<z



Ha x <0,

e®—e’ _ ¢
x—_o—e <1l z<e<0

e* —1>z =e">1+x teljesil.

eV 1>y haz+1=y
y helyére frjunk: Z-,...,
Ekkor:

al

€xn - > 4

S
B

pS
3

o
>
3

vV

(szorozzuk Gssze ezeket)

Q
B

ajtagt...tan a...a
= e An n 771'

v

1= Leetn
e An

n
A, > Vay...a, =G,

ez is latszik: ha valamelyik helyen éles > van, akkor a végén is.
Tétel: A, > G,;"=" <= Vi,j ai=a; (i,j=1,2,...,n)

4. Bizonyitas: (indirekt bizonyitds)
Tegyiik fel hogy 3 a1, ..., a, nemnegativ szam n-es, amelyre: A, < G,

n
Segédtétel: x > 0 esetén (1 + %) T

Bizonyitas.
a) L.L. (14 21) " 7 (binomindlis tétellel),
b) f(z) = (1 + 1) T 0 < x rogzitett

z

z — O

(n helyett vesznek egy folytonos valtozét)

21In z x z, T 1 T \?
fa) = D) = (14 D) (M4 D4z () >
H’—/ N z ,
>0 ;’
70



? x>0
M) =mm(1+2) -2 >0 T 2-i>0
t ?
N=In(l+t)——— > 0
() =h+0 -
g(t)
g(0)=0
1 1+t—-t 1 1
'(t) = — = — >0 t>0
A o R I S B A Cpe
1+t < (1+1)? g(t) 1
= g(t)>0 t>0
spec. (14 )" 1
Eredeti tétel bizonyitasa:
Tegyiik fel hogy
,"/alag...an>a1+a2+'”+an7 feltehetjikk : a1 > as > ... > ay,
n
al.u+an><a1—|—...—|—an>”:<a1+...an—nan+nan>”:
n n
1—(n-—1 n 1—(n-1 n
B Y IR SR P Ui
n nany
n(14 )" dtetel  an(1+—-)""
- z tet ( ) -
an( —|—n> segedtetel a, +n—1
[ >0, (nem lehet mind egyenld, mert akkor ”=" van, tudjuk)]
n—1 ot an — (n—1 n—1
:an<an+ 'm”) :an<an+a1+ tan-1—(n=lan _an ) —
n—1 an, n—1
:an<an+al—i—...—l—an_l—(n—l)an)”—l:an<a1—|—...—|—an_1>”—1:>
n—1 n—1

n—1
a1+...+a -1
a...0p—1 > <T1n

=1 A1 > %, azaz

G,>A, = Gup1>A,1 =...= a>a (ellentmondas)
vagy kozépiskoldban: G, > A, = ... = Gy > A,
Vaiaz > 212 (ellentmondés)

Hatvanykozepek

2 2 7
Tétel: |/ ATt > adetan o> (0 j=1,2....n
n n
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T=" — Vi, j a; = a; ,7=1,...,n

Bizonyitas. 0 <377 o (a; —ar)? = (n—1)(af + ... +a3) =237 o ajax

=" e V@j ai::aj

(n—1)a? (a1 —a2)? + (a1 —az)?* +... +(a1 —ap)?
(n—1)a3 (ag —a3)®+... +(az — an)?

(a3 — as)? + +(as — an)?

n
=ai+as+...+a>+2 Zajak < naf+...+a")
i>k>1
(a1 +...4+an)? < nla®+...+d?) / :n?
(a1 + ...+ ay)? < a?+...+a?
n? -

2
+
3
+
Q
3
(VAN
Q
=N
+3
3
+
)
-:[\)

Tétel: {52 > /2 haa>0,b>0

I. Bizonyitas: Be kell bizonyitani, hogy

(52 (55 o

— 2(a®+b%)? > (a® + )3,

— 2a5 4 4a3b® + 20° > % + 3a*b? + 3b*a? + b°,
— a4+ 0% + 4a%b® — 3a*b? — 3a%p* > 0,

— a6[1+(§)6+4(§)3—3(9)2—3(9)4] >0 221 gyoke

a a
1498 +4y3 —3y%2 —3y* =0 (y — 1) kiemelhetd, azaz
(% - 1) kiemelhetd, azaz (b — a) kiemelheté.
(@ —b)(a® + a*b — 2a3b* + 2423 — ab* — b°) >0 (polinomosztas!)
Innét kiemelhetd a — b:
(@ — b)z(g4 +2a®b + 2ab® + bA‘J) >0 a,b > 0,azaz teljesiil(x)

——
>0 >0




II. Bizonyitas: Tudjuk, hogy konvex gorbére fennall, hogy

f<a;b> < f(a);f(b)

Ezek utén alkalmazva az x = a2, y = b? jeloléseket, adédik:

3 7?7
o/ z2+y zty r24y2 (zty *
= VRSt e R s () (x)

= konvex, azaz (*) teljesiil.

Tétel: {/CH < v falTH g k€ Nt és a,b> 0

Bizonyitas: Itt is legyen x = a*, y = b*, ekkor

k+1 ak+1 + bk+1 > k ak + bk ak =z, bk =y
2 2
k41 ,jck;crl —|—y% > x x—}—y
2 - 2
I 4o
2 2

Mivel
ft) = P = konvex, ugyanis

() = ((L+ Lytw) =52 L4150, ¢ > 0 esetén, ezért (*) 4ll.

Csebisev-egyenl6tlenség

Definicié. Az a,...,a, és b,..., b, szdm n-esek ugyanugy rendezettek, ha V i, j esetén

(a;i — aj) (bj —bj) > 05 ellentétesen rendezettek, ha ” < 0” szerepel.

Tudjuk: A Y7 | a;b; akkor maximdlis, ha ugyantgy rendezettek és minimadlis, ha ellen-

tétesen vannak rendezve (ezt a tételt rendezési tételnek nevezziik).
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Legyen x1,x9,...,Zn, Yy1,Y2,...,Yn két azonosan rendezett szamsorozat. Ekkor a

rendezési tétel szerint

T1Y1+ . T TpYn =T1Y1 + .- T Tnln
T1Y1 + .o F TnlYn = T1Y2 + Toys + ... + TpY1

T1Y1 + .. T XpYn = T1Y3 + Toys + ...+ TrY2
T1Y1 + .. F XY = T1Yn + T2y + .. TpYn—1

i
gy n n n n
nzxiyi > T Zyi +$2zyi +---+$nzyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
LTS SN S
i=1 i=1 =1
D imy Tili > Do Ti . D ie1 Vi

n - n n

(%)
(a szorzatok szamtani kozepe > mint az egyes tényezék szdmtani kozepének a szorzata.)

Megjegyzés: Ha ellentétesen rendezett a két sorozat, akkor az egyenlotlenség megfordul

Z?:l TiYi < Z?:l Ti Z?:l Yi

n - n n

(%)

A (*) és (**) egyenlitlenségeket Csebisev-egyenlStlenségnek nevezziik.

Tétel (Cauchy-egyenlétlenség): Ha x1,...,zy, és y1,...,Yy, valds szamok két tetszOleges

X Y
szorzata, akkor

n
’ Z il
i=1

<\ [2oaty v (= XY <X YD
=1 =1

Bizonyitas.Legyen a tetszdleges paraméter

n n n n
0< Z(Sﬂz —ay;)? = 25’712 - 20&2%‘% +GQZ%’2 = f(a)
i—1 i=1 i=1 i=1
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méasodfoku fliggvény, ha > | y7 # 0.

Ha Y7 y? =0 <= y; =0 hai=1,...,n akkor trividlisan fonndll az eredeti
egyenlotlenség.

Ha " 42 #0 = f(a) masodfoku fiiggvény és mivel f(a) > 0 Va-ra, ezért D <0
kell hogy legyen, azaz

n n

() (5 () <o
(3ea)' < (£2) (500

n
’ Z TiYi| < 7 Z Y7,
i=1 ' =

amit éppen bizonyitani akartunk.
Megjegyzés: =" <— Vi =1,2,...,n x; = ay; = = a, azaz - a 2 vektor egymdsnak
konstansszorosa.

Tétel: Ha f(x) az [a,b]-n J-konvex, akkor V. a <z <xy <...<z) < b esetén:

f<:c1+...+a:n> - flx)+ ...+ fzn)

n n

Bizonyitas.
a) 2 — 2nt!
byn—n-—1

a)

X1+ ...+ Ton +l’2n+1+...+$2n+1
I oo )

- .'L’l—f—...—f—xgn x2n+1+...+$2n+1
_f< 2n + 2

r14...+xon m2”+1+--~+$2n+1
G i Rt G ) ind. feltetel ) F A S (@)
2 ) an+1

<
) mivel fJ — konvex

(mlwﬁ_””n_ﬁw f(w1)+...+f(:cn_1)+f<%>

n n



m1+...+xn_1> < f(.’L’l)—f- —f-f(.’,lfn_l)

n—1 n

m1+...+xn_1 f(.’lfl)—f-—f-f(.flfn_l)
n—1 >< n—1
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