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Pélya Gyorgy: "Ha a tudomany valamelyik teri-
letét (vagy elméletét, vagy fogalmat) tanitjuk, akkor
az emberpalantaknak nagy lépésekkel nyomon kell
kovetnitik az emberiség szellemi fejlodését.”

A végtelen a matematikaban:
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Ellentmondasos; vitatott, misztikus

”Mindig nagy falatnak tiint”

”Megosztotta a matematikusokat” (Kell-e? Dobjuk
el!)

” A végtelent legjobb elkeriilni” (Galilei)

” Osid6k ta semmi sem kavarja fel annyira az emberi
értelmet, mint a végtelen kérdése” (Hilbert)
”Hovezetési probléma - Fourier (XIX. szézad!!)



Példak (ellentmondasok, meghokkentd dol-
gok a végtelent tekintve)
a) Galilei-féle paradoxon:

1« 2
24
3+ 0

(kolesonosen egyértelmti, akkor "ugyanannyi”

elem, Kalmar-lovasok)

Paradoxon? Ellentmondas? Rész—egész régi fel-
fogasa’?

[S6t [0; 1] és [0; 2] példajal

2 | 1
b) (0;1] szakasznak ”ugyanannyi” pontja van, mint

1
[1; 00) félegyenesnek (Id. y = - grafikonja)



, T
(vagy (—1;1) és (—oo;00),y = tg 5T vagy y =
‘)

0; 1] szakasznak ”annyi” pontja van, mint az
egységnégyzetnek, ill. az egész siknak.
A madszer:

X
1+ |x
c)

P = (O, aias...;0,b105 .. )<k—e>0 aibiagzbs ... =p



Definicié: (ami ”feloldja az ellentmonddst’,
ami abbdl adédik, hogy a végesre igaz szabalyokat
akartuk a végtelenre ”erGszakolni” (u.i.: a rész és
egész problémajat)

Egy halmazt végtelen halmaznak neve-
ziink, ha van olyan valédi részhalmaza, amellyel



a halmaz ekvivalens (azaz ”ugyanannyi” pontja
van).
(Ellenkez6 esetben wvéges.)
[Kihﬁztuk a ”paradoxonok” méregfogat.]
.. (természetes szamok)

1,2
{ } : racionalis szamok

A raciondlis szamok ”ugyanannyian” vannak,
mint a természetes szamok (azaz Megszamlalha-
téan végtelen sokan vannak) (Szamossag)

Abra:
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(innen a negativak is és utdna az Osszes)

e) Racionalis szamok lefedhet6k 1 mm hossza piros

cérndval (" potencialis végtelen”)
jel

1l mm e
{Tl,Tz,...,Tn,...}

E E e
7“1—>§, 7"2—>2—2,...,7°n—>2—n,...



. 1 1 1
Igy: € (5 + 52 + 53 + - ) = 1-¢ (1d. ”csoki”).

f) Van-e olyan, aminek ”t6bb” pontja van, mint a
term. szamok (ill. racionalis szamok) (azaz nem
megszamldalhato)

Igen: Valés szamok (CANTOR)
Modédszere: (a (0; 1) intervallum Osszes (valds) pont-
jara)
Indirekt:
L1 — O, uiiui2 ...
L9 — O, Ua21U22 . ..

Tn =0, Un1Un2 - . .

(pl.: 0,5 =0,499.. .-et vegylik)

Legyen y = 0, v1v20v3 . . ., ahol legyen v,, = 2, ha
Unn = 1 és legyen v,, = 1, ahol u,, # 1.

Hapl. y =z, = 0,up1Un2 ... Upn - -

Elnevezés: Kontinuum-szdmossagi (valos sza-
moké)

Problémak: Van-e a megszamlalhato és a kon-
tinuum kozott? (Kontinuum-hipotézis)

Godel (1940): nem céafolhato; Cohen (1963):

nem bizonyithato.



Van-e a kontinuumnal nagyobb szamossag?
(Azaz van- e olyan halmaz, amelynek "t6bb” eleme
van, mint a valds szamok.)

Igen: Az Osszes részhalmazok szamossaga na-
gyobb, mint a halmazé. [Pl. valds fiiggvények|

Néhany tovabbi ”furcsasag”, ”vitara okot
adé” probléma
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4+ =4+ 4+ —=+---=1
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B)1—-1+1—-14+1—-1+---=7 (Leibniz)
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Osszeg: 0;1; 5
1 1—=x
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© 14z +2° 1 — 23 Ty v
1
x@—~c¢§:1—1+1—1+~-

(Dobjuk el!!) (Vigyazat! Akkor eldobjuk a
tizedes torteket.)
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0+1+0-o+0+5+0--+0+ =4
0+ 40— Tqo4tio-tioy =2

2 4 6 8 2

(1) +(3):

1404524044t =>4
3 5 7T 4 9

=

1+———+—+1——+$+ ng#A

(Dobjuk el!!)
Megjegyzés: A =1n2 = log_.

1 .
d) sgnr = — (sina: + 2 5T + - ) (Fourier 1807)
m

3
(Dobjuk el!!) |[Euler, D’Alembert, Lagrange,
Cauchy (biz.)]



4 Xi ) 1 1 2 3 4
H 4 sin(2k + 1)x
U 2k + 1
2,
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Definicié (kell)

o
a1_|_a2_|_..._|_an+...:zaki3
k=1

Sp = a1 + ---a, — S, akkor az Osszeg s, egyébként
divergens (nincs Osszege)

Ellenorizzik:

0 te bl oy
2 922 93 2" N

00)

l—-1+1—-14+1-1+4---
s1=1,80=0,83 =1,s4 =0 = NINCS 0sszeg

1 1
000) 1—=+4—=—--- = In2 (adtrendezett mar egy masik

2 3
sor) (Abszolut konvergencial!!)

0000) Fourier sora is OK, hiszen lehet olyan, hogy foly-
tonos figgvényekbdl all6 végtelen sor Osszege
nem folytonos. (Biz.: XIX. sz. masodik felé-
ben) (Dirichlet, Abel)

A végtelen osszegek ”haszna”

. 13 1
13=--- : 1 SOI: @ = ——;q = ——
a) 0,13 (mértani sor: a 00 4 100)
1 1 1-3 1-3-5
DV2=lts-wo Ty oo




n — % (NEWTON)
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v) sine =0 — — + — — - -
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1 /5 |9 |13 /17 [21 |25 |29 |33 |37 |41 |45 /49 |53 |57 |61 |65 |69
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11 115 |19 123 27 |31 |35 |39 |43 {47 |51 |55 |59 |63 |67 |71

1 1 1
4(1-Z242-2
( 3757

5) 7 — )
T3, 14...
i.e. 2000 (B) 3,125
(F) 3,16
250 (A) 3,1418
1.8Z. 203 : 5 tizedesjegy
480 : 7

1429 : 14

1610 : 35

1719 : 112

1847 : 152

1874 . 527

1973 : 1001 250

2002 : 1 240 000 000 000

2010 : 5 000 000 000 000

2012 : 1 241 100 000 000 000 000



FrANGOIS VIETE (kb. 1579):

1 1
N =+ == = F =A== =4 ]=
- 2\2 2 2\2 2\2 2\/ 2
JOoHN WAaALLIS (kb. 1650):

7T_2-2-4-4-6.6.8.8...
9 1.3.3.5.5.7.7.9...°

WILLIAM BROUNCKER (kb. 1650):

MADHAVA, JAMES GREGORY, GOTTFRIED WIL-
HELM LEIBNI1Z (1450-1671):

T 1+1 1+
4 3 5 7 '



(lasst, de szép; Newton; biz. a kényvben)
Isaac NEWTON (kb. 1666):

3v/3 9 1 1 1
:—+24( 3 5 7 9_"')'
4 32 5.2 28 -2 72 -2

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
420+ 5
= Z ol2n+d -

VB X (4n)! [1103 + 26390 7]
9801 == (n!)* 396" '

1
T

DAviID CHUDNOVSKY ¢és GREGORY CHUD-
NOVSKY (1989):

1 Z 6n) 13591409 + n 545140134
a (3n)!  (640320%)+1/2

(Minden djabb tag hozzavétele kb. 15 tjabb pontos
jegyét adja m-nek.)
JONATHAN BORWEIN és PETER BORWEIN (1989):

(A +nB)




ahol

A :=212175710912v/61 + 1657145277365
B := 13773980892672v/61 4 107578229802750
C := [5280(236674 + 30303v/61)]°.

(Minden 1djabb tag hozzavétele kb. 31 tjabb pontos
jegyét adja m-nek.)

DAvVID BAILEY, PETER BORWEIN és SIMON
PLOUFFE (1996):

_il(ll 2 1 1)
TT 2 767\8i+1 8i+4 8i+t5 8i+6/

Megjegyzés: irracionalitds; transzcendencia; 1761
Lambert; 1882 Lindemann



Egy porszem viragot terem,

S egy szal vadvirag az eget,
Fogd fol tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)



