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Nincs taldn mésik olyan szédm, amely annyi érdekes jelz6t
Japott volna, mint a .

izek kozil csak nehanya,t emlitek: BAMULATOS BA-
VULATBA EJTO, TITOKZATOS, LENYUGOZO, REJ-
TELYES, KIFURKESZHETETLEN.
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Kedvenc témdm:- Vegtelen sorok de a7 is (kltUZO) 35 M»)ﬁ’é’f
(Rajveer Meena; 2015; 21 év; 70.000; 9 éra 27°) + Foga-
das! .

Kalmar prof. @
A) Egy kis bevezetd (,w_sz_g ™ f(T o Weue )

i.e. 3000 (Egyiptom) 7~ 3 (7r: a,ra,ny, nem 7r) b 4TS |
Le. 2000 (Babilonia) 7 ~ 3,125 A =
| 4y 2 |
Le. 2000 (Egyiptom) 7 ~ 3,16 [(d—— g) J; d :abwmed
- atméro mt
Arkhimedesz: (i.e. 300) £

1) a kér 4tmérGje és a kerulete nem osszemerhetgfiam-
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} Megj. - - o Hatv sor integralasa; A%/el-
| ., ® 1 1 1O
tétel, |x| < 1, Leibniz, Weierstrass. Pl.: 1 — "3 4 FET T 4

) XK N
.Z 12! (ATRENDEZES) ($80 U VAL, TAR TAS)

Abszolut konvergenc1a CA—-‘» Q4 WWW)

n T, o

2. Newton (XVII)(E\X\LL\DES% & A?‘Ur“ Ml’:Dt:Q) ( 0\\%@
: N, C’“ -A) _ - &*\) n
Moédszer: \ ) ( )wabm&m

Al )
n

L+z)™ = 3> (?) 28 = (14 a2)0° Z()_

k=0 Prar

binomialis sor

(golyk; Abel) (Anatémia...) ale—1)--(e—k+1)

k!

() * =55 D cobsrfikel)
a:’%.;aj‘m——ZCQ (de,&\\.‘."ﬁiww "y ~-
/ 1 d.il?—arCSIIlac-*g;—|_1$3+1 32" @
:>aJ1°(:sinl—_7I:;>

2 6
= 6(2+ S F et )LM

L. Mellékletben még nehany sorfejtes oo dagy
g orek-afs - Q , @()

& ». :




ie. 2000 (B) 3,125 (31)
(B) 3,16 [4(8)’]
250 (A) 3,1418

1.8Z. 263 : 5 tizedesjegy
480 : 7
1429 : 14
1610 : 35 (Ludolf van Ceulen)
1719 112 -
1847 : 152
1874 : 527

1973 : 1 001 250

2010 : 5 000 000 000 000

2020 : 50 -10%2

2021 : 62,8102 (SvaJc 108 nap, 8 ora)
2024 : 105 - 1018 (Rajveer Meena) h1telesﬂ:esr(
LS 3’\/‘0' A (,.. AN c\\wu&\) Eﬁbl
MIERT KELL SOK JEGY‘7 (MARS SZONDA) |

1970 koriil MARS szonda 102.000 km-rel elkeriilte volna |
a bolygé; ha m = 3, 14-et vettek volna 31 jegy helyett. Ez |
a Hold-Fold tavolsdg harmada. NASA: 15 jegy (Facefr)

A tovabbiakban bizonyitds nélkil sorolunk fel néhany
érdekes elallitast (a szerzével és évszdammal egyiitt).

FraNngols VIETE (kb. 1579):
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MADHAVA, JAMES GREGORY, GOTTFRIED WILHELM
LEIBN1Z (1450-1671):
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JOHN MACNIN (1700):

1 1
m = 16 arctg— — 4 - arctg— =
5 239

0,2° 0,2° -
T=16(0,2 — o+ .
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1 1 1
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IsaAAc NEWTON (kb. 1666):
3v3 1 1 1
"= 24( _ ~ — )
‘ 4 3.23 5.2 928.27 72.929

_e(t, t , 13 o
TP 29 3 3 4.5

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
I > /2n\°42n +5
T Z n | 912nt+d -
n=0

V8 i (4n)! [1103 + 26390 n]
9801 <~ (n!)4 3964n

1___
~ —

* Davip CHUDNOVSKY és GREGORY CHUDNOVSKY (1989):

e ——

_ 13 Z (6n)! 13591409 + n 545140134
(n')3 3n) (6403203)7+1/2

(Minden UJabb tag hozzavétele kb. 15 tjabb pontos jegyét
adja m-nek.) . Ld. 075X

JONATHAN BORWEIN és PETER BORWEIN (1989):

( (6n (A+nB)
=12 Z 3(3n)l  Cn+1/2
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W .
ahol

A = 212175710912/61 + 1657145277365
B := 13773980892672v/61 + 107578229802750
C := [5280(236674 + 30303v/61)]°.

(Minden tjabb tag hozzdvétele kb. 31 UJ abb pontos jegyét
adja m-nek.)

DAvID BAILEY, PETER BORWEIN és SIMON PLOUFFE
(1996):

i ( 2 1 1 )
e 8i+1 8i+4d 8i+5 81+6/

van még ennél is ” gyorsabb”
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2. — = — (Euler; 1736; 100 év, memdria); az
| n=171" 6 (i

elsé 20 jegybdl (torta, faliszényeg, villamos, smg,n{é;)
Memdria Vergilius; n°:10 < n < 100; Pietro Magnoli
(1636)
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szam, amelyek kozé legalabb 108 db primszam esik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az &llitis nem 1gaz, azaz
minden n természetes szdm esetén n2 és (n + 1)? kozé
kevesebb, mint 10 db primszém esik.

Jelolje p§”) e pgz) ezeket a primszdmokat. Ekkor
tehat s, < 10° teljesiil minden n esetén. Nyllvanvalo

hogy ekkor

10° > ! S & . -1 -+ : {\
2 n n o “(n) °
L pg ) pé : pgn)

Viszont, ha mindkét oldalt osszegezzik, adddik, hogy
(1l e N T iy

ahol a jobb oldali 6sszegben az 6sszes primszam reciprok
osszege van. Ez nyilvéanvald, hogy ellentmondds, mert a

co
D 1 le sor konvergens, a Z —— sor pedig divergens,

L — |
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1+1+1+ _ 2° 1,
| 24 © 3R ~1.2.31"
IR RPN o
24~ 34 513"

1 21
1+—2—6'+§'6-+ —Wgﬂ"
TREIR R

28 | 38 T
! ! 2°5 19
1+210 310+" — 113"
1 1 210 691
1 i .
T Tt 13! 105
11 2235 |,
1+214+314+”—T5—!_1—7r
1 214 3617
T —— ez — 16
ot 7 15
1 216 43867
14+ — 4+ = 18
Tom 191 21 "
1 2181292977
) [ O Ep— 20
Tom 211 55
1 220 854513 ,,
@t T Ty T
R 2221181820455 ,,
224 T = 925 973 T
14__1__F__.__22476977927 06
925 T 1 "

o | T
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an, = nsin(2ren!) = nsin [27m’ Z ]
==

' 1 1 1 |
: | : il o
n8111{27m.(1+1+2!+...n!+(n+1)!+...)]

_ 1 1
-:nsm[Qw(n_,_l -+ (ht Dnt2) —l—)] =

2T oy
> nsin > T Lo Sk,
. n+1 <&AUM—K 1\-

Masrészt

ko 1
an_<_n27r( - +...)§
n+1 (n+1)(n+2)

1 1
-+ . ):n27r—1'277
n+ 1 (n—!—1)2 n

%
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sor problém4ja.
n=

fSegedtetel (Dirichlet-féle krlterlum) Ha a, | 0 és by +

bg—}— 4+ b, sorozat korldtos, akkor Z anby konvergens. |

n=1
ngzonyzta,s (Cauchy- -kritériummal)

T

- e

n

| E agby| = E ag(Br, — By_1)| =

E mn n—1

? = E ax By — E ax11B| =

r ™m m—1

+ n—1 o
— E Bk (aflc — ak—]—l) — amBm—l 1= anB'n, < )

m

gK(amﬂan)+Kam+Kan~»0,

% 1 RAR) M“Uﬁf\x,ﬁuo . Novy.
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A példaban szerepl6 sor konvergencidjdnak bizonyits-
sahoz most azt fogjuk beldtni, hogy az

S, =8nl+sin2-4.---4+sinn

sorozat korldtos.
 Ez a kévetkez8 trigonometrikus azonossdgbdl adédik:

2 2n-+1
COS 5 COS 5 X

?

%X sinz +sin2z+ -+ +sinne = el
- — 2sin &

) Y

Loy V== (x # 2k, k € Z).

Ezt konny beldtni példaul teljes indukciéval, vagy a jobb
‘oldalon levd nevezdvel végig szorozva és alkalmazva a

2sin asin § = cos(o — ) — cos(a + f3)

Osszefiiggeést, a bal oldalon egy teleszképikus osszeget,
kapunk, amelyben a megmaradé tagok éppen (34) jobb
oldalan a szamldléban levd két taggal egyenlSek.

- Tehét . X1 alkalmazdséval az adddik, hogy

Sn| = |sinl +sin2+ - 4 sinn| =
cosy —cos 2| g -
| 2sin1/2 | Tsinl

azaz {s,} valéban korldtos sorozat.
Ezek utan alkalmazzuk a Dirichlet-kritériumot s,

oo . 00 (2 &'xh“ £ N |
_ 3 e Z sinn Z , 1

' n L i et
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Se'g'édtétel. Legyen « irracionalis szam. Ekkor 1é-
tezik végtelen sok p, ¢ egész szam gy, hogy

1
]Od—"gl<—2
q q

- (Ez a skatulyaelv segitségével konnyen adédik.)
Most térjiink ré az eredeti allitds bizonyitdsara:

Legyen o = g, g-t pedig vegyiik 1-nél nagyobb p&-

n ratlan szdmnak 1gy, hogy fenndljon, hogy

< l Wl<1<ﬁ
- —==| < =, azaz - < =-< -
5 b Ll

- Mivel g paratlan, a ctg fliggvény differencidlhaté a
[ T m N W} - "
~ ——; q— -+ —| intervallumon.
q 9 1’ q 5
fgy a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint

A
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1 zapés qg kozott ugy, hdgy

(*) |ctgp| = Ictgp—ctgq '—‘p qzlsm o

1
Mivel ——— < 2, igy (%)-bél kapjuk, hogy

sin“z
1 q_ D
lctgpl<2!p q-—filtgpl> F
2lp - a3
végtelen sok p-re
t 1 tgn
lgp’ A g 50,
4 n
. ., tgn  tgn_ tgn
Me . § fokrsy z, 0
€gjegyzes 2 7 e

@m ¢ Hao zrmczonahs szdm, akkor Eip

| 0 (D Qs €
4 - Lo \ Z), hogy
1
Ci{'—gf- <—:'2-"
dn{.. 4,
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Bizonyitas. Legyen n fix, n € N és tekintsiik
a kovetkezd (n + 1) darab valds szdmot.

(*) 0, a—la], 20— [2a], ..., na— [nal;

~ ezek mind beleesnek a 0, 1) intervallumba. Mivel a

- i1
() [l,j ),j:(),l,...,nl

n n

lefedi a [0,1)-et, ezért kell lenni legaldbb két olyan
pontnak (skatulyaelv) a (x) pontok koziil, mondjuk

nia — [nia) és nga — [naal (0 < ny < ny < n),

amelyek egy intervallumba esnek a (xx) intervallu-
mok koziil (u.i. (x) (n + 1) pontot tartalmaz, (xx)
pedig n db intervallumot).

Igy )
[n2a — [n2a] — (n1a — [n1a])| < =

azZaZz

S|

| (ng — nlloa —\([nga] — [nla]ll <

h .

?

e "

dn DPn -

4
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AZazZ

1.
<_
0,

1 1
G —pr| < — < — =
n 4n

Pn
e

dn

' 1
(Ha n* olyan, hogy az el6bb kapott |q,-a—p,| > et

o 1
akkor djabb —* adodik ugy, hogy |ag;, —pp| < — —~
dn
igy djabb £y kapunk, azaz Végtelén sok ilyen tort

T
adodlk
A (cosn)™ sorozat vizsgalata
b l.: a sorozat divergens.
1. Meég utatjuk hogy van olyan sorozata,

ame - hez tart.

2. Belatjuk, I

B 3{pn} hogy dos pn | > 5 ha

n elég nagy.

Ad 1. Logyen i = |3 m} e~ (5 + k)

| COS T ]nk =




At r_
{[?“Wﬂz <w \J BULJL\%Q\Y e~ (e

B -ATU’/\ NA SR (&\w\-‘mﬁ( Qﬁ,\cwwla)ﬁ( o)
s >_______-—-'¢-_,__—‘g-—"_—"=’7‘
ﬂ,\& -5? L Do aJ‘))sz* =4 Q7Y &\P

A
| i =
ool A aes o 4 ez detinbls wq@wﬁ

Amaﬁﬁ;m % ( B ’R> j e e
3

2. - =3 { }— 2 .g - i)

Pj /bm\i-_ = '\‘%"-, e Mﬂ*‘(\”’%*‘i—% k-

E Ao o ( 1&%\
T atrie e Foopyey
U“Q\QM\ Qe Q@mﬂ 2N :ﬁu
od .
A/U«’w 0 0,54 Z(o\%uz’h*}--} ’Zaﬁ:ifiww) /5@/[’ v
A=

s &&(/‘%%J\ %‘u)\u——hmf\c\\\& Wﬁ%m‘gl
zi

ol a4 T
. %ﬂ%rgi\ﬂfmmd*r | )&‘\__: T \ g nidy

. !
\\ 3 3 &)
=% :

&“ XA&M\M%} M&M gﬁjﬁ’&or}ﬂ‘m,_. .

HU\ *-;?‘_ L 0%0 | &,Q:)/R;\«c* f(\/l\ gdz WM Ko
Non. (L Fepar Brgsd yoqei (i



B AU A T ivecionill, aadw.  AFUSCELEY
@ .Kﬁ\whﬁ'\”}td‘) m\/ __-\-7% ( ‘CL)EI\A—’E, (116 6 N . (IV\(‘JWC/(‘/L*)

N s
- 1
Tekintsiik a g(x) = ;l—':c”(a — bx)" fgv-t. Nyilvan g(x) =
1
E(AO$R+A1$R+1+' : '+Anx2n)7 ahol A07 Ala A27 IR An =
Z

1. Részallitas.

a) g(0) = ¢'(0) = ---g»=1(0) =0

B) g™ (0), ¢gint1(0),...92™(0) egész szamok.
Tehdt ¢(0), ¢'(0), ..., g3 (0) € Z.

2. Részallitas.
a) g(m) =g'(m)=--- =g V() =0
) g(n') (), g("’+1) (m), .. .9(2”) () egész szamok

: . -y a
Megjegyzés. t = a—bx helyettesitéssel z = 7 = 7Te =10

lesz, igy adddik az el6z0 ponthoz hasonléan.



t:a,—bzlz:>ac:a_t
b
r ., g  Lomf@—1 n_
g(af:):-r;l—!:c (a — bx) -—at ( ; ) =
1 n o un __
1 |
= o [Aot™ + At 4 At =
1
=~ [Ao(a — b2)" + Ay(a — bz)" ! + -+

+ A, (a — bx)*"]

(£ O™ a bels6 fliggvény n derivaltja)
Tehdt g(7), ¢'(7), ..., (1) € Z.
Azaz Osszegezve:

(1) 9(0),4'(0),...,9*(0) € Z

(2) g(m),g'(n),...g%(r) € Z
Tekintsiik (parcialis integrélassal):

- F(x) = /sina:g(a:)d:c = —coszg(x)+
/cos zg'(z)dx = — coszg(x) + sinzg’ (z)—

fsin xg" (z)dx = — coszg(x) + sin zg' (z)+

coszg”(x) + -+ £ coszg?™ (z)
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A N-L formulabdl

(3) fsin zg(x)dr = F(n) — F(0) = egész szdm (1d. (1),

Vilagos: sinxg(x) > 0, ha x € (0,7)
— [sinzg(x)dz > 0 és (3) alapjan egész szam
0

Becsiiljiik:
. : a .
sinx <1, a*bxga,:cggzw. (Rajz)
. T anﬂ_n
Igy [sinzg(x)dr < —— azaz
0 | :
1< =T — 0, ha n — oo,
n! n

ami ellentmondas.
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Egy porszem viragot terem,

S egy szal vadvirag az eget,
Fogd fol tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)










