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Pélya Gyorgy: "Ha a tudomany valamelyik teriletét
(vagy elméletét, vagy fogalmét) tanitjuk, akkor az em-
berpalantaknak nagy lépésekkel nyomon kell kovetniiik
az emberiség szellemi fejlodését.”

A végtelen a matematikaban: (2500 év; a végtelen
tudomanya; a matematika csodakorséja)

Ellentmondasos; vitatott, misztikus

"Sok képtelenség adodik a végtelen tagadasabdl is és
elismerésébdl is.” (Arisztotelesz, i.e. 384-322.) (v/2 nem
szakaszos)

”Mindig nagy falatnak tiint”

”Megosztotta a matematikusokat” (Bolzano, 1781-1848)
(Kell-e? Dobjuk el!)

” A végtelent legjobb elkeriilni” (Galilei, 1564-1642) (Pa-

radoxon)

” Osid6k 6ta semmi sem kavarja fel annyira az emberi ér-
telmet, mint a végtelen kérdése” (Hilbert 1900 PARIZS;
23, 1)

”A levegoben volt, ha nem is beszéltek roéla.” Példaul:
Arkhimedesz: kiyd; Euklides a primszamokrél (a;b;c);
ikerprimek (komputer); Goldbach (1742).

Példak (ellentmondasok, meghoékkent6 dolgok a
végtelent tekintve)

a) Galilei-féle paradoxon:



1 < 2
2— 4
3 6

(kolcsonosen egyértelmi, akkor ”ugyanannyi” elem,

Kalmar-lovasok)

Paradoxon? Ellentmondas? Rész—egész régi felfogasa?
(Bolzano, 1781-1848; a rész # egész).

AXTIOMA: ” Az egész nagyobb, mint a része.” (Eukli-
des)

b) vagy [0;1] és [0;2] példaja (z — 2x)

2 1

x
cazaz a (—1,1
1+ |x| ( )

intervallumnak annyi pontja van, mint az egész szame-
gyenesnek. De: (—1;1) « (0;2) « (0,1).

Definicio: (ami ” feloldja az ellentmonddst”, ami abbdl

vagy (—1;1) «— (—00;00), y =
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adddik, hogy a végesre igaz szabalyokat akartuk a végte-
lenre ”erdszakolni” (u.i.: a rész és egész problémdjat)

Egy halmazt végtelen halmaznak neveziink, ha
van olyan valddi részhalmaza, amellyel a halmaz
ekvivalens (azaz ”ugyanannyi” pontja van) (kolcs.
egyértelml megfeleltetés).

(Ellenkez6 esetben wvéges.)

[Kihtztuk a ”paradoxonok” méregfogat.] Ferdinand
Ludwig Philipp Georg Cantor (1845-1918; német) nasz-
ut; Dedekind; elismertség; depresszid; intézet.... (cikkeit
sokszor visszavonta) (nem értették meg) Jarjuk be egy
kicsit Cantor utjat. (Bogracs!!!)

c) 1,2,3,...,n,... (természetes szamok) Megszamlal-
hatéan végtelen halmaz (= egész szamok is). Sza-
mossag.

d) {g} . raciondlis szdmok (p,q € Z;q # 0)

A raciondlis szamok ”ugyanannyian” vannak, mint a

természetes szamok (azaz Megszamlalhatéan végtelen
sokan vannak) (HIHETETLEN — ORULET)
Abra:

Wl DN = ==
WIN NN —H DN
Wl W N W —H| W

(innen a negativak is és utdna az Osszes)
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Megjegyzés: (masik bizonyitas) Szamparok (n,m) <

(2" - 3™); (n,m € NT, majd az Osszes) szdamhdrmasok,

szam n-esek, polinomok (egész e.h.); v/2;v/3;.. .. (algeb-

rai irracionélis) (PIROS CERNA).

e) Van-e olyan, aminek ”t6bb” pontja van, mint a term.
szamok (ill. raciondlis szamok) (azaz nem megszdmldl-
hato) (" Végtelenek kozott nem lehet kiilonbséget ten-
ni.” (Bolzano < Dedekind) (XIX. szazad)

[gen: Valés szamok (CANTOR) (4 év)
Médszere: (a (0;1) intervallum 0Osszes (valds) pontjara)

Indirekt: (tegyiik fel, hogy megsz., azaz sorrendbe szed-
hetd)

L1 — O, Ui1uU12 . . .
X2 — O, Ua21U292 . . .
xn — O’ Un1Un2...Unn...

(pl.: 0,5 =0,499.. .-et vegyiik)

Legyen y = 0,viv9vs..., ahol legyen v,, = 2, ha
Upn = 1 és legyen v,, = 1, ahol u,, # 1.

Hapl. y =2, = 0,up1Un2 ... Unp - - -

Elnevezés: Kontinuum-szdmossdgi (valés szamoké)
Cantor féle diagondlis eljaras. (halmaz elm., informati-
ka). (Kerékjarto bizonyitasa) (Gyongyszem ld. fajl végén
szkennelve.)

Problémak: Van-e a megszamlalhato és a kontinuum
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kozott? (Kontinuum-hipotézis) (Hilbert 1. a 23-bdl, 7 Sen-
ki sem lizhet ki benniinket abbdl a paradicsombodl, melyet
Cantor teremtett nekiink.” (D.H.)) PARIZS — 1900.

Cantor: ” A matematika lényege annak szabadsagaban

van; sokkal hasznosabb a matematikai kérdések felvetése,
mint a problémak megoldésa.”) (V6.: ERDOS; PINTER)
Godel (1940): nem céfolhatd; Cohen (1963): nem bizo-
nyithaté. (Axiéoma-rendszer!!)
Megjegvzés: N, Q, Algebrai rac.,irraciondlis (Def.), transz-
cendens; Lambert; 1760, (7 irrac.) (v.0. Archimedes.); Li-
ouville (1844); Hermite (1873) (az e szam transz.); Linde-
mann (7 transz.) (1882); Kronecker 1866-1903. (sinr; cosr,
ha r # 0,r € Q.) Kov.: A kor négyszogesitése; vo.:
V/2; \/7; lengyel matematikus.(!!!)
Van-e a kontinuumnal nagyobb szdmossag? (Azaz van-

e olyan halmaz, amelynek "tobb” eleme van, mint a valds
szamok.) Pl: Cantor kérdése: A siknak az Osszes pontja
ilyen-e? NEM.

g) A (0,1) szakasznak ugyanannyi pontja van, mint az
egységnégyzetnek, ill. az egész siknak, sot az egész ha-
romdimenzids térnek, azaz kontinuum. Moddszer: P =
(O, ai,as2,0as, ..., O, bl, bQ, b3 . ) — O, alblagbgagbg.
Cantor: "Latom, de nem hiszem” Mit gondolt réla

el6szor? 3 évig ”bizonyitotta” az ellenkezGjét; 1871-1874)
Az egységnégyzet és az egész sik kozotti megfeleltetés

trivialis.

Tehat a siknak nincs tobb pontja, mint kontinuum



(azaz valds szdmoké)

h) Van-e a kontinuumnél nagyobb szamossagti halmaz

a)

3)

Polinomok (megszamlalhaté) (egész eh.)

Folytonos fiiggvények (kontinuum) (HF; Sz.-Nagy
Béla). (Egyetem.) (Vajt szemiek, 1d. a fajl végén,
szkennelve.)

Az 6sszes fiiggvény; ET.: R (kar. fiiggvény); a va-
16s szamok Osszes részhalmazanak a halmaza na-
gyobb szamossdgui, mint a kontinuum. (Cantor té-
tele.) Egyetem. (Pl. k£ elem halmaznak hany rész-
halmaza van.)

A természetes szamok 0Osszes részhalmazanak a hal-

nelve).
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Egy porszem viragot terem,

S egy szal vadvirag az eget,
Fogd fol tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)
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A 0 <X <1 feétételnek eleget tevd valés szamok halmaza meg nem szamolhaté
voltanak fenti bizonyitasat KEREKJARTO BELA magyar matematikus nyomén

a kovetkez$ geometriai formaba onthetjiik.

Tegyiik fel ismét, hogy a valos szamok elrendezheték valamely x,, x,, xs,...
sorozatba. Osszuk fel a (0,1) intervallumot 10 egyenlé részre; minden
részintervallumhoz szamitsuk hozza bal végpontjat, jobb végpontjat ne.
Vilasszunk a részintervallumok koziil olyat, amelyikben nincs benne az Xy, de
ne az utolsét. Osszuk ezt a részintervallumot ismét 10 egyenld részre és
valasszunk a keletkezé részintervallumok koziil olyat, de ne a legutolsot,
amelyben nincs benne az x,. Ezt ismét osszuk 10 egyenl6 részre és a keletkezd
részei koziil valasszunk olyat, de ne a legutolsot, amelyben nincs benne az xs, és
igy tovabb... Az igy kapott, egymasba skatulyazott, intervallumok x kozgs
pontja nincs benne az x;, x,, ...x,... sorozatban; pl: x,-t6] azért kiilonbozik, mert

az n-edik felosztasnal mas intervallumba esik, mint az x,,.
. s VaQluas®
Megieqyats At fops ssrmpredist (nesin
ﬂdpb&u\, U Way oa Vo

% 9«0{\'{\'@5’\)( Xy Q:Uu X &\12) \/-\,\é-,\ﬂ—m e,
miapeah D U D Ug D WD



A jro\wlxov\o& _Eug%/}aﬂ“w&ajmﬂ@d MC&M&L‘&{*

mossaga nagyobb a kontinunménal,

Ezzel szemben gz (a, b) intervaliumon értelmezett folytonos @gggén]gk
F _halmazdnak szdmossdga egyenld a kontinnuméva&‘

- Blég azt megmutatnunk, hogy @) a kontinuum ekvivalens £ egy rész-

" halmazéval, b) F ekvivalens a kontinuum egy részhalmazdval,

Az a) 4llitas nyilvanval6: minden valés ¢ szadmnak feleltessiik meg pl.
azt a figgvényt, amely 4llanddan c-vel egyenls. A ) Aallitis bizonyitdsdra
elbszor is azt jegyezziik m » hogy egy folytonos figgvény meg van hats-
rozva azaltal, hogy értékeit egy mindeniitt sfiri halmazon, pl. a raciondlis
pontokban megadjuk. Az (a, b) intervallum raciondlis pontjait egy ry,r,...,
Tn, ... S0r0zatha szedve, az f(x) folytonos fuggvényt tehat egyértelmiien meg-
hatérozza az

h=fr) (n=1,2 o)
szdmsorozat, és ennéifogva az

"“=('+Tﬁ’}:;)/2 (n=1,2,..)

szdmsorozat is; ut6bbi csupa 0 és 1 kozott levd valss szamokbdl 4ll. Legyen
=0, Ugiilyg ...

az 7. végtelen tizedes tort kifejtése (véges tizedes tortek esetében is a vég-
telen kifejezést hasznédlva), és rendeljitk hozzd az {5,} sorozathoz a

¢ =0, () (tr212) (13t tt;) (trrqting Ugolly) ...

valés szémot (a zardjelekkel csak azt jelezziik, hogy az s szémijegyek milyen
szabily szerint frand6k egymas utin). Ezzel minden J(x) folytonos fiiggvény-
hez egy ¢ vaids szamot rendeltiink hozza, mégpedig killonbozs figgvények-
hez kiilénbazé szdmokat, és ezzel bebizonyitottuk a b) allitast is.
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