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Dilemma: Tanaroknak milyen témaju el6adast?
Elemi matematika — fels6bb matematika. KB
z 1925 (90!); rektori székfoglaldja.
"Elemi moédszerek a felsébb matematikéban.”
”Gyakran szembedllitjak a matematika elemeit a fel-
sobb matematikaval, ill. a kozépiskolai matematikat
a foiskolaival tigy, mint amelyeknek targya, fogalmai,
nyelve egymastol idegenek” ...
"Kétszer kell felejteni”, aki tandri palyara késziil.
R. cafolja: ”a tudoméanyok szervesen Osszefiiggd
~__rendszerek” . S

A mai téménk is az elemi és fels6bb matematika
hataran van.

Izgalmas (pl. eddig sokszor a végtelennel kapcsolatos
viték; cwakodasok ellentmond‘asok ) A frdutued

00869y 9O
Most a fuggvenyrol beszélek (fontos fogalom mar a

kozépiskolaban is.) (A300- ik, feaiit] 2 o Foubiiny
Tandroknak fontos; 1d. Polya: ”...ha a tudomany
valamelyik teriiletét (vagy elméletét, vagy fogalmat)
tanitjuk, akkor az emberpaldntaknak nagy lépések-
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kel nyomon kell kévetnilik az emberiség szellemi fej-
16dését”.

Newton, Leibniz; Euler: fiiggvény - barmilyen kis
szakaszon ismerjiik, abbdl le lehet vezetni azt a
szabdlyt, amelynek a fiiggvény teljes menetében
eleget tesz. (Xxvi—*Viisa)

Gond XVIII. sz. végén, ill. XIX. sz. elején a

fizikdban (hévezetés) @\ng
Z SlIl 2n _,_ ) <
2n + 1 N

(emlékezteté6 — végtelen — Riemann-Cauchy, Wei-
erstrass)

XIX. sz. Cauchy—Rlemann—Welerstrass feﬂesztette
tovabb (AFer yiVas; Lomiton )

Pl. 7analitikus” (komplex fliggvénytan; differencidl-
hato; folytonos; hatvdnysor; differencidldssal, integ-
ralas.s’al Ujabb ”analitikus”, s6t egyenletes konve @
genciaval, stb.) WaAv-fews ¢ Y Cag ) onebf - \
XIX. sz. végén: 7 csak az anahtlkus fuggvenyek
alkalmasak és méltok arra, hogy a matematikai

analizis targyai legyenek”. -

Vo. (Székefalvi-Nagy Béla) ”a természetben semmi
sem analitikus”.
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" A legéltalanosabb és legmerészebb fogalomalkot4-
sok felelnek meg leginkibb az érzékelhetd vilagrol
alkotott elméleti képiink kialakuldsghoz.” (1d. elébb:

hévezetés - Fourier sor - sgn x fliggvény)
Dirichlet, Riemann (XIX. sz. kbzepén): a fliggvény

@
s

dltalanos definiciéja a(e A)Lb(e B); egyértelmi
hozzdrendelés (, bayouk’) Dv“ e
Fosvepi

Sok dolog megdélt. 4
PL-a N-L tétel: [ f' = f(b) — f(a). [Vito Volterra,

figgvénye: a derivalt integraldssval nem kapjuk
vissza az eredeti fliggvényt...]
Reakcid; ellenvetések (Poincare; Hermite, stb.)

’szornyetegnek, patologikusnak (betegesnek), tera-
tolégikusnak (nyomorék, torzsziilott)” nevezték eze-
ket az Jj, figgvényeket (v6.: Cauchy folytonos-
Isdgi definiciéja), amelyek az ” abszolit szigorusag je-
gyében sziilettek meg”; ”bizarr fliggvények tomege”;
’ fuggveﬁn?/, mely nem'derlvalhato'?? (métely) P;card
Késobbi osszegzés (Hilbert): XXy

” Az analizis tudoménya a mértékelmélet, a metrikus
terek elmélete, az absztrakt topologia, fraktdlok, és
mas agak létrehozdsaval jelentés fejlédésen ment ke-
resztil — nem kis részben a ”szornysziilott” fliggvé-

nyeknek kdszonhetben.
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. Létezik olyan a [0, 1}, intervallumon értelmezett fliggvény, melynek értékkészlete ,
is [0, 1], és bdrmely részintervallumon is felveszi az egész [0, 1] intervallumot mint
értékkészletet. Ez a fiiggvény is dacol a s»szemléletes™ elképzelésekkel. Tme a konst-
rukeid:
Legyen x=0, @1ay0... azaz végtelen tizedestort formdban elGdllitva, és

0, ha 0, gya4a,... irraciondlis (nem szakaszos)

fx) = 0, a0y, 15..., ha 0, @da;... . raciomdlis és az elss periddus a,,_,-néi
kezdédik.

A [0, 1] tetszés szerinti [z, B} részintervallumdban nyilvdn van olyan 0, ya;...a,,
szdm, melyre

0, aa,...a,, €[, f];

= 0,a,0,..a,,_, €[z, BL; és ay,_; nem 0 vagy 1.

ezért 0, Dy Ay 0 @y, ... €[a, Bl;

és ha a,,,,=0; Aoz =1, @y, 5=0, és igy folytatva is felvdltva jon 1 és 0, akkor
0, a1aaa;... raciondlis és az elss periédus a,, , ,-gyel kezdédik, mert @170 vagy 1.
Ezek a meggondoldsok egyébként értékes részfeladatok lehetnek a végtelen tizedes-
tortek elméletére és érdemes még részletesebben s végiggondolni, tekintettel bizo-
nyos esetek kétféle lehetséges felirdsdra.

Legyen médrmost y,=0, bibs...a [0, 1] tetsz8leges pontja, Az
X =0, a18,...a5, 0 b, 1 b, 0 b3 1 b,... pont [, B]-ban van, és

S(xy) =0, b1b,...

Mis széval ez a fiiggvény teljes ertékkészletét az értelmezési tartomdny bdrmely
kis részén felveszi, Bizonyitsuk be (nagyon egyszerti), hogy ez a fiiggvény olyan I
tulajdonsdg, Hogy az (o £ (x)) pontok az egységnégyzetben mindeniitt siirlin helyez- » }
kednek el. (A ,,gbrbe” fogalomnak semmiképp meg nem felel a ponthalmaz).

S6t a [0, 1] minden értékét végtelen sokszor felveszi 2 fliggvény. (Vigydzat, azért
‘egyértéki fiigavény ez :
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I 0)- oz 346(>0),

) (.CC() < B

s W dzben|
f(z) = {(1); ha x rac., @

ha z irrac.

Sehol sem folytonos fiigguény.
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f(z) = {g, ha x rac.,

, ha x irrac.



Abra:

Csak egy pontban folytonos. (Kréta) Dete. fodo?

c)

],

@ = {4

ha -1/2 <z <
ha —1/2 <z <

1
i
2

és x racionalis;
és x irracionilis,

és p = 1 periédussal folytatva R-en.
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LY ¢ LN ¢ - 4 A
N 04 - ¢ N ¢ N
LN ¢ Y ¢ LY ¢ .
\\ ,’ \\ 'l \\ ,' \\
—':I el T Al et X
-1 = 0 = i 2

e Csak az egész helyeken folytonos. -
% KK Q) f: csak a racionalis helyeken folytonos? L/
U Sziinet — gondolkodds (10”) (oS Ao 92 LkEY

e) Riemann-féle fliggvény

d __p. v L .
f(x) =< @’ haa:'._ g> P> C8CSZ; (p,q) =1; ¢ >0;
0, ha zx irraciondlis.

B) fe€Cy,hazycQ

Biz. (vazlat) Legyen zo € Q és zo € (0;1) és pl.
€ = oo

Nyilvan csak véges sok 1000-nél kisebb nevez6ii
rac. szam van a (0;1)-en; legyen §(> 0) az z¢-hoz
legkdzelebbinek a tavolsdga xo-tdl. = f(z) < ﬁ,
ha z € (z9 — d;29 + 0), hiszen ha = = g, akkor

8
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f=dg har=0p4geZ (pg)=1¢>0
0, ha z irracionélis.

az elozbkben vizsgalt Riemann—fﬁggvény) és g olyan
fliggvény, amely az irraciondlis pontokban nem
folytonos, a raciondlis pontokban pedig folytonos.

A bizonyitas alapgondolata: Adott pozitiv szémhoz
(pl. %; n € N) tudunk adni olyan z4rt intervallumot,
hogy ebben barmely két pontot is vesziink itt
[ értékeinek az eltérése (|f(z1) — f(z2)]), és ¢
értékeinek az eltérése (|g(x}) — g(z4)|) kisebb, mint
;};. (f-nél z( irraciondlis; g-nél Ty raciondlis és
f(@1) = f(z2)] < [f(@1) — (o) + | F(22) — flzo)],
hasonlé g-re is 4ll: |g(z])—g(25)| < |g(=}) — g(zo)|+
9(23) — 9(ZTo].

Ha tehdt zg-hoz §,, sugard az a kdrnyezet, amelyben
az f fliggvény értékei eltérése kisebb, mint %, akkor
ebbdl a kdrnyezetbdl vesziink Zg-t és ennek lesz egy
b, sugari kornyezete dgy, hogy ebben a g értékei
eltérése lesz kisebb i-nél. Ekkor [a,,b,] legyen a
két kornyezet metszete.
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Majd csokkentjiik ——et pl. — _IH—re és az el6zé zart
intervallumban talalunk ehhez olyan zart interval-
lumot ﬂan+4,bn+1D amelyben f és g eltérései mar
= —1%1 -nél kisebbek. Igy folytatva egymasba skatulya-
zott zart intervallumok sorozatat kapjuk. Ezeknek
van kozos pontja. (iwken velin ost ) dobg £44 Gonstan tac)
A ko6z6s pont — durvén szélva — rendelkezik azzal a
tulajdonsaggal, hogy ha z-et "kicsit” megvaltoztat-
juk, akkor a fiiggvényértékek is ”kicsit” valtoznak,
azaz egy ilyen pontban f is és g is folytonos kellene,
hogy legyen, ilyen pont azonban nincs (mert olyan
pont, amely racionélis is és irraciondlis is — nincs. ) i
Precizen: ¢ = 1/M — [ap, by lesz a klvant QN
4/2/}\

komyezet

rr= .
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al X G"%\é} w%cp,w a JG.JOV\WW 3 :
i&@i Meg fogunk ugyanis adni a [0,1] szakaszon €gy olyan szigoriia -

navekvd folytonos F (x) fiiggvenyt, amelyre maji,-

nem mindeniitt F'(x) = 0,

Az F(x) fiiggvényt egy {F.(x)} sorozat ha-
tarértékeképpen fogjuk értelmezni; az Fu(x
fliggvény folytonos, és a képe egy olyar
tortvonal, amelynek szbgpontjaihoz az x-—

(k=0,1,...,27 abszcisszdk tarfoznal.
Legyen Fy(x) =, Fi(x) egyerzék meg

3o,

, A %ohﬁ*\rwﬂ(cﬁf

g 7 g g 7 Fy(x)szela 0,1 pontokban, az x:%— pontbar

27. dbra pedig legyen az értéke (1 482, ahol ¢ adot

szdm, 0<f<1. Altalaban, ha Fu(x)-et mar értel-

-meztiik, legyen F,,, (X) = Fo(x) az x=i/2" pontokban (k==0,1,..., 2%); mig
a felezéssel kapott j osztépontokban legyen

(10) P )~ p oy L

itt e = 2", F=(k+1)/2" a felezett szakasz végpontjai. _
Mindegyik F,(x) fiiggvény nivekys. Minthogy, mint azonnal be lehet latni.

azért, ha n—oo, 2z {F.(x)} sorozat €8y F(x) hatdrériékhez tart, amely szinte:
csak novekvs figgvény lehet, Meg fogjuk mutatni, hogy F(x) szigori értelen-
ben novekvs, folytonos és majdnem mindenatt F(x}=0, 7
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1309. Igazoljuk, hogy az

fl@)={3 haz= DPIEL (pg) =g,
; hag irracion4lis

fiiggvény integralhatg o [0,1] intervallumon! C R -{?JL\AO\M %G(U‘B

ni. Legyen = > 0, konstrugl-
olyan beosztésgt 5 [0, 1}-nek, amelyre o( f, B, <e

Csak véges sok olyan (, kis nevez$jii”) pont van 5 [0
Ezeket a pontokat fedjii yan intervallumrends;
sdga kisebb, mint 5, 6 i

roztuk a [0, 1]

nunk kell egy

, 1]-en, amelyre f(z) > &
errel, amelynek Gsszhosszij-

o(f, By) = Z(ﬂffk =M )@k~ z_y) = Zx + zz=

k=1
ahol 37, jelsli a lefeds intervalj

2_1 becsléséhey vegyiik figyelembe, hogy

umokon vett Osszeget, 25 & tébbi tagot.
barmely z-re ( S&s.d,
£
20 My — ) (g — JS1Y (mh - my) < =
A Y7 -ben szerepld intervallumokon kiviil 0 < f(z) < s, lgy
€
DM = ma) ey g ) < 5 2 (B~

§ €zzel a bizonyit4s kész.

Integvfatéak-e azilébl*iggvények mintervaliuh#? =
: h p L - 2
13100 L, hii :t:—‘ vag’pontosan M véges Mrt .;;9.‘.]& o
0, kuloan R A N vﬁ
Y QL he zlql?\q €Z, (p,qf =
1311.° ;ﬁ) =
e

14> 0, és ¢ paros,

‘% JE s By Q4P 9) = Lar> Oggs ¢ pératlafipe’ '\;,.
, Z irraciondlis - W K
S g w

i B
1)_27
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Fraktal; hasonlésag; eltolés.

Nevezok < 200

y =2z
x:a+\/§b:>y:b+\/§a:\/§(a+\/§b) =

av/2+2b = b =0, a barmi

a + /2b (b rogzitett)

a4 v2b — b+ a2 (parhuzamos eltolds)

Egy sdvban 12125 (Dr. Némethné Varga Eva)
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