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l.a) A 100 m keriiletii téglalap alaki ”kertek”
koziil melyiknek a teriilete maximalis?

50 — x

X
T(x) = x(50 — x)

0) T(x) = —x* + 50z méasodfoki fiiggvény. Maxi-
muma a két zérohely szamtani kozepe.
Megoldas: = = 25 (négyzet).
00) Tudjuk: vab < GTH), ha a,b > 0. BEs ”="< ha
a = b. ,
Igy 2(50 — z) < (m+(520_m)) = 252,

A maximum akkor van, ha x = 50 — x, azaz x = 25.

Megjegyzés. Ekkor fel is veszi ezt a maximum ér-
téket (ami most a 252).

000) Differencialassal: T'(z) = —2x +50=0< = =
25. (Van-e széls6érték és maximum-e?)
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Megjegyzés. Téglalap helyett négyszog (u.a., 1d.
késébb). Izoperimetrikus probléma (tetszoleges
sikidom esetén a kor, mindkét esetben). Dido.

A monda szerint az izoperimetrikus probléma
eredete a kovetkezo: Dido, Tyrosz kirdlyanak lanya
volt. Nagybatyjahoz, Acerbdszhoz ment feleségiil,
akit azonban mesés vagyona miatt hamarosan meg-
gyilkoltak. Dido ekkor Acerbadsz kincseivel egytitt
Ciprusra menekiilt, majd innen tovabb hajézott Af-
rika Szicilidhoz kozeli partjaira. Elment a vidék ural-
kodojahoz és elmondta neki, hogy szeretne a ten-
gerpart mentén egy folddarabot vasarolni, de nem
nagyobbat, mint amekkorat egy marhabdrrel koril
tud keriteni. Az uralkodé mosolyogva beleegyezett
a szépséges kiralyno kérésébe, sot nagylelkiien még
meg is ajandékozta egy jokora marhaborrel. Az okos
Dido keskeny csikokra vagta azt szét és a szeleteket
osszecsomoOzva olyan hosszu kotélhez jutott, ame-
lyikkel joval nagyobb (tengerbenyuld) foldteriiletet
lehetett elkeriteni a tengerparton, mint amekkorat
az uralkodo elképzelt. fgy alapitotta meg Karthagd
viragzo varosat, aminek késobb 6 lett a kiralyndje.
MAGLYA.
3m? = 1500 - 0,002 (1500 méter 2 mm széles csikok)
= (csomozas -300 m) 1200 méter a kertilet

a) Téglalap alaku teriilet bekeritése:

3



optimélis a négyzet = a = 300 m (egy oldal)
= 300% = 90000m? = 9 ha

b) Kor alaki teriilet:

2T7T:1200:>7“:@ = 190,98...m
7

A teriilet m%m = 7 - 190,982 = 125638,57m? =
12,56... ha

Tehat (Karthago) = 3,5 ha tobblet (=7 milli6
Ft) (Pl el6z6 példanal 252 helyett 796, 18.)

Megjegyzés: Szamos neves matematikus foglalko-
zott ezzel a témakorrel: Descartes (1596-1650); Ja-
cob Bernoulli (1645-1705); Johann Bernoulli (1667—
1748); Euler (1707-1783); Lagrange (1736-1813);
Jacob Steiner (1796-1863); Dirichlet (1805-1859);
Weierstrass (1815— 1892). (Megj.: Archimedes |i.e.
300 koriil] ismerte a tételt. EUKLIDESZ téglalapra
i.e. 300 kortl.)

1.b) Ugyanaz a feladat, mint az el6z6, csak a
téglalap egyik oldala mar adott (pl. fal),
ahhoz nem kell kerités. (Megj.: ekkor is
négyzet??) (Cows!)




100 — 2«

T(x) = z(100 — 2z)

Nézziik csak a 00) tipusid megoldést:

T(x) = % - 22(100 — 2x).

22 + (100 — 27) \ °
22(100 — 2z) g( T go x)> = 502.

" =7 & 2xr =100 — 2z = = = 25.
Tehat az oldalak: 25, ill. 50 m.

2. Legyen a teriilet adott: 100 m?. Melyik
téglalap a minimalis keriiletli? (Izoperimet-
rikus probléma forditottja.) Itt is a kor a meg-
oldas.



X
100 200
X

0) A "figgvénytani” elemi megoldds most nem
megy.



00)
200 2 9
. 2 200 /300 = 920,
2 €T
200
7= — =2 < x =10 (négyzet)
T

000) Differencidldssal: k' = —2% +2 =0 < x = 10.
(Van-e?)



3. Egy butorasztalos egy mahagoniultet-
vényrol szerzi be a munkajahoz sziiksé-
ges alapanyagot. Naponta 5 butort készit
el. A beszallitéi egy konténernyi fat 5000
dollarért juttatnak el hozza (fiiggetleniil
attol, hogy mennyi fa van a konténerben).
A raktarozasi koltség 10 dollar egységen-
ként és naponta, ahol az egység az egy
butor elkészitéséhez sziikséges alapanyag
mennyisége. Mennyi faanyagot rendeljen
egy-egy alkalommal, és milyen gyakran
kérje a kiszallitast annak érdekében, hogy
minimalizalni tudja a koltségeket? (Igazi
real-life.)

Megoldas. Ha x naponként kér szallitast, akkor 5x
mennyiségi alapanyagot kell rendelnie, hogy a ren-
delési ciklusban mindvégig elegendd anyaga legyen.
Az dtlagosan raktarozott mennyiség hozzavetoleg a
rendelt mennyiség fele, vagyis bx /2. Ezért egy-egy

/ / . /

SEI1:

egy ciklusbeli koltség = szallitasi koltség + raktaro-
zasi koltség;



egy ciklusbeli koltség =

= 5000 +  (2%) - z - 10
szall. atlagosan  rakt. napi
koltség rakt. napok rakt. dij

mennyiség szama

A c(x) dtlagos napi koltséget tigy szamitjuk ki,
hogy a ciklusra eso koltséget elosztjuk a ciklusban
1évO napok szamaval, x-szel.

5000
c(x) = — + 25z, x> 0.

Ld.: a 2. feladat otlete.

Nyilvan
5(1:00 + 252 > 2+/5000 - 25 (konstans).
Igy c(z) minim4lis, ha ”=" van, azaz
5(;;& — 252 < 200 = 22 & z = V200 ~ 14, 14.

Tehat 14 naponként kell rendelnie.
Természetesen itt is célravezet a differencialas. Real
life.



Elrettentés:

3*. Antonio has $ 5.00 to spend on a lunch
consisting of hamburgers ($ 1.50 each)
and French fries ($ 1.00 per order). An-
tonio’s satisfaction from eating x; ham-
burgers and x5 orders of French fries is
measured by a function U(zq,z2) = /7122.
How much of each type of food should he
purchase to maximize his satisfaction (as-
sume that fractional amounts of each food
can be purchased)?

Megoldas.

\/1,55[31:[32 < g & \/ﬁ\/m$ g =
= /2122 maximalis, ha ” =7 van <
1,921 = x9
Figyelembe véve a (x) egyenletet, kapjuk:

5! D
€T _— — T _ —
1 37 2 27

azaz % hamburger és g sult krumpli az optimalis

adag.
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Megj.: Mary, Jennifer. WKU — kérdés; valasz.

4.a) Adott korbe irjunk maximalis teriileti
téglalapot (a ”leesett” rész legyen mini-

malis). (Meddl)

T(x) =2x-2Vr? —x? =4x\/r? — 22



9 9 2 2 2 r ’
=" &S r=r"—x° & xr=—— (negvyzet
\/5( gyzet)

00)
TZ _ 332(7“2 . le2)

f(t) =t(r* —t)

”
=5 NG
000) Differencialds (de T?(z) a jobb: —z* + r22?).

4.b) Adott gébmbbe irjunk maximalis térfogati
hengert. (A ”leesett” hulladék minimalis le-
gyen.) (Kepler (1615); Jo bor (1610); ”Barrel”
probléma; meddl) (Newton 1643 differencialés)

[. "Megoldas.”: Id. el6z6 példa eredménye (dbra

ugyanaz; megoldas is ugyanaz?)
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11.
Viz) = 2/ r2 — x2 = 27x? — x?
‘N/ — 22\/r \/ — x?)

V(z) = z*(r?* — 2?).

0) Fiiggvénytan (nem parabolal!l)

00) Differencidlds (V(z) = —25 + r2z%; a deri-
valt otodfoku fiiggvény, annak elojelvaltasat
kell vizsgalni.)

000) Szamtani-mértani k6zép???

e 2 o o
V(az)—4-7-?(r — x°)

Itt 3 elem Osszege konstans.
Kérdés (analdgia):

b ?
() a—|—3—|—c abc a>0,0>0,¢c>0.

A (x) bizonyitasa:
Legyen a, b, c,d (> 0) el6szor (4 elemre).

a+b+ct+d fb4ctd , Vab+ Ved
4 2 2

vabed.
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Most:

b a-+b+c
a+ +c4+—3 Zil/abca+§+c

\ 7
"~

1/4
a+b+cz4abc.(a+b+c> N

3
b 3/4 )
(a+3+c> > Vabc =

a+b+c
3

> v abe.

Kell még az ”=" feltétele (fontos!). Tegyiik fel, hogy
a # b. Ekkor

a+b+c GTM—FGTM—FC;\/CLZ)—F\/CL[)—FC S

3 3 3 -
> v abe.
Tehat "=" csak akkor lehet, ha minden elem

ugyanaz. (Cauchy-regressziv indukcio)

Vissza 4.b)-hez:

e ot
V(a:)—4-7-?-(r —x°).
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3
x_2x_2(r2_$)< %2+$2—2+r2—x2 _ ﬁ ’
2 2 - 3 3 .

2

Tehat a szorzat akkor maximalis, ha ”=" van, azaz

(tehat = \/_, kicsit ”ducibb” a megoldas, mert

Vo

5. Milyen méretii legyen az 1 dm? térfogatu
henger alaku konzervdoboz, hogy a legke-
vesebb anyag legyen sziikséges elkészité-
séhez? Real life minden évben.
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5 1
ajwm:1:>m:T
€TAT

1 2
F(x) =227+ 2xm-m = 2:1327T—|—2£137TT = 221+ =
27 x

YA

1 1
F(z) =22°m + = + — > 3V2r.
i i
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Jani bacsi

2 1 o/ (27)2
20 = —; m= = - =
27 (/(2m)?)~tn T
B 2
' /27

Tehat a henger atmérdje = magassagaval (egyenlo-
oldald henger). (Gomba; néhdny pont) No drink, no
food. SZOKE NO OCCSE.

Egy tobbvaltozés probléma

6.a) Milyen méretii legyen a téglatest forma-
jura csomagolt fozoOmargarin ahhoz, hogy
minimalis csomagoléanyag legyen sziiksé-
ges? (Legyen 1 dm? a térfogat.)

rxyz =1

F(z,y,z) =2xy + 2yz 4+ 2z2 =

= 2zy + (2y + 2x)z =

1 2 2
= 2zy + (2y + 22)— =22y + — + —.
LY LY
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c)

Igy a g(z,y) = 2zy+ % + % fliggvény minimuma kell.
(Differencialés kozépiskolaban nem megy!!)

2 9
2y + = 4+ = > 3V8 =06
Ty

Nyilvan minimalis az 0sszeg, ha ”=" van, azaz 2xy =
2 =2 o5 3 =9,202 = 2 = g =1. Tehdt z =

x Y x
1,y =1,z = 1, azaz kocka alaku az optimalis. (Elore

sejtettiik.)

Vissza a konzervdobozhoz

Kiinduld feltétel 1dm® térfogat (1 1.)

Téglatest (pl. margarin, gytimolcslevek (dobozos)).
Itt az optimadlis a kocka (1d. elobb).

Mivel > = 1 = a = 1 dm (a kocka éle: 1 dm)=
F =6-1dm’ = 6dm’.

Henger (1d. el6bb)

V =r?r. mém—#
F=2r?7 4+ 2rm - =2r?r 4+ 2... (Id. el&bb)
1 o
r= e M= e
fgy F = 2-- \/_)27T—|—2 ¥ = 1,845157+3, 690314 —

5. 545471 ~ 5, 54dm>
GOmb (Steiner)
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V:%T37T21:>7“: C %207620646

F = 4r?1 = 4,8364 ~ 4,83dm?* (Gémb alaki kon-
zervdoboz!!l) TESCO

Készitsiink téglatest alakti diszdobozt

gy, hogy az ”alaplapja” 1000 Ft/dm?, ”fed6-
lapja” 5000 Ft/dm?, a tobbi lap 2000 Ft/dm?
koltséggel késziiljon. Milyen méret esetén
lesz a minimalis a koltség (legyen a térfogata

8 dm?).
Yz = 8

Frlz,y,z)=xy-1+axy -5+2yz-2+2zx2-2=
= 6zy + 4yz + 4oz = 6xy + (4o + 4y)=.
Igy
32 32

8
gr(z,y) = 6zy + (4o + 4y)— = 6oy + — + —.

De 6xy + 22 + 22 > 3V/6 - 322.

A minimum akkor van, ha ”=", azaz
32 32
bry = — = —.
L Yy
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6.c)

Tehdt ©+ = y és 62° = 32,2 = \3/% = ?6 ~
1,7471. Tehat x ~ 1,7471,y ~ 1,7471,2 =~ 2,62
lesz az optimalis méret (négyzet alapi; magassaga

nagyobb, mint az alap éle).

A posta belfoldi forgalomban csak olyan kiil-
deményeket vesz fel, amelyek hosszanak és
korméretének osszege < 2m. Milyen méreti
legyen egy téglatest alakii csomag, amely a
legnagyobb térfogatu?

T+ 2y+ 2z =2
2—x—2y
2

Viz,y,z2) =xyz = xy

~

1
Viz,y) =2y(2 -z —2y) = 5 - 22y(2 — 2 —2y) <

1 /2\°
< _ | Z
=92\ 3

T="or=2y=2—x—2y

2
r = —

3
1
Y73

1
z ==

3

DO
(Y



7. Egy olajkut a parttol 5 km-re a tengerben
miukodik. A parton a hozza legkozelebbi A
ponttdl egy 8 km-re fekvo B pontban levo fi-
nomitoba kell szallitani az olajat. A viz alatti
cs6vezeték ara 100.000 Ft/km, a fold alattié
75.000 Ft /km. Milyen utat épitsenek ki, hogy

a koltség minimalis legyen?

K
AN
\
\
5 \
\
\
Y T\ 8-
A= : ~ B

f(x) =100 - v x2 + 25+ 75(8 — x)

I. Megoldas: csak differencidlassal?

(2) =100 — 75 =0 <
f'(x) o
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100z = 75v/ x? + 25

1
$:—5%5,67km.

VT

IT. Megoldas. H.F. (diff. nélkiil) (XVI. sz.; négy-
zettabla; Kalmar L.)

(u+v)? — (u—v)? = duv
(u+v)2 = (u—v)2—|—4uv- v = i
’ 4u
1\? 1\2
- — - 1
(u + 4u> (u 4u> +
f(a:') — 100/ 22 + 25 — 752 minimuma kell

4u

1\ 2
=+ (u 4u)
=5y /1+ ! 2—5 +1
B YT ) T T )

23

1
x:5<u——>:> x2 + 25 =




Igy
f(x) =g(u) =100-5 - <u+ i) —~

4u,
1
— 755 — — | =
(v 5)

875
= 125u + e (szorzat konstans)
U

875 1, 175

i 1250 = — - — = ——
min g(u) : 125u L a T =100
:>u—5\/7—\/7
10 2
o V701 VT o1
mmf(:zj).5(7—4.\f =5 > o)
14 — 2 12 15
=5 —— =5. — — ~ 5,67 km.
47 W7 VT
VEGTELEN OSSZEGEK (SOROK)
o) CSOKI
1+ : - : + et : + =7
2 22 23 o o
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1 1 1 1
S 4 4.4 4...—7 (TORTA
3 32 3 3" ( )
Vagy:
y+1+1_% —A/l\
3 32 33 B 3
= A=
1 N 1 N A
32 33 3 )

Ad 7) (Madhava; Nilakhanta; Leibniz)

Pl.:

100 tag — 3,1...

1000 tag — 3,14. ..

10% tag — 3,14159. ..

10” tag — 3,14159265. ..

10%4 tag — 3, 14159265358979323846264 . . .

ﬂ:4(r—%+%—%+~€»SORRENDm
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Lasst, de szép. (Tandori)

ie. 2000 (B) 3,125

(F) 3,16
250 (A) 3,1418
1.82. 263 : 5 tizedesjegy
480 : 7
1429 . 14
1610 : 35
1719 . 112
1847 : 152
1874 : 527

1973 : 1001 250

2002 : 1 240 000 000 000

2010 : 5 000 000 000 000

2012 : 1 241 100 000 000 000 000

2013 : 8 000 000 000 000 000 000 000 000

DAvVID BAILEY, PETER BORWEIN és SIMON PLO-
UFFE (1996):

o

1 ( 4 2 1 1 )
T = . — — — .
z,2016@ 8i+1 8i+4 8i+5H 8i+6

Ez utébbi mddszerrdl részletesen olvashatunk: [14]-
ben (Math. Gazette, Vol. 83, Nr. 498, 1999).
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A HASZNOSSAG
m = 3,141592653 ...
Pl. 2013 : 7 = 3,14... (8 - 10%* jegy; Cal. Santa
Clara Univ.: 26 gép 37 napig. Hogyan? Miért kell?)
Pl. Mars szonda 103.522 km eltérés, ha = = 3,14
vagy m = 3,14--- (31 jegy). Ez a Hold—Fold tav.
harmada.

EXTRA PROBLEMA: Anna és Béla egyiitt jir-
nak, de parosuk elég furcsa. Béla nehéz természetii.
Amikor Anna szereti Bélat, akkor Béla kezdi kevésbé
szeretni Annat. Ha Anna utalja Bélat, akkor viszont
Béla egyre jobban kezdi szeretni Annat. Anna nor-
malis: ha Béla szereti Annat, akkor Anna is egyre
baratsagosabban néz Bélara, de kezd baratsagtala-
nabb lenni, amikor Béla nem szereti 6t. Hogyan le-
hetne leirni viszonyuk valtozasat?

Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban talalkoztak. A
t > 0-n értelmezett a = a(t),b = b(t) fiiggvények
fejezik ki Anna, ill. Béla szeretetét Béla ill. Anna
irant.

Az a figgvény valtozasanak a sebessége legyen ara-
nyos b-vel:

d'(t) = Ab(t),
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és a b fuggvény valtozasanak sebessége aranyos a-val:
b'(t) = —Balt).

Az egyenletrendszerbdl a'’(t) = b/'(t) = —a(t), azaz
a’(t)4+a(t) = 0. Ez egy masodrendi, linearis egyen-
let.

a(t) = Ccost+ Dsint, C,D &allandé
b(t) = Ecost+ Fsint, FE,F allandé
a'(t) = —Csint + D cost = b(t) = Ecost + Fsint

a(t) = sin (t + %) és b(t) = cos (t + %)

a(t) = e’ + 2te’ = (1 + 2t)e’,
b(t) = e — 2te' = (1 — 2t)e’.

t > 0,a(t) — oo monoton néve és b(t) — —oo mo-
noton fogyva, ha t — oo. Mint lathatd, itt semmi
remeény.
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