12. Fourier-sorok

634. Legyen az f fiiggvény 27 szerint periodikus és f(z) = z, ha —7v <.z < 7.
Irjuk fel a fiiggvény Fourier-sorat!

Megoldds. Tudjuk, hogy a Fourier egyiitthatékat az

1 |
an = — f(x)cosnzdz, n=0,1,...

-7

1 T
n=— | f(z)sihnzdr, n=1,2,...
-7

képletek adjik meg.
- Mivel az f pératlan fiiggvény, az f(z) cosnz is pératlan, {gy minden n értékre
1 /" |

an = = f(z) cosnzdz =0,

7T—7K'

mert egy pératlan fliggvény origéra szimmetrikus integralja. mindig 0. A sinus-
egylitthatokat parcidlis integraldssal szdmoljuk, ' '

1 /7 2 [T
b, = —/ ‘gsinnzdx = —/ zsinnx dz
T J—r ™ Jo
2 cosnri® ’T :
=— [ -z ] — cosnz dx
L. n lo mnJ,
_ _2cpsn7r _ (_1)n+12,
n n
hiszen cosnm = (—1)™. .
Tehét a fliggvény Fourier-sora
sinx sin2z sin3z
~ 2( - _ )
! 1 2 + 3 +
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635. Legyen az f fiiggvény 27 szerint periodikus és f(z) = 22, ha ~r <z < 7.

' IrJuk fel a fliggvény Fourier-sorat!

Megoldas. A fiiggvény péros, tehdt minden sinus-egyiitthaté eltiinik. A cosinus-

egyiitthatdk
1/"2 2 ,
ag = — z¢dx = §7r ,

™ -7
tovabbé, ha n > 1,

1 ¥iy 2 T
ap = — z?cosnzdr = = z? cos nz dz.
TJz T Jo

Kétszer parcidlisan integralva

27 psinnzyT 4 [T
Ap = —|T/——r| — — rsinnzdr
0 0

T n ™m

4 w 4 (7 4
= —,[:vcosm:] —— [ cosnzdr=(-1)"—,

mn? lo  wn2 J, n

tehét a Fourier-sor
2
s cos2x  cos3z
R Gl )

12.1. Megdllapodas. Itt és a tovdbbiakban feltessziik, hogy a szereplc')’ fliggvények
27 szerint periodikusak. Az esetleges szakadési pontokban a fiiggvényeket barhogy
értelmezhetjiik, ez a Fourier-sort nem befolyssolja. Szokasos a szakad4si pontokban
az f(z) = M—@ﬂ értelmezés.

FeJtsuk Fourier-sorba az aldbbi fﬁggvényel‘{et!‘ ‘

|z|, ha -t <z <7 637.° f(z)=2%ha—n<z <7
—1, ha —7<z<0, o _ [z, ha 0<|z| <%
{1, ha O0<z<m 639. f(x)_{O, ha Z<|z]<m
640.° f(z —-:c(7r z), ha 0 < z < 7 és f pératlan

641.° f(z)= sm ,ha —m<z <7 642.° |sinz|

636.° f(z) =
638.° f(z) =
)

—2z, ha —7<z<0,

643.° f(r) =zsinz,ha v <z <7 644.° f(z)= {390 ha 0<z<r

o _f =z, ha —m<z<0,
645. f(x)*{o, ha 0Lz<m
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646.° f(z) =e*, ha0 <z < és f pératlan
647.° f(z) =cosaz, ha —m < z < 7, ahol a € R nem egész szdm

648.° f(z) = arcsin(sinz) 649.° f(z) = arcsin(cosz)

650. Hol konvergens a 635. feladatban szerepld fliggvény Fourier-sora? Hova kon-
vergal? Vizsgaljuk az z = 7 értéket! ’

Megoldas. Az x = +7 (+2km) pontokat kivéve a fiiggvény mindeniitt differenci-
dlhaté, tehat Fourier-sora konvergens és f(z)-hez konvergsl.
A &7 pontokban a fiiggvény mindkét oldalrél differencidlhaté, tehdt (a
» félérint8s feltétel” miatt) Fourier-sora a £ pontokban is konvergél a fiiggvényhez.
Az xz = 7 értéket beirva a Fourier-sorba kapjuk, hogy

w2 1 1 -1

-7 orT o)

azaz

2 ©
T 1
‘ =Z 2"
6 k=1k

651.° Helyettesitsiik a 635. feladatban kapott sorba az z = 0 értékeket! Mit
kapunk? s

652.* Fejtsiitk Fourier-sorba az

_[m/4, ha O0<z<m,
'-f(""")_{'—w/zl, ha —7 <z <0

fiiggvényt és szdmoljuk ki az

(T S
3 5 ’
T
5 7 11 13 17 ’
-
5 7 11

sorck Gsszegét!

653.° Konvergensek-e a 634., 636.—649. feladatokban szerepl$ fiiggvények Fourier-
sorai? ‘ ' :
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Konvergensek-e az aldbbi fiiggvények Fourier-sorai?

o _[p(z), ha O<z<m, , .
654.° f(z) = { g(z), ha —r<z<0,’ ahol p és g polinomok
sinz ha z#0
655.° = ’
, f(x) { 1, . ha z=0
. l .
656.° f(z) = {“m 20 D220 epre ry =1l ¥z

0, ha z=0

658. Fejtsiik Fourier-sorba az f(z) = ha 0<z<2nm fuggvenyt' Szamoljuk

kia Fourier-egyiitthatok nedyzetosszeget'

Megoldds. A fiiggvényt dbrézolva (27 szerint periodikus!) ldthatjuk, hogy paratlan
fliggvény, tehat a cosinus-egyiitthaték eltiinnek. A sinus-egyiitthatékat az eddigi-
ekhez hasonléan szémolva,

1 [ r—g 1
by = ;/0 5 smkmdx_E

a fliiggvény Fourier-sora tehét

> smk:c
fe

k=1 k

Szamoljuk ki a fiiggvény négyzetének integraljat!

T r—x T oo — T — 3> 3
/0 ( 2 )d$=2/0( zx)2dx=24[( :1:)(1)} =F’

tehét

27 (o]
Ple)de =7y B -
k-1

659. Ellendrizziik az

27 ' 0 .
fP(z)dz = w(%g + za% + bi)
k=1

Parseval-féle formula helyességét az 634., 638., 652. feladatokon!

0
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1 1 1
660.° Szédmoljuk ki az Tz + > + 32 =+ - - sor Osszegét!
661.° Mit mondhatunk az f fiiggvény Fourier-egyiitthatdirdl, ha tudjuk, hogy
minden z-re f(z + ) = —f(z)?
662.° Mit mondhatunk az f fliggvény Fourier-egytitthatéirél, ha tudjuk, hogy
minden z-re f(z + ) = f(z)?

663.° Fejtsiik Fourier-sorba az

@) = 0, ha —7w <z <0, ésa glg)= 0, ha —7<z <0,
r)= sinz, ha 0<z<n~ g\ = l—cosz, ha 0<z<nm

fiiggvényeket!

664. Keressiink a 636.-649. feladatok kézott olyan Fourier-sorokat, amelyek biztos

egyenletesen konvergensek! Mit kapunk, ha tagonként differencidlunk vagy integ-
ralunk?




