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Akhilleusz, a gdrdég hds és a tekndsbéka
versenyt futnak. Akhilleusz tizszer olyan
gyorsan fut, ezért lovagiassagbodl ad 1
sztadion elonyt.

Utoléri-e Akhilleusz a tekndsbékat, és ha
igen, hol?




Akhilleusz, a gdrdég hds és a tekndsbéka
versenyt futnak. Akhilleusz tizszer olyan
gyorsan fut, ezért lovagiassagbodl ad 1
sztadion elonyt.

Utoléri-e Akhilleusz a tekndsbékat, és ha
igen, hol?

Utoléri, hiszen ha Akhilleusz megtesz mondjuk 2 sztadion utat,
ezalatt a tekndsbéka az elonyével egyutt is csak 1,2 sztadion
messzire jut, tehat lemaradt.



Akhilleusz, a gdrdég hds és a tekndsbéka
versenyt futnak. Akhilleusz tizszer olyan
gyorsan fut, ezért lovagiassagbodl ad 1
sztadion elonyt.

Utoléri-e Akhilleusz a tekndsbékat, és ha
igen, hol?

Utoléri, hiszen ha Akhilleusz megtesz mondjuk 2 sztadion utat,
ezalatt a tekndsbéka az elonyével egyutt is csak 1,2 sztadion
messzire jut, tehat lemaradt.

Ahhoz, hogy a tekndst utolérje, Akhilleusznak

11 1 1
5 700 tH000 T P gr T

sztadion utat kell megtennie.



Gombdc Artar nagyon szereti a csokoladét.
Kedvenc csokija csomagjaban van egy
szelvény, és 10 szelvényért egy Ujabb
csokit lehet kapni a boltban (persze
becsomagolva).

Mennyit ér valdéjaban egy csomag csoki?



Gombdc Artar nagyon szereti a csokoladét.
Kedvenc csokija csomagjaban van egy
szelvény, és 10 szelvényért egy Ujabb
csokit lehet kapni a boltban (persze
becsomagolva).

Mennyit ér valdéjaban egy csomag csoki?

Vilagos, hogy egy tabla csokit és egy szelvényt.
De ha 10 szelvény = 1 csomag, akkor 1 szelvény = 0,1 csomag,
és a tized csomaghoz is tartozik egy tized szelvény . ..

Tehat a becsomagolt csoki minddsszesen
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tabla (meztelen) csokit ér.
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Masrészt, ha 10 szelvény = 1 csomag, akkor
10 szelvény = 1 tabla csoki + 1 szelvény, azaz
9 szelvény = 1 tabla csoki,
1 szelvény = — tabla CSOKi,



Masrészt, ha 10 szelvény = 1 csomag, akkor
10 szelvény = 1 tabla csoki + 1 szelvény, azaz
9 szelvény = 1 tabla csoki,
1 szelvény = — tabla CSOKi,

tehat : : : 1 ;
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Masrészt, ha 10 szelvény = 1 csomag, akkor
10 szelvény = 1 tabla csoki + 1 szelvény, azaz
9 szelvény = 1 tabla csoki,
1 szelvény = — tabla CSOKi,

tehat : : : : :
+—+—+ +of—t=14—
10 100 1000 10%

Azaz a becsomagolt csoki 1% tabla csokit ér; Akhilleusz 1%
sztadion utan éri utol a teknést; és ugy adhatunk 0ssze végtelen
sok szamot, hogy az elsét 1, a masodikat 0,1, a harmadikat
0,01masodperc alatt adjuk a tobbihez és igy tovabb — ekkor 1—
masodperc alatt végzink. ©



Nézzuk altalanosan: Ha

1+x+x2+x3+x4+---=8,

X+x°+x°+x*+=x-8,

1+0+0 +0 +0 +---=(1-x)-S,
azaZz

1
1+x+x2+x3+x4+---=1—.
— X



Nézzuk altalanosan: Ha

1+x+x2+x3+x4+---=8,

X+x°+x°+x*+=x-8,

1+0+0 +0 +0 +---=(1-x)-S,

azaz
1
1+ X+ x5+ X+ x - =——.
1—X
_1
Ha X—m,akkor
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Ha x=% . akkor
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T+ X+ X+ X+ x o =——

1 1—X
Ha X:Z,akkor
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1+x+x2+x3+x4+---:1—
— X



1+x+x2+x3+x4+---:1—

Ha x=—1, akkor

At =1 A g1
1—(—1) 2

Egész szamok dsszege tort? @



1+ X+ X5+ Xx°+x" - =

Ha x=—1, akkor

—1+1—-14+1-1+1 —+---=1
Egész szamok dsszege tort? @

Ha x=2, akkor
1

1424+4+8+16+---=——
1-2

Pozitiv szamok 0sszege negativ? ®



ldeje pontos definicidt adni. Az

o0
3\71+a72+a73+34+---+e\vk+---=k21 a,
formalis 6sszegnek (végtelen sornak, numerikus sornak)
képezzuk a reszletdsszegeit a kovetkez6 modon:
s,=a,, S,=a,+a,, S;=a,+ta,+a,,

s,=a,+a,+a,+a,, .. s,=a,ta,ta,+--+a,,



ldeje pontos definicidt adni. Az

o0
3\71+a72+a73+34+---+e\vk+---=k21 a,
formalis 6sszegnek (végtelen sornak, numerikus sornak)
képezzuk a reszletdsszegeit a kovetkez6 modon:

s,=a,ta,+tas+a,, .. Ss,=a,ta,tast---+a,,
Ha van olyan s szam, amit a részletosszegek “minden

hataron tul” megkdzelitenek, azt mondjuk, hogy a sor

konvergens és 0sszege S.
Ha nincs ilyen szam, az 6sszeget nem értelmezzik, a sor

divergens.



Szamoljuk ki az

T+ X+ X4+ X4+ X

sor részletdsszegeit:
2 n 1_Xn
S =1+X+X"+-+Xx = 1 (x#1)
— X




Szamoljuk ki az

T+ X+ X4+ X4+ X

sor részletdsszegeit: .

S =1+X+x"++x"=

Legyen |x| < 1. Ha n elég nagy,
1 1
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Szamoljuk ki az

T+ X+ X4+ X4+ X
sor részletdsszegeit:

2 n 1_Xn
S =1+X+X"+-+Xx = (x#1)
1—Xx
Legyen |x| < 1. Ha n elég nagy,
1 1
n
xX"~0, §~—— § —5—
T 1—x m 1—-x

’
Tehat fenti sorunk 0sszege -

Ha|x|> 1, a részletdsszegek minden hataron tul névekszenek
(abszolut értekben); ha x=—1, a 0 és az 1 kdzo6tt ugralnak; a sor
0sszege definicionk szerint ekkor nem értelmezett.



Ha a sor tagjai mind pozitivak, a részletdsszegek monoton
novekszenek. A helyzet egyszeru:

Ha a részletésszegek minden
hataron tul névekszenek, a sor
divergens.




Ha a sor tagjai mind pozitivak, a részletdsszegek monoton
novekszenek. A helyzet egyszeru:

Ha a részletdsszegek minden Ha a részletdsszegek korlatosak,
hataron tul névekszenek, a sor  a sor konvergens.
divergens.
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Példa:

1 1 1
T+ —+—+—F—+—+—+
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Példa: 1111

A részletdsszegek nem korlatosak, ezért a fenti,
un. harmonikus sor divergens, azaz nincs 0sszege.
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Példa: 1 1 1

bt ——F——F——F- ot
1.2 2.3 34 45 (n—1)-n

_ 1 1 1
tudjuk, hogy (k—1)k k-1 k

T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Példa: 1 1 1

bt ——F——F——F- ot
1.2 2.3 34 45 (n—1)-n

_ 1 1 1
tudjuk, hogy (k—1)k k-1 k

T 1 1 1 1 1 1 1 1 1

<1+t 4
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Mivel a részletdsszegek (novekedoek es) korlatosak, a

T 1 1 1 1
T+ —+—+—+—++—+

22 32 42 52 k2

sornak van 0sszege, nem tudjuk, mennyi, de legfeljebb 2.

Belathatd, hogy

2
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+22+32+42+52+---+F+---—






Példa: 1 1 1 1 1. gt Xi

23 4 5 6 P

A sor tagjai egyre kisebbek és valtakozo6 eldjeltiek. Az ilyen sorok
mindig konvergensek, mert a részletosszegek egy szamra

huzddnak ra.

Tehat a fenti sornak van ésszege.



Egy haromsz6g minden oldalara tegyunk egy harmadakkora
haromszoget, majd ezt folytassuk. A “hataralakzat” az un.
Koch-féle hopehely.
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Az eredeti haromszOg oldala legyen 1.
Minden Iépésben

az oldalak szama megnégyszerezddik,
hosszuk pedig harmadolodik.
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Az n-edik alakzat kerUlete tehat 3




Az eredeti haromszOg oldala legyen 1.
Minden Iépésben

J\jAu az oldalak szama megnégyszerezédik,
hosszuk pedig harmadolodik. i
4

Ez a sorozat minden hataron tul ng, tehat a Koch-hépehely
kerUlete vegtelen nagy!
Akkor igencsak kanyargos lehet . . .

5 ﬁw%

Az n-edik alakzat kerUlete tehat 3




Az n-edik lépésben a 2%
hozzaragasztott kis haromszogek > <
\/f
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i

terlilete: 3.4"7 12 _
4 3 419
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Az n-edik 1épésben a \ 4
hozzaragasztott kis haromszogek \ > <
n
terllete: 3.4”1(1) @ 1@ )
9 3 9 :J“fuuf
tehat a hopehely terllete
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Az n-edik lépésben a /
hozzaragasztott kis haromszogek \

1)”@ 13[4 )
9

terlilete: 3.4" (_

[ ]

2
tehat a hopehely terllete N
— 2 3
V3 V31l (4] (4], (4 _3@11 _813
4 4 3 9] 19 9 43 4 54
9

tehat a vegtelen hosszu gorbe véges tertletet hatarol! ©

(Azért a kerllet és terulet fogalma igazabdl tisztazando.)



Egy apa elhatarozza, hogy gyermekének
minden szulletésnapjara annyiszor 1000
Ft-ot ajandékoz, ahany éves (a gyerek).
Mennyi pénzt tegyen a bankba évi 6 %-0s
kamatra, hogy ezt akarmeddig

folytathassa?
n-1000

n

q
Ft-ot kell a bankba rakni (ahol g=1,06). A keresett 6sszeg tehat

Ahhoz, hogy n év mulva n-1000 forintunk legyen, most

1000- 1+ 22+ 33+ 44+ 55+
9 ¢° g g q
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A feladat szamaival ez kb. 277 ezer Ft.




Egy 10 m hosszu gumikotél egyik vege
rOgzitett, a masik végetol egy csiga maszik a
fal felé, 1 cm/s sebesseggel.

lgen am, de a kotelet egy gonosz mané
kGzben nyujtja, 10 m/s sebességgel.

Eléri-e a csiga a falat? )

1 s mulva a csiga megtett legalabb 1 cm-t, a kotél 2000 cm.
2 s mulva a csiga megtett legalabb 1,5 + 1 cm-t, a k6tél 3000 cm.

Ez nem hangzik valami jol . . .



Egy 10 m hosszu gumikotél egyik véege
rOgzitett, a masik végetol egy csiga maszik a
fal felé, 1 cm/s sebesseggel.

lgen am, de a kotelet egy gonosz mané
kGzben nyujtja, 10 m/s sebességgel.

Eléri-e a csiga a falat?

1 s mulva a csiga megtett legalabb 1 cm-t, a kotél 2000 cm,

tehat megtette az ut legalabb ﬁ részet.

2 s mulva a csiga megtett legalabb 1,5 +1 cm-t, a kétél 3000 cm,

, , , 1 1 .
tehat megtette az ut legalabb 5y55+3000 reszet.

Ez az!



Tehat ns mulva a csiga megtette az ut legalabb

L
1000

1 1 1 1
2 3 4 n

részet. Mivel a zarojelben levd 6sszeg minden hataron tul no.
eléri az 1000 érteket is, €s akkor a csiga célba ért.

(A feladat adatait komolyan véve, mintegy 10%27 év alatt, a Fold
kora mintegy 10° év © )



Az abran lathaté négyzetracsban hany - t+————————1
pont latszik a bal als6 sarokbdl? I

Az abran példaul a zold pontok
latszanak, a pirosak nem.

Bebizonyithatd, hogy N ndvelésével a ' "IN
lathatd és az 6sszes pontok szamanak '
aranya egy allandé K ertékhez kozelit.

Mekkora ez a K allando?

(Ugy is fogalmazhattuk volna a kérdést, hogy milyen gyakoriak a
relativ prim szamparok.)



A nem lathatd pontokat (mint aés b),

nyilvan lathaté pontok takarjak el (mint
A és B). Az a pontot feleGton takarja T a b
el a A pont, az ilyen takarépontok [ = *°
lathatoak az N/2 oldalu négyzetben. A
b pontot harmaduton takarja el a B,

az ilyen takaropontok lathatéak az N'3 [ 77 1
oldalu négyzetben . .. N/3 N2

*
J = .
[
i
L
L =i &
»

.= = ==

L ]
- 5 * &




A nem lathatd pontokat (mint aés b),

nyilvan lathaté pontok takarjak el (mint
A és B). Az a pontot feleGton takarja T a b
el a A pont, az ilyen takarépontok [ = *°
lathatoak az N/2 oldalu négyzetben. A
b pontot harmaduton takarja el a B,
az ilyen takaropontok lathatéak az N'3 [ 77 1
oldalu négyzetben . . . N/3 N2
A lathaté pontok szama :

K.Nz:Nz_K(g)iK(g)iK(ﬁ)i...,



A nem lathatd pontokat (mint aés b),
nyilvan lathaté pontok takarjak el (mint
A és B). Az a pontot feleuton takarja
el a Apont, az ilyen takaropontok
lathatoak az N/2 oldalu négyzetben. A
b pontot harmaduton takarja el a B,
az ilyen takaropontok lathatoak az N/3
oldalu négyzetben . ..

A lathaté pontok szama

N

L 1

K =




Egy igazi alkalmazas: a tizedes tortek

0,123123...= 123 | 129 + 129 +

T 2 3
1000 1000 1000



Egy igazi alkalmazas: a tizedes tortek

123 123 123
+ 5>+ T

1000 1000 1000

123 , 1 1 123

0,123123...=

1

123

S —— , TR + +.o. =
1000 1000 1000° 1000 1

hiszen a meértani sort mar ismerjuk.

L
1000

999"



Egy igazi alkalmazas: a tizedes tortek

0,123123...=

T 2 3
1000 1000 1000
123 1 1

123 123 123
+ +

1000

hiszen a meértani sort mar ismerjuk.
Hasonldan

9 9 9 9

0,9999...=

1+ + +
1000 1000°

_I_ o
10 10 10° 10

| 123 1 123
1000, 1 999’
1000
L I
10 10 10°




Egy igazi alkalmazas: a tizedes tortek

123 123 123
+ +

0,123123...= + > -
1000 1000° 1000
123 1 1 123 1 123
=———-oo 1+ + +-- = = ,
1000 1000 1000° 1000 1 1 999
1000
hiszen a meértani sort mar ismerjuk.
Hasonldan
09999, =>4 3 ;9 L9y 1T,

+— .
10 10 10° 10




0,9999...=1
Ez elég meglepd, nézzik mas uton is!

1—i <0,9... <1
10



0,9999...=1
Ez elég meglepd, nézzik mas aton is!

1

1-—— <0,9... <1
10
1

1—-——— <0,99... <1
100
1 <0,999...<1

1_
1000



0,9999...=1
Ez elég meglepd, nézzik mas aton is!

1

1-—— <0,9... <1
10
1

1—-——— <0,99... <1
100

1-— L <0,999...<1
1000
l l
1 1

Ez az ugynevezett renddr-elv.



Belatjuk, hogy minden tizedes tortnek van értelme.

(1) 0,abcdef ...= 2, < +-C 4 d F...

10° 10° 10*

egy végtelen 0sszeg.



Belatjuk, hogy minden tizedes tortnek van értelme.

(1) 0,abcdef ...= 2, b +-C 4 d T

10 10> 10° 10

egy veégtelen ¢sszeg.

Részletdsszegei monoton nének,
tehat elég a korlatossagot igazolni.
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(1) 0,abcdef ...= 2, < +-C 4 d F...

10° 10° 10*

egy veégtelen ¢sszeg.

Részletdsszegei monoton nének,
tehat elég a korlatossagot igazolni.




Még egy igazi alkalmazas: a ™ koOzelitése

TT TT

Definicid. —E<arctan x<§, tan(arctan x)=x
1 T
arctan——==—, arctan1=—
V3 6 4



Még egy igazi alkalmazas: a ™ koOzelitése

TT TT

Definicid. —E<arctan x<§, tan(arctan x)=x
1 T
arctan—==—, arctan1=—
J3 6 4
Belathato, hogy
3 5 7

arctanx=x—);+ ——+—  (—1<x=1)



Még egy igazi alkalmazas: a ™ koOzelitése

TT TT

Definicid. 5 <arctanx < o tan(arctan x)=x
1 T
arctan—=—, arctan1=—
J3 6 4
Belathato, hogy
3 5 7
arctanx=x— -+ X 4 _... (—1<x<1)
3 5 7

ebbOl



lgen am, de milyen gyors a kdzelités?

TUEGEEEEREEELE A hiba az utols6 hozzaadott
II||| |||||| taggal becstilhet6




lgen am, de milyen gyors a kdzelités?

TUEGEEEEREEELE A hiba az utols6 hozzaadott
II | |||| || taggal becstilhet6

Ha 100 tagot adunk 0ssze:

hiba < 1 ~ 1
199 200




Gyorsabban is kozelithetlink:

az abra szerint

T 1 1
—=arctan—+arctan—
4 2 3




Gyorsabban is kozelithetlink:

az abra szerint

T 1 1
—=arctan—+arctan—
4 2 3

ezt hasznalva




Gyorsabban is kozelithetlink:

az abra szerint

T 1 1
— =arctan—+arctan—
4 2 3

ezt hasznalva
1 LA NS B R
3 33 3°5 3'.7

1 1
- _|_ -
2 233 25 2.7

Ll
4

most a hiba (ismét 100 tagot adva 6ssze)

1 1 -30
4 ~10 ™, ez 30 pontos tizedesjegy!

hiba~ ~
2%99.99 3%.99



Tudjuk, hogy az alabbi 6sszeg létezik:

P O B S B S B O

2345678



Tudjuk, hogy az alabbi 6sszeg létezik:

PTG I B I B U O DN

2345678

O+1+O—l+0+l+0—l+m:s
2 3 4



Tudjuk, hogy az alabbi 6sszeg létezik:

PTG I B I B U O DN

2 3 4 5 6 7 8

O+1+O—l+0+l+0—l+m:s
2 3 4

(2) 0+1+O—1+O +1+0 —l+---=l-s
2 4 6 8 2



Tudjuk, hogy az alabbi 6sszeg létezik:

PTG I B I B U O DN

2 3 4 5 6 7 8

O+1+O—l+0+l+0—l+m:s
2 3 4

1

(2) 0+1+0—l+0+1+0——+---=1-s
2 4 6 8 2
1T 1 1 1 1 3
| Syt t0H S =
(1)+(2) 140+ +—+0+ +-o=—-8
3 2 5 /7 4 2



Tudjuk, hogy az alabbi 6sszeg létezik:

1111111

(1) 1—mdm—egit 12
2345678

1 1

O+1+O—l+0+—+0——+m
2 3 4

1

(2) 0+1+O—1+O +1+0 —— -
2 4 6 8

11 1 1 1

(1)+(2) 1+0+-—=+=+0+5——+--
3 2

S / 4

Ezek szerint az (1) 0sszeg megvaltozhat,
ha a tagokat mas sorrendben adjuk 6ssze ! ?



A veégtelen osszegek

erdekesek!

©



