A sinn sorozat torlodasi pontjairol

A bevezet$ analizis egyik ,,jol ismert” feladata:
Igazoljuk, hogy a sinn sorozatnak a [—1,1] intervallum minden pontja torldddsi pontja.

(A feladatban lehet sin helyett cos is; mds megfogalmazdsok is lehetségesek, példdul az, hogy minden
—1 < a < b<1 esetén van olyan n, amelyre a < sinn < b.)

A [j6l ismert” azért idézdjeles, mert bér a feladat sok helyen elSkeriil (pl. Németh Z., Hatérérték és
folytonossédg, Polygon, 2007, 14.10. feladat; Bagota M., Németh J., Németh Z., Analizis II feladatgytijtemény,
2004, 19-20. feladatok; Kozépiskolai Matematikai Lapok, 2004, B.3470 feladat (spec. eset); stb.), egyszert,
elemi bizonyitast nem mindeniitt taldlunk. Jelen irds célja egy ilyen bizonyitas.

Tudjuk, hogy minden x # y esetén

|sinz —siny| < |z —y| (és hasonléan |cosz — cosy| < |z —y|),

hiszen | sinx —siny| = |2sin %5 cos ITJ”’ |. Elegendd tehdt azt beldtnunk, hogy barmely x sz6ghtz és barmely

€ > 0 hibahoz talalhaték olyan n és k egészek, amelyekre
(%) |n 4+ 2km — x| < e.

Ha arra gondolunk, hogy a m irraciondlis, szemléletesen eléggé vildgos, hogy a 27 keriiletli egységkoron
mindig egységnyit lépkedve, az érintett pontok sosem esnek egybe és el6bb-utébb tetszolegesen siiriin bejarjak
a keriiletet. Ezt prébalja szemléltetni a www.math.u-szeged.hu/~nemeth/download/kor-anim.html lap. De
ez persze még nem bizonyitas.

Mésrészt, vannak dltaldnos tételek, amelyeknek a mi eredménytink csak specidlis esete. Kronecker egy (igen
mély) tétele szerint minden « irraciondlis szdm esetén az {n + ma : n,m € Z} halmaz az R szdmegyenesen
mindentitt siiri (azaz minden ¢,d € R, ¢ < d szdmokhoz taldlhaték olyan n és m egész szamok, amelyekre
¢ < n+ma < d teljesiil). Ebbdl a (x) 4llitds azonnal kovetkezik.

Fogjunk most mér hozzd a (x) egyenlStlenség igazoldsdhoz. Legyen & > 0 tetszlleges. Elészor az ¢ = 0
esetet targyaljuk: azt akarjuk beldtni, hogy vannak olyan n és k, amelyekre (x) fennall.

Legyen N akkora, hogy % < e. Jeloljik meg a szdmegyenesen a 27, 4w, 67, ..., 2N7 pontokat, majd
tekerjiikk ol a szdmegyenest egy egységkeriiletii korre! (Elegdnsabban: vegyiik a szdmok tortrészét.) Két
megjelolt pont a foltekerés utdan sem fog egybeesni, hiszen ez azt jelentené, hogy 2im — 2jm = ¢, azaz ekkor
m raciondlis lenne; tehat a keriiletet az N darab kiillénb6z6 pont N ivre osztja, a skatulyaelv szerint van
kozottuk legfeljebb % hosszu. Ez azt jelenti, hogy
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ami éppen a bizonyitando6 egyenl6tlenség.
Az altalanos esetben legyen x tetszOleges, és legyenek p, ¢ olyan egészek, amelyekre
0<|p+2¢qrm| <e
(az el6z6 szakaszban lattuk, hgoy ilyenek vannak; és 7 irracionalitdsa miatt nem lehet p + 2¢m nem lehet 0).

Legyen N az - +””2qw szam alsé (vagy 01s6) egészrésze; nyilvan igaz, hogy
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adddik, ami éppen a bizonyitandé (%) egyenlStlenség (az n := Np, k := Nq jeloléssel).

Ezzel az allitasunkat belattuk.



