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Méra Ferenc: Osztozkodasok (19

— Felibe rakja kend szét, ségor — szélal meg a kortefejii. — Egy ide, egy oda, az a legtisztadbb munka.

— No j6é — harakol az dreg —, de hat melyikdn kezdjem?

— Kezdje kend a nagyjan, a kékon.

A "kék" a huszondtezer koronas. Nevét, szamat nem tudjdk. Rendes embernek soha az életben nem volt
dolga ekkora szammal.

Utoljara maradnak az Stvenezresek.

Az Sreg ségor a két ujja kdzé csip egyet beléliik.

— Hat ez a kis vorés? Ez ugyan miféle?

— Ez 4j talalvany — karomkodik a kortefejii. — Ez talan nem is péz.

— Az man mindegy, hallod. Ha a javat mogfeleztiik, ezt is csak elosszuk.
Tiz-tiz darab jutott a kis vordsbiil mind a kettének, egy darab meg paratlan maradt. Hat most mar mi lesz
ezzel az arvaval?

— Malyik a huszondtezrds?

— A nagy kék.

— Ertdm — biccent ra az dreg. — No hoci, csém, egy kéket, oszt [6gy6n a tied a vords.
A kortefej heves ingasba jon.

— Azt az egyet nem tészdm, ségor. Ha kendnek nem j6, nekdm se j6. Csokélylom.
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Hogyan osztozkodjunk?

A méltanyos osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha

mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. (Mér6eszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)
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Hogyan osztozkodjunk?

A méltanyos osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. (Mér6eszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Egy mddszer:
n = 2 Aladar oszt, Béla valaszt.
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Hogyan osztozkodjunk?

A méltanyos osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. (Mér6eszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Egy mddszer:

n = 2 Aladar oszt, Béla valaszt.

n = 3 Aladar és Béla elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutan mindketten haromfelé
osztjak a maguk darabjat, és Csaba valaszthat egy-egy darabot mindkettejiiktél.
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Hogyan osztozkodjunk?

A méltanyos osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. (Mér6eszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Egy mddszer:

n = 2 Aladar oszt, Béla valaszt.

n = 3 Aladar és Béla elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutan mindketten haromfelé
osztjak a maguk darabjat, és Csaba valaszthat egy-egy darabot mindkettejiiktél.

n = 4 Aladar, Béla és Csaba elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutan mindharman
négyfelé osztjak a maguk darabjat, és Dezs6 valaszthat egy-egy darabot
mindkettejiiktél.

n=>5,6,... és igy tovabb ... (azaz teljes indukcid).
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Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik moédszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:
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Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik moédszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:

Aladar odateszi a pizza bal széléhez a kést, és lassan jobbra mozgatja, egészen
addig, amig valaki felkialt: vagj! (Aladar is kialthat.)

A levagott részt az viszi el, aki kialtott — a tobbiek ezt nem kifogasolhatjak.
Tehat egyvalaki elvihetett egy részt tgy, hogy mindenki jévahagyta = eggyel
kevesebben vannak (azaz teljes indukcio).
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Nem mindenki szereti egyforman a pizza minden dsszetevdjét :-)
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A mértékfiggvény

Nem mindenki szereti egyforman a pizza minden dsszetevdjét :-)
Az egész pizza (mint ponthalmaz) kiilénb6z8 A részhalmazaihoz rendeljiik hozza
az m(A) valds szamot (ez tehat halmazokon értelmezett, szamértékii fiiggvény).

Definicié

A fenti m(A) egy mértékfiiggvény, ha
e m(A) >0, m(0) =0.
e Ha An B =0, akkor m(AU B) = m(A) + m(B).
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Nem mindenki szereti egyforman a pizza minden dsszetevdjét :-)
Az egész pizza (mint ponthalmaz) kiilénb6z8 A részhalmazaihoz rendeljiik hozza
az m(A) valds szamot (ez tehat halmazokon értelmezett, szamértékii fiiggvény).

Definicié

A fenti m(A) egy mértékfiiggvény, ha
e m(A) >0, m(0) =0.
e Ha An B =0, akkor m(AU B) = m(A) + m(B).

Legyen m(X) = 1 (ez csak a mértékegység rogzitése).
Példaul a testek tomege vagy toltése is mértékfiiggvények.
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A feladat még egyszer

Méltanyos osztozkodas

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat
mértékfliggvénye szerint értékeli a pizzat. (MérGeszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)
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A feladat még egyszer

Méltanyos osztozkodas

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat
mértékfliggvénye szerint értékeli a pizzat. (MérGeszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Az el6z8 médszerek most is miikddnek.

Vagy mégsem?
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A feladat még egyszer

Méltanyos osztozkodas

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat
mértékfliggvénye szerint értékeli a pizzat. (MérSeszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Az el6z8 médszerek most is miikddnek.

Vagy mégsem?

Mikddnek, KIVEVE az "atomos mérték" esetét:

Tegyiik fel, hogy a pizzan van egy pontszer(i olajbogyd; és valaki annyira szereti az
olajbogyét, hogy szamara ez az egyetlen pont pozitiv mértékkel bir.

Példaul ha Aladar szamara m(O) = 3, mar kétfelé sem tudjak "tisztességesen"
osztani.

A fizikabdl ismert "tomegpont", "ponttoltés" stb. atomos mértékre vezetnek.
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A feladat még egyszer

Méltanyos osztozkodas

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
gy, hogy az osztozkodas soran mindenki megkaphassa a neki jaré részt, vagy ha
mégsem, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat
mértékfliggvénye szerint értékeli a pizzat. (MérSeszkoziink nincsen, csak egy
tokéletesen éles kés.)

Az el6z8 médszerek most is miikddnek.

Vagy mégsem?

Mikddnek, KIVEVE az "atomos mérték" esetét:

Tegyiik fel, hogy a pizzan van egy pontszer(i olajbogyd; és valaki annyira szereti az
olajbogyét, hogy szamara ez az egyetlen pont pozitiv mértékkel bir.

Példaul ha Aladar szamara m(O) = 3, mar kétfelé sem tudjak "tisztességesen"
osztani.

A fizikabdl ismert "tomegpont", "ponttoltés" stb. atomos mértékre vezetnek.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a mértékfiiggvények folytonosak. J
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Hogyan osztozzunk?

Mindenesetre, folytonos mértékek esetén (még ha azok kiilénbézéek is), van
modszeriink a mindenki szamara elfogadhaté osztozkodasra.

Vegylik észre, hogy a médszer nem garantalja, hogy mindenki megkapja a "neki
jaré" L-ed részt; de azt igen, hogy ha ezt mégsem kapna meg, azért csak sajat

i

magat okolhatja (még akkor is, ha a tobbiek esetleg &sszebeszéltek ellene).
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fiiggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha

@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kozel van f(a)-hoz.
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fiiggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha
@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kozel van f(a)-hoz.

o akarhogyan ad valaki egy hibakorlatot, ha x elég kdzel van a-hoz, f(x)
kozelebb van f(a)-hoz, mint az adott korlat.

@ barmely e > 0 szamhoz van olyan ¢ > 0, hogy ha |x — a| < ¢ fennall, akkor
|f(x) — f(a)| < e is fennall.
e Ve>035>0Vx (]x—al >dV|f(x)—rf(a)] <e).
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Bolzano tétele

Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(¢) =0.
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Bolzano tétele

Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(¢) =0.

A bizonyitas példaul "az oroszlanfogas médszerével" torténhet.

Megfelezziik az [a, b] intervallumot. Ha a felezépontban f nulla, készen vagyunk;
ha nem, tekintsiik azt a félintervallumot, ahol f el&jelet valt. Felezziik meg ezt az
intervallumot . ..

Az egymasba skatulyazott zart intervallumoknak van kbzds pontja, legyen ez c.
c-hez akarmilyen kozel a fliggvényiink negativ és pozitiv értékeket is folvesz; tehat
f(c) csak 0 lehet. O
(Persze ebben a formaban ez csak egy vazlatos érvelés, de pontosithaté.)
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Egy fixponttétel

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont,
azaz olyan pont, amely helyben marad. J
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Egy fixponttétel

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont,
azaz olyan pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.
Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].
Ha f(a) = a vagy f(b) = b, készen vagyunk.
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Egy fixponttétel

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont,
azaz olyan pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.

Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].

Ha f(a) = a vagy f(b) = b, készen vagyunk. Ha nem, legyen g(x) := f(x) — x.
Mivel g(a) > 0 és g(b) < 0, van olyan ¢, ahol g(c) =0, azaz f(c) = ¢
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Az atellenes pontok tétele

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J
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Az atellenes pontok tétele

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Bizonyitas.

Tehat a kdrvonal minden pontjaba irtunk egy szdmot.

Vegylink fol egy « szogli iranyitott atmérét, és legyen f(«) := a végpontba irt
szam minusz a kezd6pontba irt szam.
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Az atellenes pontok tétele

Bolzano tételét alkalmazzuk.

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Bizonyitas.

Tehat a kdrvonal minden pontjaba irtunk egy szdmot.

Vegylink fol egy « szogli iranyitott atmérét, és legyen f(«) := a végpontba irt
szam minusz a kezd6pontba irt szam.

Ha f(a) > 0, f(or+ 180°) < 0, mert a végpont és a kezdpont szerepet cseréltek;
mivel f folytonos, valahol felveszi a 0 értéket is. O
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi korén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a korvonalat az idGegyenesbe képezziik).
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi korén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a korvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez

pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi korén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a korvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez
pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.

Ha Tonga szigetérsl hétfén reggel 8-kor felszall a repiilénk, kétéras at utan,
vasarnap délelstt 10-kor ériink Samoara.
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi korén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a korvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez
pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.

Ha Tonga szigetérsl hétfén reggel 8-kor felszall a repiilénk, kétéras at utan,
vasarnap délelstt 10-kor ériink Samoara.
Magellan (pontosabban Pigafetta), 1522 jalius 9; Phileas Fogg, 20 000 GBP.
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Altalanositsunk!

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont. J
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Altalanositsunk!

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont. J

Brouwer-féle fixponttétel

Ha a sikon egy haromszoget (a térben egy tetraédert ...) folytonosan 6nmagaba
képeziink, mindig van fixpont.
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Altalanositsunk!

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van fixpont. J

Brouwer-féle fixponttétel

Ha a sikon egy haromszoget (a térben egy tetraédert ...) folytonosan 6nmagaba
képeziink, mindig van fixpont.

A haromszog (tetraéder ...) helyett gondolhatunk barmely korlatos, zart, konvex
halmazra is, mert ezek a haromszog (tetraéder ...) kolcsondsen egyértelmii
folytonos képei.

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Igazsagos osztozkodas 2014. aprilis 12. 13 / 35



Alkalmazasok

o Ha a sik egy darabjardl készitiink egy (akar torz, de) folytonos térképet, és
azt valahogy elhelyezziik (akar meggyiirve) az adott teriileten, biztosan lesz
fixpont; oda szarhatjuk az "itt all 6n" tablat.
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Alkalmazasok

o Ha a sik egy darabjardl készitiink egy (akar torz, de) folytonos térképet, és
azt valahogy elhelyezziik (akar meggyiirve) az adott teriileten, biztosan lesz
fixpont; oda szarhatjuk az "itt all 6n" tablat.

@ Nem lehet rendesen megkeverni egy pohar koktélt; lesz helyben maradé pont.
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|gazsagos osztasok létezése

Egy gondos anyuka homogén, de szabalytalan alaka pizzakat készit. (olajbogyd
nelkil :-) )
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El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal gy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjek? J
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nelkil :-) )

El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal gy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjek? J

A keriilet minden P pontjabdl hiizzunk egy iranyitott egyenest a keriiletet felez
"atellenes" pontba, és legyen

f(P) := bal oldali teriilet — jobb oldali teriilet.
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Egy gondos anyuka homogén, de szabalytalan alaka pizzakat készit. (olajbogyd
nelkil :-) )

El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal gy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjek? J

A keriilet minden P pontjabdl hiizzunk egy iranyitott egyenest a keriiletet felez
"atellenes" pontba, és legyen

f(P) := bal oldali teriilet — jobb oldali teriilet.

Ez a fiiggvény az atellenes pontokban elgjelet valt (f(P) = —f(P’)), masrészt van
olyan atellenes pontpar, ahol f(P) = f(P’), itt lesz a keresett egyenes.
(animécio!)
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|gazsagos osztasok létezése

El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal? )
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|gazsagos osztasok létezése

El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal? )

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy iranyitott atmérét; majd hazzunk az atmérére merélegesen olyan
egyeneseket, melyek kiilén-kiilén felezik a pizzakat (ilyen egyenesek vannak). A
felezd egyenesek az atmérét az A és a B pontokban metszik.
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|gazsagos osztasok létezése

El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal? |

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy iranyitott atmérét; majd hazzunk az atmérére merélegesen olyan
egyeneseket, melyek kiilén-kiilén felezik a pizzakat (ilyen egyenesek vannak). A
felez6 egyenesek az atmérét az A és a B pontokban metszik. Legyen

f(P) := az A és a B koordinatajanak kiilonbsége.

Ez a fiiggvény az atellenes pontokban el&jelet valt, masrészt van olyan atellenes
pontpar, ahol f(P) = f(P’); itt lesz a keresett egyenes. (animacid!)
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Sperner lemma

Sperner-szamozas:

o Egy haromszoget amelyet a hataran és a belsejében levs pontokkal kisebb
haromszogekre bontunk).

@ A nagy haromszég csucsait az 1, 2, 3 szamokkal szamozzuk (mindet
kiilonbozére).

o A hatar barmelyik oldalara esé csiicsokat csak az oldal cstcsaira irt szamok
valamelyikével szamozzuk.

@ A nagy haromszog belsejében 1évd csiicsok akarmelyik szamot kaphatjak.
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Sperner lemma

Sperner-lemma

A kis haromszogek koziil a teljesek (1-2-3 szamozottak) szama mindig paratlan;
specialisan legalabb 1, azaz VAN ilyen.
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Sperner lemma bizonyitasa

Kis haromszogek: szobak. 1 — 2 élek: ajték. Egy szoban 0, 1, vagy 2 ajté lehet, 1
pontosan akkor, ha teljes 1 — 2 — 3 szoba. A "sétak" tehat mindig egyértelmiiek,
soha nem térnek vissza, és csak teljes szobaban akadnak el.

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet)

Igazsagos osztozkodas
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Sperner lemma bizonyitasa 2.

A lemma értelemszer(ien kiterjesztheté magasabb dimenzidkra is.
Az 1 — 2 élen paratlan sok ajté volt. a k = 3 esetben az 1 — 2 — 3 haromszdgek az
ajtok, az 1 — 2 — 3 lapon ilyen paratlan sok van ... Teljes indukcid!

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet)
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A Brouwer-tétel bizonyitasa

A sikbeli haromszog esetét részletezziik. Tegyiik fel, hogy valamely folytonos
leképezésnek nincs fixpontja.
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A Brouwer-tétel bizonyitasa

A sikbeli haromszog esetét részletezziik. Tegyiik fel, hogy valamely folytonos
leképezésnek nincs fixpontja.

Tekintsiik a kérdéses haromszdget és a pontjainak affin koordinatait:
cstcsok: p, q, r, x = x1p + xoq + x3F, X1 + X0 + x3 = 1, x1, X0, x3 > 0.
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A Brouwer-tétel bizonyitasa

A sikbeli haromszog esetét részletezziik. Tegyiik fel, hogy valamely folytonos
leképezésnek nincs fixpontja.

Tekintsiik a kérdéses haromszdget és a pontjainak affin koordinatait:
cstcsok: p, q, r, x = x1p + xoq + x3F, X1 + X0 + x3 = 1, x1, X0, x3 > 0.

a haromszog pontjaira f(a, b, c) = (a', b, ¢’).

A nagy haromszoget haromszogeljiik, és a csiicsokat szamozzuk igy:

Haa' <a l;haa >aés b <b, 2;haa >a b >bésc <c, 3.

Ez Sperner-szamozas! (Csak akkor akadnank el, ha lenne fixpont.)
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A Brouwer-tétel bizonyitasa

A sikbeli haromszog esetét részletezziik. Tegyiik fel, hogy valamely folytonos
leképezésnek nincs fixpontja.

Tekintsiik a kérdéses haromszdget és a pontjainak affin koordinatait:
cstcsok: p, q, r, x = x1p + xoq + x3F, X1 + X0 + x3 = 1, x1, X0, x3 > 0.

a haromszog pontjaira f(a, b, c) = (a', b, ¢’).

A nagy haromszoget haromszogeljiik, és a csiicsokat szamozzuk igy:

Haa' <a l;haa >aés b <b, 2;haa >a b >bésc <c, 3.

Ez Sperner-szamozas! (Csak akkor akadnank el, ha lenne fixpont.)

3 (0,01)

(1,0,0) (0,10}
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A Brouwer-tétel bizonyitasa 2.

Sperner-lemma = van teljes haromszdg. ezt haromszdgeljiik tovabb ... gy, hogy

a haromszogek atmérgje tartson 0-hoz. Cantor-tétel = van kdzds pont, mondjuk
(a, b, c).

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Igazsagos osztozkodas

2014. aprilis 12. 22 / 38



A Brouwer-tétel bizonyitasa 2.

Sperner-lemma = van teljes haromszdg. ezt haromszdgeljiik tovabb ... gy, hogy
a haromszogek atmérgje tartson 0-hoz. Cantor-tétel = van kdzds pont, mondjuk

(a, b, c).

Ez a kdzds pont limese 1-szamozott pontok egy sorozatanak:

(an, bn, cn) — (&, b, ¢), a folytonossag miatt: (a}, b,,c,) — (a’,b',c’) és a), < a,

miatt a’ < a. Hasonléan b’ < b, ¢’ < ¢, tehat fixpontot talaltunk. O
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Ismét pizzat osztunk

A megismert osztozkodé algoritmusunkkal Aladar biztosan hozzajuthat a neki jaré

részhez; de lehet, hogy Béla véletleniil (vagy szandékosan) még nagyobb részt kap
a végén.
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Ismét pizzat osztunk

A megismert osztozkodé algoritmusunkkal Aladar biztosan hozzajuthat a neki jaré
részhez; de lehet, hogy Béla véletleniil (vagy szandékosan) még nagyobb részt kap
a végén.

Az irigységmentes osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Vagjuk ezt n részre agy, hogy minden
gyerek kivalaszthassa a neki legértékesebb darabot és azt meg is kaphassa (tehat
mindenki kiilénbdz6 darabokat valasszon).

Természetesen minden gyerek a sajat (folytonos) mértékfiiggvénye szerint értékeli
a pizzat. (MérSeszkoziink nincsen, csak egy tokéletesen éles kés.)
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Ismét pizzat osztunk

A megismert osztozkodé algoritmusunkkal Aladar biztosan hozzajuthat a neki jaré
részhez; de lehet, hogy Béla véletleniil (vagy szandékosan) még nagyobb részt kap
a végén.

Az irigységmentes osztozkodas feladata

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Vagjuk ezt n részre agy, hogy minden
gyerek kivalaszthassa a neki legértékesebb darabot és azt meg is kaphassa (tehat
mindenki kiilénbdz6 darabokat valasszon).

Természetesen minden gyerek a sajat (folytonos) mértékfiiggvénye szerint értékeli
a pizzat. (MérSeszkoziink nincsen, csak egy tokéletesen éles kés.)

lgazabol mértékre sincs sziikség. Annyit kell csak féltnniink, hogy

@ mindenki éhes, azaz barmelyik nemiires darabot szivesebben valasztja egy
iires darabnal

o ha valaki kiiloboz6 felosztasok mellett az Ax halmazokat preferalja és ezeknek
a halmazoknak a "hatarhalmaza" A, akkor az A halmazt is preferalja.
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Irigységmentes osztozkodas

Legyen n = 3, a gyerekek A, B, C.

Legyen a pizza egyik 4tmérgje 1, erre mer6legesen haromba vagjuk: a vagasok az
atmérdén xi, x2, x3, x1 + xo + x3 = 1. Ezek tekinthet&k "stlyponti
koordinataknak".
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Irigységmentes osztozkodas

Legyen n = 3, a gyerekek A, B, C.

Legyen a pizza egyik 4tmérgje 1, erre mer6legesen haromba vagjuk: a vagasok az
atmérdén xi, x2, x3, x1 + xo + x3 = 1. Ezek tekinthet&k "stlyponti
koordinataknak".

Tekintsiink egy haromszéghalét. Minden pontnak megfelel egy haromba vagas.

Cimkézziik fol a pontokat:
AL

/g C A M\B
AVAYAVAY
(1, O.Wwﬁm

G

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Igazsagos osztozkodas 2014. aprilis 12.



Irigységmentes osztozkodas

Legyen n = 3, a gyerekek A, B, C.

Legyen a pizza egyik 4tmérgje 1, erre mer6legesen haromba vagjuk: a vagasok az
atmérdén xi, x2, x3, x1 + xo + x3 = 1. Ezek tekinthet&k "stlyponti
koordinataknak".

Tekintsiink egy haromszéghalét. Minden pontnak megfelel egy haromba vagas.

Cimkézziik fol a pontokat:
a3
AL

/g C A M\B
JAVAVAVAW
C A = C
1,0.0) 12 0,10

G

Majd mindegyik csiicsban kérdezziik meg a tulajdonost, melyik darabot kéri.
Ez Sperner-szamozas.
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irigységmentes osztozkodas 2.

Van teljes haromszdg, amit tovabb osztunk ... Az egymasba skatulyazott
haromszogeknek van kdzds pontja (P).
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irigységmentes osztozkodas 2.

Van teljes haromszdg, amit tovabb osztunk ... Az egymasba skatulyazott
haromszogeknek van kdzds pontja (P).

Tehat mondjuk A-pontok egy sorozata tart P-hez. A gyerekek véges sok
permutaciéban valaszthatnak preferalt darabot, igy lesz olyan részsorozat,
amelyben A (meg B és C is) mindig ugyanazt valasztjak. Preferalt halmazok
hatarhalmaza is preferélt = a P-nek megfelel6 vagas éppen jo.
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irigységmentes osztozkodas 2.

Van teljes haromszdg, amit tovabb osztunk ... Az egymasba skatulyazott
haromszogeknek van kdzds pontja (P).

Tehat mondjuk A-pontok egy sorozata tart P-hez. A gyerekek véges sok
permutaciéban valaszthatnak preferalt darabot, igy lesz olyan részsorozat,
amelyben A (meg B és C is) mindig ugyanazt valasztjak. Preferalt halmazok
hatarhalmaza is preferélt = a P-nek megfelel6 vagas éppen jo.

Az n > 3 esetben a haromszogelés bonyolultabb (stlyvonalakkal kell osztani), de
hasonlé gondolatmenet és indukcié igazolja a tételt. O
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osztozkodas joban-rosszban

Mi a helyzet, ha "rossz" dolgokat kell elosztani? Munkat, fizetnivalét? Vagy jot és
rosszat is?

Egy kiad6 hazban van n kiildnb6z6 szoba. n ember kivenné a hazat, és kdzdsen
fizetnék a bérletet. Ugy kell elosztani a szobak arat, hogy senki ne akarjon cserélni
senkivel.
o A bérleti dij barmely elosztasa mellett mindenki preferal legalabb egy szobat.
@ Mindenki preferal egy ingyen szobat a fizet6shoz képest.
o Ha valaki preferal egy szobat arak egy konvergens sorozata mellett, akkor a
arak hatarértéke mellett is preferalja.

Sperner-tipusi gondolatmenettel megmutathatd, hogy van ilyen felosztas.
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osztozkodas joban-rosszban

Mi a helyzet, ha "rossz" dolgokat kell elosztani? Munkat, fizetnivalét? Vagy jot és
rosszat is?

Egy kiad6 hazban van n kiildnb6z6 szoba. n ember kivenné a hazat, és kdzdsen
fizetnék a bérletet. Ugy kell elosztani a szobak arat, hogy senki ne akarjon cserélni
senkivel.
o A bérleti dij barmely elosztasa mellett mindenki preferal legalabb egy szobat.
@ Mindenki preferal egy ingyen szobat a fizet6shoz képest.
o Ha valaki preferal egy szobat arak egy konvergens sorozata mellett, akkor a
arak hatarértéke mellett is preferalja.

Sperner-tipusi gondolatmenettel megmutathatd, hogy van ilyen felosztas.

De az igazi matematikus ;-) megoldas: mindenki fizesse be a teljes bérleti dijat — a
visszajaré szétosztasa mar ismert feladat.
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Es a valésagban?

Vilagos, hogy ezekben az osztozasokban egy elég siirii racs ad egy "e-pontos" j6
felosztast.

A Sperner-lemma "séta" mddszere gyorsabb, mint az Gsszes lehetséges eset
végignézése.
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Altalanositsunk!

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Borsuk—Ulam tétel

Ha a tér valamely gombfeliiletét folytonosan egy sikba képezziik, mindig van két
atellenes pont, amelyek képe megegyezik.

Borsuk—Ulam tétel

Ha a k-dimenziés tér valamely (k — 1 dimenzi6s) gémbfeliiletét folytonosan egy
k — 1 dimenziés (hiper)sikba képezziik, mindig van két atellenes pont, amelyek
képe megegyezik.

| A
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A Borsuk—Ulam tétel bizonyitasardl

Hasonl6 a Brouwer-tételhez (annal altalanosabb).

Az S¥~1 gomb helyett legyen B¥~1 egy "oktaéder-szerii gomb", amelyre
Pl + x|+ -+ ] = 1.
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A Borsuk—Ulam tétel bizonyitasardl

Hasonl6 a Brouwer-tételhez (annal altalanosabb).

Az S¥~1 gomb helyett legyen B¥~1 egy "oktaéder-szerii gomb", amelyre

Il 4 [xe| 4 -+ |x| = 1.

Vegyiik ennek egy haromszogelését (szimplexekre) az origéra szimmetrikusan.

Ha egy ilyen haromszdgelésben a cstcsokat paratlan médon (f(—x) = —f(x))
megszamozzuk a +1, £2, ..., ==k szdmokkal. Ekkor lesz olyan él, amelynek
pontjaira ellentett sdmokat irtunk.

A Tucker-lemma hasonlé "sétalos" konstruktiv médon bizonyithato, s beléle a
Borsuk—Ulam tétel is.
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.

Bizonyitas.

Vegylik koriil a testeket egy elég nagy gémbbel.

A gémb minden P pontjabdl hizzunk egy iranyitott atmérét; majd hazzunk az
atmérére merdlegesen olyan sikokat, amelyek kiilon-kiilén felezik a testeket (ilyen
sikok vannak). A felezd sikok az atmérét az A, B, C pontokban metszik.
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.

Bizonyitas.
Vegylik koriil a testeket egy elég nagy gémbbel.
A gémb minden P pontjabdl hizzunk egy iranyitott atmérét; majd hazzunk az
atmérére merdlegesen olyan sikokat, amelyek kiilon-kiilén felezik a testeket (ilyen
sikok vannak). A felezd sikok az atmérét az A, B, C pontokban metszik.
Legyen

f(P):=(a—b, b—¢)

(a megfelels pontok koordinatainak kiilonbségeibsl képezett szampar).

A fiiggvény mindkét komponense az atellenes pontokban eléjelet valt, masrészt
van olyan atellenes pontpar, ahol f(P) = f(P’), azaz A= B = C; itt lesz a
keresett sik.
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A konszenzusos felezés

Aladar oszt, Béla valaszt ... Aladar azt szeretné, hogy az 6 része az 6 mértékével
legyen > 1 ES Béla része Béla mértékével < 1!
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A konszenzusos felezés

Aladar oszt, Béla valaszt ... Aladar azt szeretné, hogy az 6 része az 6 mértékével
legyen > % ES Béla része Béla mértékével < %!

A konszenzusos felezés

Egy pizzat n gyerek a sajat (kiilonb6zé, folytonos) mértékével mér. Két részre
tudjuk-e osztani Ggy a pizzat, hogy mindannyian egyformanak mérjék a két részt?
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A konszenzusos felezés 2.

A pizza egyik atmérgje legyen 1; erre mer&leges vagasokkal n+ 1 részre vagjuk, az
atméré végésai X1, X2, -+ oy Xpt1, X1 +Xxo+ -+ Xp4+1 = 1.
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A konszenzusos felezés 2.

A pizza egyik atmérgje legyen 1; erre mer&leges vagasokkal n+ 1 részre vagjuk, az
atméré végésai X1, X2, -« .y Xn+1, X1 +Xxo+ -+ Xp4+1 = 1.

Egyes darabok uniéja legyen az A~ halmaz, a tobbieké az AT. Tekintsiik az n+ 1
dimenziés térben egy "oktaéder alaki gémbot", ennek egy P pontja

P = (+x1,+x2,...,+tx,11), £ aszerint, hogy a kérdéses darab A~-ba vagy A*-ba
esik.
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A konszenzusos felezés 2.

A pizza egyik atmérgje legyen 1; erre mer&leges vagasokkal n+ 1 részre vagjuk, az
atméré végésai X1, X2, -« .y Xn+1, X1 +Xxo+ -+ Xp4+1 = 1.

Egyes darabok uniéja legyen az A~ halmaz, a tobbieké az AT. Tekintsiik az n+ 1
dimenziés térben egy "oktaéder alaki gémbot", ennek egy P pontja

P = (+x1,+x2,...,+tx,11), £ aszerint, hogy a kérdéses darab A~-ba vagy A*-ba
esik.

P képe legyen: (ju1(A") = (A7), ... (1n(A") = pin(A7))
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A konszenzusos felezés 2.

A pizza egyik atmérgje legyen 1; erre mer&leges vagasokkal n+ 1 részre vagjuk, az
atméré végésai X1, X2, -« .y Xn+1, X1 +Xxo+ -+ Xp4+1 = 1.

Egyes darabok uniéja legyen az A~ halmaz, a tobbieké az AT. Tekintsiik az n+ 1
dimenziés térben egy "oktaéder alaki gémbot", ennek egy P pontja

P = (+x1,+x2,...,+tx,11), £ aszerint, hogy a kérdéses darab A~-ba vagy A*-ba
esik.

P képe legyen: (m(A+) — 11 (A7), (AT — /,L,,(A—))

Ez paratlan és folytonos = Borsuk—Ulam tétel = valahol 0, és az a pont (vagy az
ellentettje) j6 vagas.
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A konszenzusos felezés 2.

A pizza egyik atmérgje legyen 1; erre mer&leges vagasokkal n+ 1 részre vagjuk, az
atméré végésai X1, X2, -« .y Xn+1, X1 +Xxo+ -+ Xp4+1 = 1.

Egyes darabok uniéja legyen az A~ halmaz, a tobbieké az AT. Tekintsiik az n+ 1
dimenziés térben egy "oktaéder alaki gémbot", ennek egy P pontja

P = (+x1,+x2,...,+tx,11), £ aszerint, hogy a kérdéses darab A~-ba vagy A*-ba
esik.

P képe legyen: (m(A+) — 11 (A7), (AT — /,L,,(A—))

Ez paratlan és folytonos = Borsuk—Ulam tétel = valahol 0, és az a pont (vagy az
ellentettje) j6 vagas.

Alkalmazasok: ¢rokség; két, n—n f6s csoport osztozik valamin . ..
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Osztozkodas a rosszban is

Van valami "rossz" (példaul ki kell takaritani a lakast). Ezt n gyerek kdzott kell
felosztani, tgy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha
mégis, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat (folytonos)
mértékfiiggvénye szerint értékel.
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Osztozkodas a rosszban is

Van valami "rossz" (példaul ki kell takaritani a lakast). Ezt n gyerek kdzott kell
felosztani, tgy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha
mégis, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat (folytonos)
mértékfiiggvénye szerint értékel.

A méltanyos osztozkodasi médszer most is miikddik, csak most az egésztdl
indulunk a "késsel" és csokkentjiik — el6bb-utébb valaki folkialt: vallalom!

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Igazsagos osztozkodas

2014. aprilis 12. 33 /35



Osztozkodas a rosszban is

Van valami "rossz" (példaul ki kell takaritani a lakast). Ezt n gyerek kdzott kell
felosztani, tgy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha
mégis, akkor sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat (folytonos)
mértékfiiggvénye szerint értékel.

A méltanyos osztozkodasi médszer most is miikddik, csak most az egésztdl
indulunk a "késsel" és csokkentjiik — el6bb-utébb valaki folkialt: vallalom!
Az "irigységmentes" osztozkodas sokkal nehezebb feladat.
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irigységmentes osztozkodas a rosszban

Az n = 3 eset

o Aladar, Béla és Csaba irigységmentesen harom részre osztanak tgy, hogy
mindenki a legnagyobbra torekszik.
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irigységmentes osztozkodas a rosszban

Az n = 3 eset
o Aladar, Béla és Csaba irigységmentesen harom részre osztanak tgy, hogy
mindenki a legnagyobbra torekszik.

o Aladar a maga részét kettéosztja Béla és Csaba kozott: el@szor A és B
konszenzussal feleznek, aztan Csaba kivalaszthatja a szerinte kisebbet.
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irigységmentes osztozkodas a rosszban

Az n = 3 eset
o Aladar, Béla és Csaba irigységmentesen harom részre osztanak tgy, hogy
mindenki a legnagyobbra torekszik.

o Aladar a maga részét kettéosztja Béla és Csaba kozott: el@szor A és B
konszenzussal feleznek, aztan Csaba kivalaszthatja a szerinte kisebbet.

o Ugyanezt megteszi Béla és Csaba is.
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irigységmentes osztozkodas a rosszban

Az n = 3 eset

o Aladar, Béla és Csaba irigységmentesen harom részre osztanak tgy, hogy
mindenki a legnagyobbra torekszik.

o Aladar a maga részét kettéosztja Béla és Csaba kozott: el@szor A és B
konszenzussal feleznek, aztan Csaba kivalaszthatja a szerinte kisebbet.

o Ugyanezt megteszi Béla és Csaba is.

Ez irigységmentes.

Irigykedhet-e mondjuk Béla Csabara? Egy-egy darabot mindketten Aladartdl
kaptak: ez a darabja Bélanak legfeljebb akkora, mint Csabaé. Béla masik darabjat
Csabatdl kapta; ez Béla szerint nem nagyobb, mint Cszaba részének fele — viszont
Csaba masik darabja Béla szerint pontosan a legnagyobb rész fele. O
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Koszonom a figyelmet!

Az el6adas anyaga megtalalhaté itt: www.math.u-szeged.hu/~nemeth
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