Az implicitfiiggvény-tétel
2. sillabusz a Toébbvaltozds fliggvények kurzushoz

Mi az, hogy ,sillabusz”? Ez egy olyan iromény, ami segédanyagnak késziilt. Vazlatos,
pontatlan, (szdndékoltan) hidnyos. Segiti a tanulést, vazlatot, 6tleteket ad. Ugyanakkor,
egy része a torzsanyagon tilmutat(hat).

Példak implicit alakban adott fliiggvényre

Gyakori feladat, hogy egy fiiggvényrol tudjuk, hogy valamely egyenletnek eleget tesz, am az
egyenletbdl nem lehet vagy nem kényelmes kifejezni a fliggvény explicit képletét. Ilyenkor implicit
alakban adott fliggvényrdl beszéliink.

1. Keresiink egy olyan y = y(z) egyvaltozos fliggvényt (ha ugy tetszik, a grafikonjdt, ami egy
sfkbeli gérbedarab), amelyre igaz, hogy mindeniitt 22 + y? = 25. (Titokban tudjuk persze, hogy ez
egy kor.)

Példaul az A = (3,4) pont rajta van a koron; keressiink rajta adthaladé megolddst (olyan
fiiggvényt, amelyre y(3) = 4). Ilyen nyilvan van, legaldbbis az a = 3 pont egy kis kérnyezetében
az y = V1 — x? megfelel§ lehet. Hasonléan, a B = (4, —3) pont is rajta van a koron; és az a = 4
pont egy kis kornyezetében az y = —v/1 — 22 megfelel lehet (hiszen 6 egy szép sima fiiggvény és
y(4) = =3). A C = (5,0) ponton a4t azonban nem taldlunk megoldést, mert a C' pont barmely
kis koérnyezetében a koriv nem fiiggvénygrafikon. Még ha onkényesen ki is valasztanank mondjuk
a fels6 ivét, a kapott darab nem lenne , szép sima”, t.i. nem lenne differencidlhaté. De mi lenne
akkor, ha nem tudtam volna kifejezni az y-t, vagy ha a képlet tul bonyolult lenne?

Kicsit altaldénosabban, legyen F(z,y) = 0 a kielégitendd egyenlet és legyen A = (a,b) olyan,
hogy F(a,b) = 0. A kérdés az, hogy taldlhaté-e olyan y = y(x) sima fiiggvény, amely az a pont
egy kis kornyezetében értelmezhetd, y(a) = b és F(z,y(x)) = 0. (més szavakkal, az F' kétvaltozds
fliggvény O-szintvonala csakugyan vonal-e, és f6leg, sima fiiggvény gorbéje-e, legalabbis lokalisan az
a koril?

Ha van ilyen y(x) fiiggvény, akkor legyen

p(e) = F(z,y(r))

egy egyvéltozos fiiggvény, és tudjuk, hogy ¢(x) = 0, hiszen pont ilyen y-t keresiink. A (t&bbvéltozos)
Osszetett fliggvény differencidlasi szabdlya szerint (feltéve, hogy a szereplé fliggvények simék, azaz
elegendd sokszor differencidlhatéak)

F,(z,y)

(1) o' (x) = Fp(z,y(x) - 1+ Fy(z,y(x)) -y (x) =0, ebbdl y'(z) = T F ()

feltéve, hogy Fy(z,y) # 0.

A fenti példdban F(z,y) = 22 + y? — 25 és F(z,y) = 2y. A C pontban tehat F,(C) =0, azaz
az (1) formula nem miikédik (itt ,baj” van, ezt tudtuk). Am mondjuk az A pontban Fy(A) # 0, és
ha tudjuk, hogy a keresett fliggvény létezik, akkor a derivaltja konnyen kiszdmolhaté: az (1) szerint

vy (A 2z 3
y'(3) = “EA) —@(A) =1



tehdt megkaptuk a derivéltat anélkil, hogy az y(z) figgvény explicit képletét meg kellett volna
hatdroznunk. Természetesen a derivélt ismeretében a fliggvény tovabb vizsgdlhaté (monotonitas,
széls6érték, ...). (Ordn is csindltunk ilyen vizsgélatot, pl. B-N-N példatar 277.)

2. Legyen most az implicit egyenlet F(z,y,z) = 0, ami a z = z(z,y) kétvéltozds fiiggvényt
hatarozza meg. Nyilvdn akkor értelmes a dolog, ha taldlok olyan A = (a,b,c) pontot, amelyre
F(A) = 0, tehat az egyenlet kielégithet6; ekkor az (a,b) kétdimenzids (xy-sikbeli) pont egy
kornyezetében kereshetek megoldast.

Az el6z6ho6z hasonldan, legyen

p(z,y) = F(z,y,2(z,y))
egy kétvéltozos fiigegvény. Az dsszetett fiiggvény differencidldsi szabdlya szerint
SDII(:U) = Fl,,(ﬁl?,y, Z(x,y)) -1+ Fg;(x?y’ Z(Cﬂ,y)) -0+ le(xaya Z(x,y)) : Z;(Sﬂ,y) =0,
ebbol

F(z,y,2)
Fl(x,y,2)’

Fy(2,y,2)

(2) Z;c(l“,y) = —W,

és hasonléan  z, (z,y) =

feltéve, hogy F!(x,y,z) # 0 (és most is feltéve, hogy a szerepld fliggvények simdk)

Példaul a 322 + 2y2 + 322 4 4xy — 422 + 2 = 0 egyenlet egy kétkdpenyti hiperboloidot hatéroz
meg; keressiik a legalacsonyabb pontjat. Ki tudnank ugyan fejezni a z = z(z,y) fiiggvényt, de a
formula nehézkes. Ugyanakkor a hiperboloid legalacsonyabb pontja ott lesz, ahol z(z,y) parcidlis
derivéltjai 0-k, (2) alapjén

6r+4y —42 =0, 4dy+42=0,

ez az egyenletrendszer konnyen megoldhato.

3. Legyen most egy implicit egyenletrendszertink:
F(z,y,2) =0, G(z,y,2) =0.

A haromvaltozos fiiggvények 0-nivéi feliiletek, a két felillet metszete egy gorbe. Ezt a gorbét
keressiik, nyilvan paraméteres alakban. Tegytik fel, hogy az = koordinata lehet a paraméter; tehat
az x = t, y = y(t), z = z(t) fliggvényeket keressiik. Szokdsos mdédszeriinkkel legyenek

p(t) = F(t,y(t),2(t), () = F(t,y(t),2())

egyvaltozos fiiggvények. Tudjuk, hogy ¢(t) = 0, ¥(t) = 0, az Osszetett fiiggvény differencidldsi
szabdlya szerint

O'(t) == Fo(ty(t), 2(1)) - 1+ Fy(t,y(t), 2(t) - ' (t) + FL(t,y(t), 2(1)) - 2'(t) = O,

P(t) = Gt y(t), 2(1) - 1+ Gy (ty (1), 2(1)) -y () + GL(E y(t), (1)) - 2'(t) = 0.

Ezt az egyenletrendszert az y'(t), 2’ (t) derivaltakra megoldva (az elsét szorozzuk G,-szel, a maso-
dikat F7-vel, kivonjuk stb ...) kapjuk, hogy

O(F,G) o(F,G)

dy _ PG -FG, s o 42 3Gy
de  F/G,—F|G/, — 2FG dr  9FEG)
v Y a(y,2) 3(y,2)



tehdt a derivéltak Jacobi-determinansok hanyadosaként adédnak (feltéve, hogy a nevezébe nem 0
keriil).

4. Tekintsiik azt az esetet, amikor két implicit (négyvaltozos) egyenlet két kétvaltozds fiiggvényt
hataroz meg:

F(z,y,u,v) =0, G(z,y,u,v)=0

és az u = u(x,y), v = v(z,y) fliggvényeket keressiik. (Tovébbra is foltessziik, hogy a szerepld
fiiggvények simék és hogy legaldbb egy pont (az A = (xo,yo,uo,vo)) kielégiti a feltételeket.)
Szokasos moddszeriinkkel legyenek

o(x,y) = F(z,y,u(z,y),v(z,9)), ¥(z,y):=G(z,9,ur,y),0(7,9))

kétvéltozds fiiggvények, melyekrél tudjuk, hogy ¢(z,y) = 0, ¥(z,y) = 0. Az Osszetett fliggvény
differencidlasi szabalya szerint példaul az x szerinti parcialis derivaltakra

1, A / ’ o A /
Fuux+Fvvr__Fr7 Guur+vax__Gr7

amibél (lin. egyenletrsz.!)

o(F,G) o(F\,G)

! o(x,v) , / O(u,x)

@ oG S U A(F,G)
6(11,71)) 8(’1},,1))

az 1 szerinti derivaltak hasonléan szamolhatdk.
Kimondjuk a tételeket

A fentiek alapjan tobb tétel is kimondhaté implicit alakban adott fliggvényekre, fliggvényrend-
szerekre. Ezek kozos dallama az alabbi lehet.

Van elegendd egyenletink, ezek hatdrozzdk meg a keresett fiigguényeket: n darab egyenként k
vdltozds fiigguény meghatdrozdsdahoz k darab (n + k)-vdltozds egyenlet kell. A szerepld figgvények
simadk; legaldbb egy pont az Osszes feltételt kielégiti. Ekkor annak a pontnak eqy kis kérnyezetében
egyértelmiien léteznek a keresett figguények, 8k is simdk, és derivdltjaik ., eqyszerien” szdmolhatok
derivdltak vagy legrosszabb esetben Jacobi-determindnsok hanyadosaként — feltéve, hogy a nevezdbe
kerild kifejezés nem 0.

(Vegyiik észre, hogy ezek , lokalis” tételek.)

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az F(x,y) figgvény mindkét parcidlis derivdltja létezik és folytonos az
A = (a,b) pont egy kérnyezetében, F(a,b) =0, és I (a,b) # 0. Ekkor van olyan § > 0, hogy minden
x, |x — a| < 0 esetén egyértelmien létezik olyan y(x) érték, amelyre F(x,y(z)) =0, y(a) =b és az
igy definialt y(x) (egyvdltozds) fiigguény az a pontban differencidlhato, és

_Fi(a,b)
Fy(a,b)

y'(a) =



2. Tétel. Legyen F : R — R tipusi, azaz (k+ 1)-vdltozds fiigguény. Tegyiik fel, hogy minden
parcidlis derivdltja létezik és folytonos az A = (a,b) € R pont egy kérnyezetében, F(a,b) =0, és
F,(a,b) # 0. Ekkor van olyan 6 > 0, hogy minden z € R*, d(z,a) < & esetén egyértelmilen létezik
olyan y(z) érték, amelyre F(z,y(z)) = 0, y(a) = b és az igy definidlt y : R¥ — R tipusi, azaz
k-vdltozds fiigguény az a € RF pontban minden vdltozdja szerint differencidlhatd, és

F! (a,b)
(3) y/.(g):_rli__
. Fy(a,b)
3. Tétel. Legyenck F, ..., F, RFt" = R tipusi, azaz (k +n)-vdltozds fiigguények. Tegyiik fel,

hogy mindegyiknek minden parcidlis derivdltja létezik és folytonos az A = (a,b) € R¥*T™ pont egy
kérnyezetében (itt és a tovdbbiakban legyen a,z € R¥, by R, y=(y1,-..,yn), stb.), F'(a,b) =0,
€s

O(Fy,..., Fy,)

(Y1, -+ s Yn) (a,b) # 0.

Ekkor van olyan & > 0, hogy minden x € R, d(z,a) < § esetén egyértelmiien léteznek olyan
yj(z) értékek (azaz y(x) vektorok), amelyekre F(z,y(z)) = 0, y(a) = b és az igy definidlt y; :
R — R tipus’u, azaz k-vdltozos fiigguények mindegyike az a € R pontban minden vdltozdja szerint

differencidlhato, és
8(F17~~~7Fn)

8yj Y1,y T Yn)
%(@) - B(Fl ----- Fn) ’
! A(y1,--Yn)

ahol a szamldloban levé Jacobi-determindnsban az y; helyébe ker”ult az x;.
Bizonyitani mindig 6rom

MindenekelOtt. Az latszik, hogy a formulédk elég bonyolultak és hossziiak tudnak lenni. Egy ko-
vetkezetesen végigvitt vektorjelolés sokat tomoritene ezen. Igazabdl és alapvetden a kérdéskor erd-
sen linedris algebrai gyokerti. Nagyon pongyolan fogalmazva, arrdl van szo, hogy egy ,,nemelfajul$”
differencidlhaté fiiggvény differencidlhatosaga éppen azt jelenti hogy a leképezés a két vektortér
kozott , kicsiben linedris” (és métrixa a parcidlis derivaltakbdl all). A linedris leképezésekkel pedig
mindenfélét lehet csindlni ...

Persze azért nézziink egy formélis bizonyitast. A 2. tételt fogjuk bizonyitani.

Bizonyitas. Tehdt z = (x1,...,2k), a = (a1,...,ax) k-dimenziés pontok, az A = (a,b) pedig
(k+ 1)-dimenzids — gy képzelhetjiik el, hogy a (k + 1)-edik koordindték a k-dimenzids tér ., f6lott”
vannak. Ebben a (k 4 1)-dimenziés térben , henger”-kornyezeteket fogunk hasznélni: mondjuk az
(a,b) pont egy d-kornyezete &lljon mindazon (z,y) pontokbdl, amelyekre d(z,a) < § és |y —b| < 0.

Vegylik észre, hogy az F fliggvény parcidlis derivéltjai folytonosak, tehat F' differencialhaté, igy
folytonos is. Az F,(A) nem 0, legyen mondjuk Fy(A) > 0.

Mivel F} folytonos, van az A pontnak olyan #; (henger)kornyezete, amelyben mindeniitt
F,(z,y) > 0 (fokozatosvaltozds-tulajdonsdg). Tekintsiik a g(y) := F(a,y) egyvéltozds fiiggvényt,
g'(y) = F,(a,y) > 0, tehdt g szigorian névs. Tudjuk, hogy g(b) = 0, gy léteznek ¢ < b < d
értékek, amelyekre g(c) < 0 < g(d). Azt kaptuk tehat, hogy az A pont alatt és folott vannak olyan
C :=(a,c) és D := (a,d) pontok, amelyekre F'(C) < 0 < F(D).
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Mivel F is folytonos, a C' és a D pontoknak is vannak olyan Hs, Hg kornyezetei, amelyekben
mindeniitt F(z,y) <0, illetve > 0.

Legyen most 0 a hdrom koérnyezet sugaranak minimuma, és tekintsiik az alapsikon (az z-sikon) az
a pont d-kornyezetét és az alatta-folotte levé pontokat. Egy pillanatra rogzitsik az z : d(z,a) <
értéket ’es tekintsiik a h(y) := F(z,y) egyvaltozds fliggvényt. Az x alatt van olyan pont (a C
kornyezetében), ahol h(y) < 0, hasonléan, az x folott van olyan pont (a D kornyezetében), ahol
h(y) > 0. Mivel h is szigorian névé (mert derivéltja pozitiv), egyértelmiien létezik olyan y érték,
amelyre h(y) = F(z,y) = 0. Ezzel definidltuk az a egy kornyezetében egyértelmiien létezd, az
F(z,y(z)) = 0 implicit feltételt kielégit6 fiiggvényt.

Héatravan még a derivaltrdl szol6 éllitas. Legyen e; egy x; irdnyu egységvektor. Legyen y(a +
he;) =: n (tudjuk, hogy F(a + he;,n) = 0). Az F fiiggvény differencidlhatd, a definiciét felirva az
(a,b) és az (a + he;,n) pontokra, kapjuk, hogy

0= F(a+hei,n) — F(a,b) =04+ F, (a,b) -h+0---+ F;(a,b) - (n = b) + w1 - h+wa-(n—b),
ebbél

yathe)—yla) _n-b_ Feb)+w | Flebd)
h  h Fl(a,b) +ws F!(a,b)’

(h — 0),

hiszen ha h — 0, akkor wi,ws — 0 és a nevezébe sem keriil 0, mert F; > 0 és w kicsi.
Végiil, vegyiik észre, hogy a parciélis derivalt (3) formuldja nyilvan érvényes az egész kornye-
zetben; ezek szerint y(z) parcidlis derivéltjai folytonosak, tehat y (totélisan is) differencidlhato.

Ezzel a bizonyitas kész.



