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1. KOMPLEX SZAMOK

" 1. Mutassuk meg; hogy

- jort 2ol =l = 2 ([ [l

—

Mi ezen Osszefliggés geometriai jelentése?
2. Mutassuk meg, hogy ha |z;1| = |z2] = |23}, akker

> 23 — Z2 1 z9
arg = —arg—.
z3 — 21 2 g’zl

3. Legyen adva egy paralelogramma zi, 29,25 cstcsa. Hatérozzuk meg a z3-vel szemben
fekvd zy csticsot!

4. A pdronként kiillonbdz8 z;, 73, 23 pontok milyen feltételek mellett esnek egy egyenesre?

5. Tegyiik fel, hogy & 21, 22, . . ., 2, pontok az origdn dtmend valamely egyenes ugyanazon
az oldaldn vannak (nem mind az egvenesen). Bizonyitsuk be, hogy akkor

) : 1.1 ' 1
itz .+ #0 ds | —+—+ ...+ —#0.

Z) 23 C Zn
6*. Biidnyitsuk be, hogy ha'zy +25+. . .42z, = 0, alckor az origén thalads barmely egyenes
vagy szétvalasztja a z), 23, . . . , z, pontokat, vagy mindegyik pont az egyeiesen {ekszik.

7. {Bi’zéhyitsuk bé, hogy haaz;,z,. .., 2, pontokba fendremy, ma, . - m, tomeget helye-
2ink el, akkor a pontrendszer silypontjén 4thaladé barmely egyenesvagy szétvilasztja
a z1,22,...,%n pontokat, vagy mindegyik pont az egyenesen fekszik.

8. Hény kilénbdzé értéke van:
a) (\3/;) 5;
b) (%) °,

9*. Legyen n és m természetes sz4m. Hény kilénbézd értéke van ({/z) -nek? Milyen
feltételel esetén egyeznek meg ({/z)" kilonbdzd értékei ¥/z™ kilonbdzd értékeivel? -

10. A koxﬁpleic stk mely pontjait jellemzik a kévetkezd reldciok:
a) a<Rez<b; L) a<argz<f; e) |z -zl = R;
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12.

13.

14.

15%.

d) Ri<|z—z|<Ry € lz—altlz—z|=ki) 0 < Re(iz) < 1;

z—2z1 o BT o . E_ .
g) Imz_zz—O, h) Rez_zz—O, 1) Rez =,
) Imi=c ) Rez =0, ) Imd = C;
. zZ
m) z_—ﬁ’;)\;

zZ— Z3

a,b,a,B, R, Ry, Ry, k,C, ) valds szdmok.

Irjuk fel a z és 7 segitségével a kovetkezd gSrbék egyenletét:

) y=2g; b) - y—32+1

¢} 24yt =1 ' d) o T -]—23:——4:6-}-1()-0
e) z? 43 =1

" II. LINEARIS FUGGVENYEK

Hatérozzuk meg azt a linedris egesz fuggvenyt ‘amely a 0 1,% pontok altal meghata—
rozott haromszoget a hozzd hasonld, 0,2,1 + ¢ csiicsokkal bird hdromszdgbe transz-
formélja. Leképezhicté-g az evedeti ha;omsaog a —1,1,7 pontok altal meghatérozott
héromszdgre? T o

Hatérozzuk meg azt & linedris egész figgvényt, dm,ely.az 1+ 2i pontot véltozatlanul
hagyja, az i-t. pedig —1-be viszi &t. .- '

Hatarozzuk meg azon 11near1s egesz fuggvenyeket amelyek altal letesmett leképezés
a) a felsd félsikot Snmagdra,; -

b) a felsd félsikot az alsd félsikra;

¢) a felsd félsikot a jobboldali félsilra;

d) a jobboldali félsikot dnmagdra képezik le.

. Bizonyitsuk be, hogy ezek a transzformécidk egyértelmiien' meg vannak hatarozva

azéltal, ha egy ‘belsé pontnak vagy két hata.rpontnak a képe | a.dott

Hatérozzuk meg annak a linedris egész’ fuggvenynek sltalénos. alakjat amely

a) a 0<z<1sivot énmagdra;

b) a —2 <y <1 sivot dnmagdra;
¢) az y=zésy=z—1

egyenesek altal hatdrolt sivot dnmagdira képezi- le Keressiink egymaésnak megfelelé
pontpéarokat ezen leképezéseknél, és vizsgaljuk meg, hogy ilyen parok régzitésével

. egyértelmiivé tehetlk-e ezek a tr anszformamol\ (l4sd elézd feladat).

18.

17.

18.

19,

"20.

21.

227,

Hatérozzuk meg azokat a linedris egész w(z) lelxepezeselxet amelyek az aldbb meg,adott .
egyenesek kozotti svokat a 0 < u < 1 sdvba kepemk le, és eleget tesznek a megadott
kiegészitd feltételeknek is: ‘

a) z=a, z=a+h, w(a) = 0;
‘ h 1 RN
b) z=a z=a+th, wla+ o) =3+, Imw{a+ z+1] <1
2 2 2 N Lo
C) y = kz, y=kz+ b, w(O) =0
d) y=ko+b, y=kztb, w(ib)=0

(Itt és a tovébbiakban z = z + iy, w=u+1v).

Keressitk meg annak a linedris leképezésnek az dltaldnos alakjat, amely a lz] < 1
kérlapot a jw — wq| < R korlapra képezi, Ggy, hogy a kozépporitok egymdésnak felelnek
meg, az eredeti kor vizszintes dtmérdje pedig a l\epl\mnel\ abba az adtmérdjébe megy
at, arnely a valds tc,ng,cllyd a szdget 24r be '

Hatérozzuk meg a w = & leképezésnél az aldbbi gorbék képét:

2) P4yt =az b) f+yP=by. o) y=z+bh
d) y=kz R e) a zo ponton dthaladd egyenesek '
D y= 3:2. ' v '

Hatarozzuk meg azokat a linedris egész vagy tortfuggvenyekeu amelyek a —1,1,1+ 1

pontokat rendre a

o a) 0,&1,1-—-2, o b) 1, 00,1

pontokba transzformaljdk.

Hatdrozzuk meg azokat a hneaus egesz vagy tor tfuggvenyeket amelyeh a —1 00, 1
pontokat rendre az ,

a) 1, 1, 149 b) oo, 3, 1; ¢c) G, oo, 1

poniokba transzformaljak. ’

Hatérozzuk meg azt a linedris tortfuggvényt, amely a —1,0,1 pontokat az 1,¢,—1
pontokba viszi, és hatérozzuk meg, hogy mi lgsz ennél a leképezésnél a felsé félsik

kepe *

Ha,tarozzuk meg ennak a linedris tortfuggvenynek az altalanos alalqat amelyxk
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23.

24.

26,

27,

9 aler =%, fe-

a) afels6 #lstkot Snmagéra;
b) a felsd félsikot az alsd félsikra;
c) a felso félsikot a Jobboldah fe151kra kepem le.

‘Bizonyitsuk be, hogy 2w = 51’* lekepezes mellett a jw] = A (0 <A < ) feltetelt
Xkielégitd pontol\ merta.m helye Lor : L ; .

l

Mi lesz 2 2- 311\ adott ta,rtomanyana,k képe az adott lekepezes soran

. —)”-—Z
a)  {z< O, v.< 0}, W=
B) {lef <1 y> 0} _Eot
) Azl <L y>0h  w=grm
b : z
0 z = ~
¢) <<p<4, W=
‘z
da) 1 <2 = - ;
) 1<z <3, w=—
z—3
>0}, 7 w= -
e) {‘x>0,‘y’..0}> w 5
-1
fy"0<az<l, . il :
z
g O<z<l w=21"1
g ! -2_2‘.?

. Képezzitkk lea 0 < Re w < 1 sévra” -

a) aRez> 0 flsikot, amelybsl h1anyzzl\ a ]z — 4] < £ Kérlemesz;

b) alz— %l] =4 és Iz -2l= % (dy < dp) kérvonalak altal meghatérozott két
szdget; ) -

%‘! %2 kérdk kitlsejét gy, hogy w(dz) = U'is teljesilljén.

Mi lehet a képe a linearis téftf{iggvény altal szolgéltatott_]eképezésnél‘ ‘
a) egyenesnek b) két parhuzamos egyenesnek -
<) "két metszd egyenesnek; d\ héromszognek; ~ e) korgyurunek

) kormkknek?

A.
w-e —-———(,B-a-!—zb b>0)
zf

' lekepezes & felsé flsikot az egysegl\odemezle ]\epea le.
2) Hatdrozzuk meg az arg w(z) = @(:c) fuggvenyt

- by* Ha.tarozzuk meg, hogy a felsd félsik rnely része tégul és mely része zsugorodik en-
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28.

29.
30",
31%,

32.

33.
34.

35.

nél a leképezésnél.

Képezzik le 2 |2 — 4_i|A'< 2 kérlemezt a v > u félsikra dgy, hogy a kér kézépsé pont‘j'a“
aw = —4 pontba, a kordn levd z = 2i pont pedig az origdba keruljén. .

Leképezhetd-¢ a felsé félsik az egységkorlemez alsé felére tortlinedris leképeséssel?

Adjuk meg annak a w(z) line4ris tortfiggvénynek az dltalénos alakjat, amely a z{ < 1
kérlemezt a Re w > 0 félsikra képezi, ugy, hogy w (21) = 0, w(zz) = o0, ahol 23, zz 2
|z} = 1 kdrvonal adott pontjal (arg z1 < arg z2).

Hatérozzuk meg a fels6 félsiknak 6nmagéra valo olyan 1ekepezeset hogy wla) =
arg w’(a) =a (Im a>0, Imb>0). . :

Aw= %t (la] < 1e1\epe7es az egyseglxorlefnezt énmagara képezi.

1-~az

~a) Hatérozzuk meg az arg w ( ¢) = O(p) fiiggvényt.

b) Hatérozzuk meg, hogy a sik mely része zsugorodik és rnely része tégul ennél a

leképezésnél. -

Hatdrozzuk meg azt 2 linedris egész, illetve tmtfuggvenyt amely a Jz] <1 korlemest
alw-1/<1 Lorlemez,re transzformélja, tovibba w(0) = £ és w( )=0.

Hatérozzuk meg annak a kornek 2 kozeppont;at és suga,rat amelyre a w =

8 (Im 2y # 0) leképezés 2 valés tengelyt képezi le.

Hatérozzuk meg szoknak a w(z) hnea.ms tortfuggvenyel\nek az &ltalanos alakjat, ame-
lyek a |z} < R kérlemezt Snmagéra képezik, és

a) w@)=0 (lal <R b)) uwe= (el <R, 8| < R);

.c) w(£R) = -

36*.
- 37,

38.

39*%.

Kepezzuk le a lz} <1 1\01lemezt on'nagara. gy, hogy a korlemez z3, 22 pontJa, az a és
—a pontba menJen 4t (0 < ¢ < 1). Hatérozzuk meg az o szédmot.

Bizonyitsuk be, hogy az egységkbrlemest dnmagéra képezd linedris tortfiggvényt
egyértelintien meghatirozzaegy belso pont és.egy hatarpont képének megaddsa.

Adjuk meg azokat a linedris tortfiiggvényeket, amelyeknél

a) sz (:c - 1)2 +(y - 1)2 = 1 kdrvonal képe az u + v = 1 egyenes;

b) azy=mz +b egyenesnek a v = Mu + B egyenes a képe (i, b, M, B, valds
szér;zol;).: : C SR '

Bizonyitsuk be, hogy ha a |z] < 1 kérlemeznek $nmagéra valé tortlinedris leképe-
zése nem forgas, akkor egyetlen origé kdzépponti koncentrikus gylird sem mehet &t
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koncentnkus gyurube

! ‘ ; .
¢) ulz,y)= ilog (= + y?) a z sik, kivéve a {—o00 <z <0, y = 0} neggtw valds

"40*. Kegez7uk le a |z =hl < R (h > R) kdrlappal kllyukasztott jobboldali félsikot egy ' tengelyt;
p < |wl < 1 gytrfire dgy, hogy a kepzetes tengelynek 2 ]wl =1 korvonal legyen a

. 1 | - :
képe. -Hatdrozzuk meg p erteket d) wu(z,y) = ilog (x2 +), 0<|z] < ooy

leegy p < jwl <1 gylirtre. Hata.rozzuk meg p értékét.

45. a) Ha u(z,y) harmonikus figgvény, harmonikus-e a négyzete is?
b) He u(z,y) harmonikus, milyen f(t) figgvényekre lesz az f(u(z,y)) fliggvény is
harmonikus?
. ¢) Harmonikusak-e az [f(z)| argf(:c) log|f(2)| fiiggvények, ha f( ) holomorf'7

A1% Alz-3)=9, [z— 8| = 16 kérvonaluk 4ltal meghatarozott excentrikus gyurut képezziik T e) ulz,y)= -;— log{z +y),  0<az,y<4
- ’ | '
|
o

- II1. FOLYTONOSSAG, DIFFERENCIALHATOSAG
: : R ‘ 46. Létezik-e kovetkezo-a.lakl, harmomkus fuggveny, ha igen, adjuk is meg;

a) u=ulz); b) w=ulaz +by) (a, bvalés szémok); -
¢) u=u(z2+y?); o d) u=u(2P+y).
42. Hatérozzuk meg a kdvetkezd sorozatok hatdrériékét, ha létezik:. :
' 1, 1\" : |
2) (§i+ 5)‘; b 9 A
(1 " L4 240 ’- ' I'V. SOROK
d) 1, ¥, ; g GE p QL - '
2772 T RN AT
) (1+‘i E h). 1+ LAN ") | 42 "
-\ n7 C i B 1, Z o ?
i) (cosl4+isinl)™; k) <z' cos l) . ‘ - C \o 47. I Konvergens-e 2 Z”_l én sen hé’_ ” , _
R :}“* a) an= T;, b) ap = %; k:) dn = %.1»%
el P T . T

43. a) Hol differencidlhatdk a kévetkezé foggvények: w = Rez; w = Imz w o= [z], :
Cws=zGw=(Ree)iw= fpw = (Rez)3 + z(Irn;ﬂ3 w = zRez. .
b) Bizonyitsuk be, hogy a -

te, *
o
3
|
mrl
a3
mN
a3
iy
s/
ja)
3
1
)
o
(73]
-3
5
ey

= 4 ) an=_pi

I1. Hatérozzuk meg a kévetkezd sorok 6sszegét'

n=0 n—O n=0
fuggvenyre az egész sxkon telgesulnek a Cauchy—RJema.n'm fele dxﬁere-malegyenle- 4 i . AR 1 . T g o
) Z H e) L 2 ! ) =0t nt?
tek és ugya.nakkor a fuggveny nem is folytonos a z = { pontban.’ n ynl+2in-2
1
44, ha.tarozzuk meg a megadott u(* y) fuggvényhez (ha lehetseges) a v(z,y) fuggvenyt : ) Z i S\
hogy az u(z, holomorf | komplex sfk ad & P 2yl
gy, hogy az u( y) +zv(x y) olomorf legyen a komplex sik adott tartoményén: nt ‘ ”_U( n)
a)., u(:c,y)—-z —-y +$ o 0< g < o0y ' : . . ‘ s .
, _ ) . » o ‘ 48. Haaz a;,a2,...,04n, ... komplex szdmokra érvényes, hogy —a < arg z < o < 7, akkor
b) u(z, v) = ) + 2 0 < |z} < o0; ' C S a el an b8 Yoo, |an| sorokra 4ll, hogy vagy mindkettd konvergens, vagy mindkettd

6 ' ' v .




*.

50.

31.

33.

divergens.
Léteznek-¢ a3,0as,...,0n l\omplex szémok tgy, hogy *nxnden k-ra (]c 1,2,...)

2, af konvergens, lel ;| pedig divergens?

Allapitsuk meg a kovetkezd hatvé,nysorok konv_ergenciasugaré,t:

a) Z ; © b Ln o 2™

n=1 . n=1 . n=Q . .

o %0 1)11

d) Z z" cos(in); e) Z l———3n_—

n=:0 ) e n=1 - T

Haa ) o0, 0n 50T, Lonvergencmsugara R{0<R< oo) hatdrozzik weg & kvetkezs
sorok konvergenaasugarat

E nkanz"‘;
n=l

K
EAEY

) S (@ -Dens™ o)
: n=1

3
1]
=3

. Allapitsuk meg, hogy a kévetkezd hatvé,nysorok hogyan viselkednek a konvergencia-

k&rén:
o : X n
n z
S B pE
n=0 ) . n=}
o 2" o (=17
z .
) D ' R Vi
n=1 n=l

Fejtsitk az a = 0 pont kérili hatvinysorba & Loveﬂ\ezo fuggvenyeket és dllapitsuk meg
e sorok konvergenciasugarat is:

1 1 z :
2) 3z 427 b) az+ b . (‘#»0% ) "2——67—{-13’
Cen 22 — . 1 +z
o N . [oger s ) o n e
i I
g} In (z2 — 3z —{—? 2); ;. h) sin’z i) cos?z.
34. Fejtsik 7= 1 ha.tvanya1 szerint halads sorba. a kdvetkezd fuggvenyelxet
z+ 1« s L z—3
y FELoe : N 23
& z+5 5) 22 -9224+7'
.Z2 ' .

<) m‘gi d) sin (22 - zlz)‘.”

&

R S

85.

56.

57.

88.

§9.

60:

61.

V. ELEMI FUGGVENYEK

Szdmitsuk ki az aldbbi komplex szémok abszolut értékét és argumentumét:
a) eZ+z; b) 62—-31; c) 63+4z;

d) ¢-—3—4‘i. e) —ae® (a>0) f) e™ (p valds szdm). . .

Hatdrozzuk meg az aldbbi §§§zééeket: ‘
a) l-+4cosz-+cos2z+. -.}—‘ éos ne;
b}  sinz +sin2z + ... +sinna;

¢) cosz+cosdz ...+ cos(2n — 1)z;
d) sinz+sindz + ... +sin(2n - 1)z;

e) sinz-—sinlz+... + (—i)n_1 sinnz.

Fejezzk ki valds valtozds fuggvenvekkel a sinz, cosz, tg z valds és kepzetes reﬂet és
abszolut erteket : :

Szédmitsuk ki:

a) cos(2+1¢); b) sin(2i - 3); e)  tg(2-1i); .
71' . . . . g .
d) cig <Z —~1log 2) ; e} sinmi; | f)  coswi;
g) ctgms; - h), tg zl
~

Hatérozzuk meg az e*, cosz, sinz, tgz figgvények rnmdegyzkele a z- sxk azon pont-
jainak halmazét, ahol a fuggvény :

~a) valds értékeket;

b) tiszta képzetes értékeket

vesz fel.

-Bizonyitsuk be, hogy ha cos(z-+w) = cos z minden z-re, akkor w = 2k (k = 0, £1,...).

Oldjuk ineg az aldbbi egyenleteket:

a) sinz = 3; o . . b) ef+i=0;

) |tgzl=1; d) Acosz+5=0;
¢ snz=m; : f) e =cosmz (z valds),
g ¥ H2 -3=0, - h) laz+i)=0 '




62.

3.

64.

65.

66.

67.

68.

i) In(s — z) =1

i) sinz+4cosz=35.

S

Szémitsuk kit
a) log4; b) log(~1); ¢} logi;

. 1 . ,
d) log™t . e) log ;_Z 1) log(2 — 31}

g) log(-2+ 3.

Keressiik meg a hibat a kdvetkezd okoskoddsban: minden z-re (—2)? = 22, ezért z # 0
esetén 2log(—~z) = 2log 2, tehat log(~2) = log z. (Bernoulli-paradoxon.)

Hatérozzuk meg az aldbbi kifejezések Osszes értékeit:
a) 17 b) (-2)Y% o 2

_ . . § g\
d) 1 ‘ e) 1 ] f) (—\7§—> 3
g) (34 h) (=344

Megegyeznek-e az a%%, (a‘*) , (@) kifejezések értékei, ha «, o tetsz8leges komplex
szédmok? T '

Szémitsuk ki:

1 : .
a) arcsin 5 .7 b) arccos 7 ¢)  arccos;
d) arcsing; ' e)  arctg(l + 27).
Milyen gdrbéket hatdroznalk meg a kovetkezé paraméteres eldéllitdsol:
/
a) z=1-1t, 0<t<2
b) z=t+it?, T —do<t< oo

Q) z=t>+itt
d) z=alcost + ¢sint),
e) z=1t+ %,

—o0 < t < oo
T<t< ¥ (a>0)

—oco <t <0

1) Mi lesz a képe a w-sikban a w = 22 altal szolgaltatott lelépezés sordn a z-sik alabb1
gérbéinek:

a) z=¢; b)) y=g¢ . ¢) z=y;
d) z=R; e) argz= o _
ahol ¢, R, o valds szdmok. Vizsgéfjuk meg, hol fesz a leképezés kdlcsdndsen egyértelm!

2) A z-sik mely gdrbéinek 1\3130(1. :"w‘ = 2% dltal szolgdltatott leképezés sordn az
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69.

70.

71

72.

73.

a) u=g¢ ~ b)) v=c (cvalds szdm).

Mi lesz a z-sik megadott gérbéinek képe a megadott leképezés sordn:

. , z
a) lz|=1, “w 2(1_—z_)2’
b) z=e¢ w= g*;

c) y=g¢ - w=ef; .

d) z.=y, w = e

g) zl+yl=e, . w = log z.

Hatdrozzuk meg a w = 22 és a w = 2% fliggvények dltal szolgiltatott leképezésel soran

2 zp ponthoz tartozd ¢ eléforduldsi széget és'k nagyitasi tényezdt:
. 1 .

a) zp=1; b) zp=-—=; . <) zo==:,1.+i;

4)
d) zo=—3+4i.

A z-sik mely része zsugorodik és mely része tagul a kovetkezd fuggvények altal szol-
géltatott leképezéseknél:

a) w:zz; b) w522+22; : ¢) we=

R

d) w= e e) w= log(z -1}

Hatdrozzuk meg az {1 <2 <2 O <y <8} tamtomany képét a w = € fuggveny altal
létesitett leképezés sordn (z =2 +iy). Kolcsdndsen egyértehnt-e ez lel\epezed :

'VI. ELEMI FUIGGVENYEK ALTAL SZOLGALTATOTT
KONFORMIS LEKEPEZESEK -

A w = z* és inverze alkalmazdsaval képezzik le konformisan a) az 27 — v =a
hiperbola jobboldali 4ganalk belsejét a felsé félsikra; b) az y? = 2pz (p > 0} parebola
"kiilsejét” (azaz a parabola dltal hatérolt azon tartoményt, amely a parabola fékuszét

nem tartalmazza) a felsé félsikra; ¢) az » = acosy (a > ) gorbe belsejét 2 p =

2 2

"3(1 + cos 6) kardidda belsejére; d) az r = acos @ (a > 0) gmbc belsejét a.p = Vcos28

: lemmszka.ta Jobboldah dgénak belsejére.

74*.

Mi a képe a Ez[ < 1kérlapnak a w = R (z + mz"’) (R > 0,0 £ m £ 1) leképezésnél?
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75.
76*.

77.

78.
79.

30™.

B

Hatdrozzuk meg az 7.= const., gorbék képét is.
Mi 2 képe a |z| < 1, Re z > 0 félkérlemeznek a w = z + 2% leképezésnél?

Alla.;;itsuk meg, hogy m milyen értékeinél képez8dik le konformisan a |z|-< 1 kér-
lemez a w = R(z + mz™) (n természetes szdm) leképezés sordn. Hatdrozzuk meg a

" képtartoményt.

Képezzik le 2 megadott tartomanyokat a felsd félsikra konformisan (igy, hogy a kie-
gészitd feltételek is teljestljenek): :

a) {0<argz<ma}(0<a<2)

w,{ﬁ%<a<g},M14a=2ﬂqa=—me);m
Q) {lzl <1, Im'#> 0}, w(=1) =0, w(0) =

d) {7l <1,]z—dl< 1};

o) {lzh< 1, lz—i> 1}

) {el>1 e -il <1

g {lzl>1, [z —i>1);

h) a[-1,1] zért intervallum mentén felvégott sik;

i) a[<¢,i} mentén felvégott sik;

i) a (=00, —R}, [R,o0) félegyenesek mentén felvigott sik;

k) a-1,1,th (0<h <) pontokat bsszekdtd kor mentén felvagott 31L

) afelss félksrlemes killseje, felvagva a [0, —1] mentén {egy "lapat” kil seje);
m) a lz] <1 kérlemez, felvdgva a [0, 1] szakasz mentén; -

n) a|z] > 1 tartomény felvégva az {1, 00) félegyenes mentén.

Mi a képe a |z| = const., arg z = const. polérhélénak a w -—-é (z + 1) leképezésnél?

Ha.tércziuk meg, hogy az <1628 feladatban adott leképezés hova transzformalja az

aldbbi tartoményokat: ‘ : . o :

a) |zl<r<l; B b)“ |z| > > 1; c) |zl <1

4y |zl > 1, e) Imz> 0; f)

y.ﬂ4<1xmz>m- h) Hﬂ<LImz<@; i)
AR<el <3, I 00 S

Im z < 0;
{Jz| > 1, Im z > 0};

Felhaszndiva az elézd két feiada.tban szerep & fuggvenyt va.losmsuk meg. az a.labbx

. konformis leképezéseket:

i

a) al—c(] mtervallum "kilsejét” (¢ > 0) az egységhkoriemes killsejére dgy, hogy

w(oo) = oo, argw'(c0) = o5

12

ol

o

81.

82*.

83.

84.

85.

leképezi a

b) az 3; -+ 2; =1 ellipszis killsejét az egységkérlemer kiilsejére gy, hogy
w(oo) = oo, argw (oo) = q;

c) afelsd fstknak a2 %3 + =1 ellipszis killsejében levd részét a felsd félsikra;

d) ez -2; + %:— =1, a2+l»2 + Eﬁl_—y = 1 (a > b) ellipszisek dltal hatérolt gyumt egy
origd kézéppontd koncentrikus kordk éltal hatérolt gylirire.

Hatarozzuk n‘ieg az adott tartomény képét az adott leképezésnél:

i z
f<1 - - .
a) {lzl <1}, W=
' 1
b {d<i, >0, we
) i 1/ n 1
c) {O<argz<g}, wwgkz +_z”>’
w T z
R s 2 < — g —
K { ”<.arg’2<n’ 2} < }w (14 z)/"

(w(z) > 0, ha z > 0)

Keressik meg azt a konformis leképezést, amely
a) az egységkoriemez belsejét;

b) az egységkdrlemes kilsejét

[w] €1, argw = 2kw/n (k.:O,l,Z,;,._,n—- 1)

halmazra.

Képezzuk le konformisan az egységkérlemez killsejére e
a) asikot, amely fel van vdgva a [-1,1] és [—1,7] intervallumok mentén;
- ]7 {1,00)'7 (’—'LOO,

b) a sikot, amely fel van végva a (—o0 —1], [7,700) félegyenesek

mentén.

Képezzik le konformisan a [—a,b] és [—ci,ci] (@ > 0,6 > 0,¢ > 0,a® +6* + c? £ 0)
szakaszok mentén felvigott sikot- .

a) a felsd félsikra;

b) az egységkoriemez kilsejére.

Hatérozzuk meg az aldbbi ponthalmazok képét.a w = e¥ leképezésnél:
a) derékszdgd hald (¢ = const., y'= const.} -

b) y=kz+ b egyenesek;
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.
¢) aza<y<B(0<a<f<on)sdv; . : ‘ ) {0<z<7h
d) azy==z, y=2z+ 2r egyenesek kozdtti séu'r;“‘ ‘ . ‘ Q) ,{O<x< g}}
e) {z<0,0<y<agir) o , , . . -
) {z>0,0<y<agn); ‘ " | e {_Z<z<Z}'

6} (—v L 27). - . 4 g ' . ; PN
g {a<z<hvs y.< ) (_ vsIm o : A& 91. Képezziik le konformisan az alabbi tartoményolkat a.felsd félsikra:
86. Hatdrozzuk meg az adott ponthalmazok képét a w = lnz leképezésnél; » } a) azy=zésy=z+ h egyenesek kozdtti sdv;
a). |zl =r, argz = @ polérhdls; ¥ b) {z<1,0<y<hh . ,
b) azr = Aet?(A > 0) logaritmikus spirdlis; ’ ¢) alzl =2és|z— 1] =1 kérvonalak altal hatérolt tartomény;
¢) {0<argz < o < or; . d)* alz] =2, [z — 3| =1 kordk 4ltal hatérolt tartomény (a korok altal kilyukasztott
! d) {lzl<l, O<argz < a<2r}; ' sik); -
e) az {r; <l|z| < ro} gylrl, felvdgva az [r,72] szakasz mentén. ?)* {le=1>1, [z+1]>1, Imz > 0h ’
Iy a0 <z <1sévfelvigva az z,= %, h <y < oo félegyenes mentén;
87*. Bizo’ny{tsulf be, hogy aw =In ;:J__f 1eké’pezé's a (—4901-a], [a,o?)‘félc.agyfnesel\" 'mentén g aa<z<1sdv, felvigvaaz z = %, Ry Sy<ooés —co <y < hy (hy <hi)
felvagott sikot az |Im w| < 7 sdvra képezi le, mikozben a végds felsd partjdnak az , ) - : _
Im w = 7, alsd partjdnak az Iin w = 7 egyenes felel meg. s » ‘ félegyenes mentén.
88. Hatdrozzuk meg az alabbi ponthalmazoknak a w = cos z leképezés dltal szolgdliatott
képét: '
a) z = const., y = const. derékszdg hald; _ X
B {0% c<r v < 0} VIL. INTEGRALOK
c) '{O<x<§,y>0};
T kil
d) {-—-é‘<x<§,y>0};
e) {0<z<w) 92. Szémitsuk ki az [ f(z)dz integralt, ha:
f) {0<z<m ~h<y<h}(h>0) a) f(z) =Rez, '
s T : ) ‘ C: a)az=2+1 pontba mutaié helyzetvektor;
89. i{izéﬁ?mjﬁk meg az aldbbi ponthalmazoknak a w = arcsin z leképezés altal szolgdlia- . B){lzf=1,0< argz < 7}, kezdbpont a z = 1;
ott képét: !
oty Nz—-ea=R (B>0)
a) felsd félsik; b) fle)=1 G+ mint 2}
: ‘ z)=Im =z : mint a)-ban;
b) a(~oco,-1},[{1,c0) félegyenesek mentén felvigott sik; P ’
c z) =z, v
c) az elsd stknegyed; ' ) C’k ) , oo o Ll |
1 a)az=2-1pontba mutatd helyzetvektor;
d) a baloldali #lsik, felvigva a (—oo, — 1] félegyenes mentén. - 3 ’ ) ! y
. 3 : z|=1, 0 < argz <7}, kezdbpont a z = 1;
| ; 8) {lzl =1, 0 < axgz < ), keaddpont a z = 1
90. Hatérozzuk meg az aldbbi ponthalmazok képétia w = tg z leképezésnél: : g 7) {lzi =1, —=F Sargz < §}, kezdépont 2 2= —1, S v _
a) a2z ¢ = const., y = coust. derékszdgl halé; ' : §) z=R; : . e RPN
b) {0<z<m, y>0} - ' ~ ' ) d) f(z).=(Rez)? +i(lm 2z)*; - C:az =1 pontbdl a z = i pontba mutatd vektor;

o
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) fl=et, Ciy=12" (z=1+iy); , | s
= ——- e =2 ' S ‘ . ‘ zdz
B fl=)= 2+1 C:lel=2 o | / _aoy (e>D)
g) f(z) =|z]7, C : az 1. 4bréan lathatd z4rt gdrbe; jz—al=a
f(z) = = :a 2. dbrén ldthatd zért gdrbe; . : ' 1 " ze*
h) f(z) = C:a 2. dbrénidthatd zart gorbe; : ' 9. a) — / _zefdz (a z = a pont € belsejében van).
: , . : 3 ‘ 27t Jo (z-a)?
‘ b —dz
4 ;, ) jrl=2 (22 4+ 1)°
' o7.
. 1 / e*dz _
"/ SN x 5mi Jo 2l—zp "
B —§—>—-—)”““”"> . .
1 : 1 a) z =0 pont C belsejében, a z =1 pont C kiilsejében van;

1.4bra b) az=1lpontC belse;eben az=10 pont C kulsejeben van;

1) f(z) = (z — a)" (n egész szédm), ' h ' : L\__\c)_ az=0&az=1 pont C belsejében van.
9

C: a){lz—d =R, 0<arg(z~ a) < 7y, l\eédopont az=a-+ R

8*. Bizonyitsuk be Liouville tételét a kdvetkezd mddon: szamitsuk ki az

B) |z - af = E; : : ’ '
7) tetszdleges z = a kézépponti négyzet, amelynek oldalai pérhuzamosak ‘ . / _ flz)dz (al < B [bl < R)
a tengelyekkel, jz]=R (z~a)z—b) , :
. —_— n . e / . ' )
j) flz)=2"logz (n egész szdm), e - ' integral értékét, illetve adjunk rd egy becslést, ha B — oo.

C:lzl =1, log(~1) = m1; : T
k) () = 2 (o komplex szdm), 99", Az o(0 < & < 2) mely értékeire létezik az

C:lz|=1, 1*=1. : ‘ | ‘ a.) Il=fe'i'dz ' o b) Ip=/ e_‘?}dz;
, c o c

93. a(0 < @ < 2) mely értékeire léteznek az _ integral (p természetes szim), ahol C a z = ' pontba mutatd helyzetvektor.
\ L4 b “”d ' : » ' 100*. Bizonyitsuk be, hogy ha f(z) folytonos a {|z| > Ro, Imz > a (a fixélt valés szdm)
i c ¢ ez ) e z ' halmaszon, és itt f{z)} — 0 ha 7 — oo, akkor minden pozitiv m szmra teljesil a

i

) integralok (p természetes szdm), h_a Caz=e® poni:.ba m'ut‘at(? helyvektor? , ' ’ , : Pﬁm ™ F(z)dz = 0
- - .- N . . Re—oe jp
94. Szamitsuk ki az ‘ ' ' : " : -
\ J ‘relécis, ahol T'r a |z| = R korvonalnak afenti halmazba es6 része. (Jordan lemméja.)
2 “ :
./c z(22+1) o 101. Bizonyitsuk be, hogy ha az integrldsi Gt nem halad 4t &'z = 0 ponton, akkor
R | : 2 | * d¢ . N |
integral értékét, ha: : o ? = logr + i + 2mik,
a) C megkerili a z = 0"pontot,’a z = i és z = —7 pontok C killsejében vannak; -
) £ per FrmresET pm,l ° CUISEIEbEn vennas, y ahol a k egész szdm azt mutatja hogy az mtegralasx Ut hdnyszor. keriilte meg az orxgot

b) C megkeriili a z = i pontot, a z = 0 és F=—i pontok C killsejében vannak; (z = re'?).

¢) € megkerlllia z =0, z =4, z=—i pontokat. . , . N , . oo
v 102*. Bizonyitsuk be, hogy ha az integraldsi Ut nem halad 4t a %4 pontokon, akkor

16 o _
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1
iC.
/ -——C,—C-A,= T ikn (k egész szam).
; ‘

VIII. LAURENT-SOROK. SZINGULARIS HELYEK. ZERO-HELYEK

—

103. A = =0 kéril fejisik Laﬁrgﬁf-sorba az aldbbi fﬁggvényekét '

. Lo o
sin z sin‘ z e*

&) 5 ‘ b) —; : o i
o .1

d) i &) Zler; ) 2t cos ~;

1, ,2 1—cosz ' 1

—sin® —-; . h)  ———; i _

g) PR ' ) 22 7 o 2 sinz’

. 1+ cosz )

.]) __24

104. Az adott gylirtikben fejtsiik Laurent-sorba a i;éyetkezé’ fliggvényelet:
) .

a,) Ez—:l)(T—z—), 1<!2|<2 IH 3<IZ‘<OO,
1 : . ,
b) i D<ll<l dl l<lz<oo;
_ - . o , 5 i 2% bl ccor
2243 ' '
d — i .
) 22 4+ 32+2° 1<{z{{2,
2> —z+3 : ‘ :
e) Sy s 1N [ZI <l i< |‘Zl <2 2<|z| < oo
8w l<l42<s
. z+2
B) oot 2<lz-1]<oo
‘->.z‘—:4=z+3' <l “1!<oo,
. 2°
1) —— 2 < |z] < o0

18
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106.

107.

108.

—

¥4

L S | 2

.]) (22'—4)(22—1)’ <]Z!< 3
1 T - 3w

_k) cosz” —?j<izl<_2—’

R NP

m) ——log 2t 1<ld <2
z— gz‘-i—i’ S

Hatérozzuk meg a kdvetkezd figgvények szinguldris helyeit, és az egyes szinguldris
helyek tipusat. A x-gal jelolt feladatoknal szémoljuk ki a szinguldris pontokhoz tartozé

-reziduumokat. - ) .
1 EEER 4 BN P 1
a)* - : b)* f—f———; : )t ———5
z— 28 T Tt z{z? +4)
e” 1 1 T
a)* ; — )y e7:T,
71 422 e) ez —1 z ) :
1
e* - . ei-t
¥ o1z } . ; .
&) JETT 1) z(1-e %) i) et — 1’
1—¢f 1 :
) T ~k) e Fcos—; 1 stes,
i) 1+ e ) e z ) -
1
m)* ——; n)* ctg’z; o) 2% cos ——;
) sin z . .g * _ ) z=2
: . o : L1 1—co
p)* sin ;—-_;zl:—-l-, . q)* sinz- smi; : - r)"‘. "—;2‘2,
1

sinz —sina’

Hényadrendii 0-helye a z = 0 a kdvetkezd figgvényeknek:

a) 2 (ezs - 1) ; b) 6sinz®+2° '(izeb_—_;fi); .'

Allapitsuk meg 2 felsorolt figgvények O-helyeit és azt, hogy e O-belyek hényadféndﬁék:

a) z22+1; : b) 5:24; ¢} zsinz;
. 02
K 1—ctgz
. d) (1—cosz),sin22; e) 2 Z; f) ___c_t_g_
z z-

‘A z pont az f(z) fiiggvénynek k-ad rendd, a g(z) fliggvénynek pedig l-ed rendil

O-helye. Mit tudunk a kdvetkezd figgvényekrél a 2z pontban:
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. z
2) f(e) + ol 0) (2)-ole) 9 12,
o 9(z)
109. Létezik-e 4z egységkérbeﬁ holomorf f(z) figgvény, melyre: ) .
1 0 ha n péros, 1 i " ha n péros,
. ) f <E> = { L ha n paratlan; b) f <ﬁ> = { = :
7

¢) .f<%>=n+1 (=128

IX. INTEGRALOK MEGHATA ROZASA REZIDUUM%ZAMITAS
SEGITSEGEVEL

210. Széamitsuk ki az alabbi integralokat, feltéve; hogy a zért gdrbéken pozitiv irdnyban

haladunk:
dz k zdz
.o ez b -
2 / z4+1 . ) . / (z-1)(z - 2)?
si+y?=2z ‘ Jz-2l=}
s z%dz
O | mmmen O | gy
|z[=2 |z)=1
zdz zdz
9 [ n [ 5
lz{=2 . i jz|=2
dz dz .
- h
& 2+ 1 : ' ) (z+1)
lz~1{=2 ’ z]=2
[ e*dz Zdz
1) / 22 _ ] 1 J) _23 H
|zf=2 _ I R PIES
) N ei‘dz . R . 1 PSR 1
k e . e i mda
) / o) Iy o / smza ;
’ ]zl:l ) ' ]z’]:f
1 f 51 : ' sinzdz
m) 5‘7; / . sim zdz 3 . n) / G_-—-]_-)T)-_(z_g_)._g'-)‘)
|z|=r Jzj=2
20

n pératlan;

sl g) ’--fﬁ»tg?zdz; o D)

111",
1f
112%.
113.
“1
!

2) L / 4
) R/

."1:»)

zdz )
sinz(l — cos z)’
|z|]=10 . |z{=5
a) / (1+z+2 )<ez+ex1+ex z)d. o R
|2l=3 ' o
Szémitsuk ki az

f & 4,
27r7, zg(z)
C

integralt, ahol C egyszert éért goérbe, amely megkerilia z =0 ponﬁo’t"az flz) és g{z)
fiiggvény holomorf C'-n és’ belsejében, valamint ¢(0) # 0, g(z)-nek a C goérbén nincs
0-helye, C belsejében pedig csak az a1, a2,...,an egyszeres 0 helyel Vannglx

Szamitsuk ki az aldbbi integfélolcat:

fzi=rs£1
© . C:azy’=z parabols;
erz/(z4-x 1)Jz2+1 V=R
) o Ciz=al<a < 1) stakasz (e >0)
¢ 27rz afsinwz’ rEa o "

c

" Szamitsuk ki‘az algbbs valés mtegl dlokat:

) /5—}—331:1(,9

b) / 5‘“2103 2

4 / (3 -{—cos2

Szamitsuk ki az aldbbi improprius integrélokat:

/ do .-
'/ (cose + 2)?’
o

oo

dz - . e dz .
O [aray . 9 e
T 4z v Codz .
C) .__.6 - . d) / 2
4+ 1 RN £ (22 +1)
—co L 0 .o
J zt 41 (x2+4$+13)2’
—50
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5*.

6.

T*.

oo o<
z%dz : (a>0,); / (n természetes szém);
g) (2 + a?)* i z? + 1 ~ ' ’
. 3 \E o
oo : g
/ e S 7
—c0 : !
o d °/? n,
0 ’ C o §
oo iy :
oy coszdz m)* / sin 2zdz |
] $2+4 2?2 Fz ¥l
. s o S v, =00 :
. z3 sin a:d:r * z? cos 3zdz »
o [ e ° w+n“~
. 0

. Legyen f(z) = ¢™* F(z), ahol m > 0, és az F(z) rendelkezik a lxovetl\ezo ‘tulajdonsé-

gokkal: 1) a felsé félsikon véges sok szingularitdsa van: ay,az, ..., an; 2) a valds tengely
minden pontjdban differencidlhaté, kivéve az 23,2z,... .25 pontoLaL ahol egyszeres
pélusai vannal;; 3) F(z) — 0 ha z — oo és Imz > 0. Bizonyitsuk be, hogy’

/ flz)dz = 2mi {Zres f(z) z_u; + -;—Zres [F(2),2 }
—0 ¢ k=1 :

Szamitsuk ki az alébbi integrilokat az €828 feladat eredményének felhasznaldséval: .

7 iHrg » 7 z cos zd

[ z . . . . S TAZ
2) / z IR R ranrcy
/ G jui)(;- g vd)_[d Topede

Szamitsuk ki az aldbbi integrélokat, feltéve, hogy -1 < p < 2:

2Pl -z z)”cla. , . ‘ / z1=P(1 - z)Pdz
FETA g e

—
L
T
3]
)
gy

Szamitsuk ki az aldbbi integrélokat:

22

118.

119.

120.

121.
- @; nulla) akkor {z0| nem nagyobb mint z?

T Inzd

nrazx . .

a) -/m; b)
X. VEGYES FELADATOK*

Legyen Po(z) = =, Pn(z) =z (1 - f;)

..V_Milyen z-re lesz
|P,.(z)| nagyobb, mint ' ‘

P, 1B, - Pama (@) Pana(2)]s-

f(t) 1 2 O-ra értelmezett valds, folytonos figgvény. Legyen
gs g
P= /"e-(=+ff'(t))dt; Q= / o~ 2+ g
: 0
0

Mutassuk meg, hogy ]4P2‘ -2Q} <3

Mutassuk meg, hogy a P(z) = z" — pyz™? ;, — pn polinomnak, ahol p; 2 01 =
1,...,méspr+...+ pn >0, egyetlen pozmv 7erohe1ye van. .

.+ an pohnom valamely ‘zérShelye, (nem minden

Ha zg 3'.’?:5’(/\?)—2 +ay 2™t ‘
—la1] 2?7t = ..~ |an| egyetlen pozitiv

zéréhelye. |

122.

123.

124.

Legyen ds # 0. A P(7) = z" + az""! + ... + a, zéréhelyei abszolut értékei nem
kisebbek, miint a z* + |a; 2871 4+ lany | z — |a,| egyetlen poszitiv zérdhelye.

Legyenek do,dy,-..,dn pozitiv szédmok és legyen dnp 2 |a1[dn_'1‘ + lasldp—a +... +
lan| do. Mutassuk meg, hogy a P(z) = 2™ + alz" 1 + . + an zéréhelyei abszolut
értékben nem nagyobbak, mint I -

S Gn_ dn fdn )
NG Va7V )

Mit tudunk az g, = ‘tElkedn® oo 19,

PR ]

z valds szdm) sorozat -torléddsi.
pontjairdl? : E
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25. F(z) legyen holomorf a }z[ < R kérben: Nevezzuk

e, o
x
I

f(z) szémtani kozepének a |z} =
7 < R kérdn a .
2'7r + .
= /fuew) = i TSz

1 =00 oon

0 f

o+ f (et

szémot, ahol z, = ¢ = - Mutassuk meg, hogy

2T

5 [ =g

0

26. Tgazoljuk, hogy
2r ) —_— - n. .
{1+ 2cost)” cosnt gt = 2 lor =127 =372\ -
I—r—2rcost  1—2r—3r2 \ SYCIE o
0 ‘
ha —l<r<gn= 0,1,2,....
27. Legyen s > 1 valds szdm. Mutassuk meg, hogy a ze*™* = 1 egyenletnek egyetlen
gySke van a |z| < 1 korben.
8. Legyen Py,..., P, asik n kuldnbdzd pontja. Mutassuk meg, hog,y a PPl .- PP,

. Ha a T tartomanyon holommf f(=) fuggvény’ abszolut értéke alla.ncto akkm az j(z)

- Tegytik fel, hogy az f(z) fuggveny holomorf a- [zL < 1 halmazt tartalmazd T tartoms-
‘nyon, f(z) nem &llandd, és |f(z)] a |2 = 1 kdrvaralon ugyanazt az értélket vesz fel.

szorzatnak a T tartomdnyon nincs legnagyobb exteke

9. Az f(z nem: alla.nclo figgvény legycn a T tar tomanyon holomorf, T Ieza.rtJa.n folyto—

nos, és T-ben nem 0. Bizonyitsuk be, hogy |#(z)| minimumat csak T hatdrén veheti
fel. . .

. Tegytk fel, hogy f(z) holomorf a |z| < 1 tartomanyon.  Bizonyitsik be, hogy 1étezik

olyan {.} sorozat, hogy |2,/ < 1 (n=1,2,...), [za] = 1 (n — o0), és f (2s) korlatos.

. Tegyiik fel, hogy T lgorlétos"i;artomény; f (z) T-ben holomorf, és

o Mm osup {f(zn)| S M

n—co

minden olyan {za) sorozatre, amely T hatarpontjahoz korverga] B1zony1tsuk be
hogy |f(z)] S M z ¢ T) :

is 4llandd.

‘ Bizonyitsuk be, hogy f(z)-nek a |z| < 1 halmazon legaldbb egy 0-helye van.
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134.

135.

- 136.

137.

"138.

139.

140.

Legyen T korlatos tartomany. Tegyiik fel, hogy az {fn(2)} sorozat elemei T-ben holo-
morfak, a T tartomdny T lezdrésan folytonosak, és s sorozat T° hatdrén egyenletesen
konvergens Bizonyitsuk be, hogy a fiiggvénysorozat T-n egyenletesen konvergens.

Tegyiik fel, hogy az f(z) figgvény a m = {z : Re z > 0} félstkon holomorf, 7-n

- folytonos, és létezik olyan A < oo és & < 1, hogy

If(2)] < A explz|°] (z € m),

tovdbba |f(iy)} £ 1 minden valés y-ra. Bizonyitsuk be, hogy [f(z)] € 1 amw félsikon.
Mutassuk meg, hocy az allitds @ = l-re hamis.

Tegytk fel, hogy f(z) az egész sikon holomorf, és minden z-re teljesul az ]f(z)l <
o+ blz|* cgyenlotlenccg (a, b; k pozitiv dllanddk). Bizonyitsuk be 'hogy F{(2) polinom.

Tegyik fei hogy f(z) holomorf 2 |z| < 1 kérlemeszt tartalmazd T tartomdnyon, és
(=) < 1, ha lz] = 1. Hany megoldaba. lehet az f(2) = =z egyenletnek {z| < 1 kdrleme-
zen?

halmazt tartalmazd T tartbményon holomort, és tegytk fel,

Legyen f(z) a |z < 1
1 kérvonalon, tovibba f(0) = 1. Van-e O-helye f(z)-nek a

hogy [f(2)] > 2 2 |z =
|z] <1 halmazon?

Bizonyitsuk be, hogy egir tartoméanyon holomort;7 nem azonosan 0 fliggvénynek legfel-
jebb megszdmldlhatd sok 0-helye lehet.

Tegyiik fel, hogy ¢(z) holomorf a T tartoményon, ¢'(z) # 0 T-ben, tovabbad f(u)
holomorf a (7 halmazon. Bizonyitsuk be, hogy ha flu)-nak ug m-szeres O-helye,
w{z5) = uo, akkor a g{z) = f(p(z)) fliggvénynek zp m-szeres O-helye. Mit lehet
mondani, ha ¢'(2z)-nek zy k-szoros 0-helye? .
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