Fourier-sorok konvergenciajarol

A szerepl6 fliggvényekrdl mindentitt feltessziik, hogy 27 szerint periodikusak. Az ilyen fliggvé-
nyek megkozelitésére (nem a polinomok, hanem) a trigonometrikus polinomok tlinnek természetes
eszkoznek.

Tébbszéﬁ_ fel fogjuk haszndlni, hogy, ha f 2m-periodikus és integralhatd, akkor barmely a-ra
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Tekintsiik a kovetkezd definicidokat:

1. Definicié. Az

ag

5 —|—Zakcoskx—|—bksinkx

k=1

(1)
fliggvénysort trigonometrikus sornak nevezziik. Részletosszege

Sp(x) == a_20 + Z a cos kx + b sin kx.
k=1

2. Definicié. Legyen f a [—m, w]-n integralhatd, 2m-periodikus fiiggvény, és legyenek
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ap == — f(t)cosktdt, k=0,1,2,...,
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by == — f@)sinktdt, k=1,2,....
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Ekkor az

o
~ 20 + ag cos kx + by sin kx
2
k=1

sort az f fliggvény Fourier-soranak nevezzik.

(Vegyiik észre, hogy minden Fourier-sor egyben trigonometrikus sor is. Ez forditva nem igaz, bar
ez nem nyilvanvalé. (V.6. 5. tétel.) Példdul a ) sin(n!z) sor minden racionélis z-ben konvergens,
mégsem Fourier-sora egyetlen fliggvénynek sem.)

A helyzet egy kicsit hasonlé a hatvanysor vs. Taylor-sor probléméhoz. A {6 kérdés, amit vizsgdlni
fogunk, most is az, hogy vajon mikor , allitja el6” a Fourier-sora a fiiggvényt?

Elso észrevételink, hogy ha az
Jaol | <
5 T+ gl |ak| =+ [bk]

sor konvergens, akkor az (1) sor a [—m, 7] intervallumon abszolit és egyenletesen konvergens, és
sajat Osszegfiiggvényének a Fourier-sora.



3. Tétel. Ha az
ao

o
5 —i—Zakcoska:—i-bksink:x

k=1
sor a [—m, | intervallumon egyenletesen konvergens és dsszege f(x), akkor
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ap = — f(t)cosktdt, k=0,1,2,...,
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és L g

b = — f(t)sinktdt, k=1,2,....
™ —1Tr
Bizonyitds. Az
a oo
f(z) = 30 + E ay, cos kx + by, sin kx

k=1
egyenléséget szorozzuk meg cosnz-szel és integraljuk a [—m, 7] intervallumon (ezt megtehetjik,
hiszen a sor egyenletesen konvergens):

e

(%) f(x)cosnxdx = / a_20 cos nx dr +

—i—Z/ akcoskmcosna:dx—i—/ by sin kx cosnx dx.
k=1Y"T
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Ervényes a kovetkez6 segédtétel:

4. Tétel. (A trigonometrikus rendszer ortogonalitdsa). Bdrmely k,n > 0 egész értékre

T T w, hak=mn
/ Coskxcosnxdx:/ sinkxsinnxdaz:{ ’ ’

o o 0  kdlonben,

/ cos kxsinnx dx = 0.
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A tétel allitdsa egyszeriien adddik, pl. ha k = n, akkor

™ T T 1 2
/Coskxcoskxdx:/ COSQk:xdx:/ %Skxdw:m

—T —T —T

ha pedig k # n, akkor

™ ™
1
/ cos kx cosnz dx = / §(COS(TL + k)x 4 cos(n — k)z) dx = 0,
—T —T

mert cosvx (és sinvzx) teljes periéduson vett integrélja mindig 0. (Trigonometrikus rendszernek
hivjuk az %, cosx,sinx, ..., coskx, sinkx, ... fliggvényeket; az ortogonalitas kifejezést az indokolja,
hogy az fab fg sok szempontbdl olyan, mintha f és g, skalaris szorzata” lenne, és ha a skaldris szorzat
0, akkor f és g ,, merdleges”.)

Segédtételiinket felhaszndlva, a (x) egyenléség jobboldaldn csak a k = n tag marad meg, azaz

T ™
f(z)cosnzdx = / ap, cos nx cos nx dx,

-7 —T

ebbsl .
ap == — f(t) cosnt dt.
m —Tr

A b, sinus-egyiitthatokra hasonléan bizonyithatunk. Ezzel a 3. Tételt belattuk.
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Egy adott fliggvény Fourier-egyiitthatéinak viselkedésérol szol a kovetkezo tétel.
5. Tétel. (Riemann lemma). Ha f az [a,b]-n integrdlhatd, akkor

b b
/f(x)cosna;da:HO és /f(a:)sinn:cdx—>0 ha n — oo.

Bizonyitds. A cosinusos allitast bizonyitjuk. Legyen € > 0 rogzitett. Legyen B az [a, b] intervallum
egy (k részre torténd) beosztasa, ekkor

‘—/ f(t cosntdt‘—‘—Z/ (z:) + f(z ))cosntdt‘

<= Z‘/ f(z)) cosntdt‘ Z‘/ f(z;) cosntdt‘ =: 11 + Is.

Legyen m; és M; a szokasos supremum és infimum, azaz minden z;_; <t < x; esetén
m; < f(t) < M; és m; < f(z;) < M,
mivel | cosnt| < 1, kénnyen lathatd, hogy
‘(f(t) — f(z3)) cosnt‘ < M; —m;,
ezért
€
2’
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I<‘— M, — idt‘:‘— M, —m; 1) =o(f.B
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ha a B beosztast megfeleléen valasztjuk (oszcillaciés kritérium). Legyen B ilyen. Mivel f integral-
haté, korldtos is, legyen |f(z)| < M, ekkor

k . k .
1 i 1 i
I < ;; ‘ /xil f(mi)cosntdt‘ < ;;V(%)w /xil cosntdt‘ <

han > %. Ezzel a tételt belattuk.

Riemann—Lebesgue-lemménak nevezziik a fenti tétel aldbbi valtozat: Ha f a [—m, 7w|-n integrdl-
hato, 2w szerint periodikus, akkor

a, — 0, b,—0, ha n— oo,

ahol an, b, a figguény Fourier-egyiitthatoi. Ez az allitas a Riemann-integralhatdsagndl jéval altala-
nosabb feltételek mellett is igaz.



A tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen feltétel mellett igaz, hogy az adott f fiiggvény
Fourier-sora valamely a helyen konvergens. Ehhez a folytonossidg nem elég: van olyan fiiggvény,
amely integrélhatd, 2m-periodikus és [—m, 7w]-n folytonos, de Fourier-sora valamely adott a pontban
(vagy akdr végtelen sok pontban) nem konvergens.

Kényelmi okokbdl az

agp

Sp(x): 5 + Z ay, cos kx + by sin kx

k=1
részletosszeg helyett az
n—1

sr(x) = % + Y (agcoskx + bgsinkz) + (%n cos nx + En sin nz
1

=
Il

in. moédositott részletosszeget fogjuk vizsgdlni; Ezt megtehetjiik, hiszen a Riemann—Lebesgue
lemma szerint
* an, bn . an, bn
|sn(x) — s)(x)| = | = cosnz + —smna:‘ <|=4+—=|—0
2 2 2 2
(méghozzd z-ben egyenletesen), azaz s, és s egyszerre konvergens vagy divergens, és ha konver-
gensek, Osszegiik is megegyezik.

Eldszor eléallitjuk sy -ot valamilyen , kezelhetd” formaban.

n—1
*(p) = 20 y - I os b i —
sr(x) = 5 +k_1(ak cos kx + by sin kx) + 5 cos nx + 5 SN =
11 (7 1T 1 (" _ .
=5 ft)dt + (— f(t) cos ktdt cos kx + — f(t)sin kt dt sin kx) +
™
1,1 [T 1 [ . .
+ 3 (— f(t)cosntdtcosnz + — f(t) sinnt dt sin nm) =
L -7

n—1
1 T [
= 5;/Wf(t)dt—i—glg/7Tf(t)(cosk:tcoskgﬂ—i—sink:tsinkgﬂ) dt +

11 /7
+ 5 / f(t)(cos nt cosnx + sinnt sinnx) dt =
T

—T

n—1

1 (™ /1 1
p /_7r (5 + kz:l(cos E(t —x)) + 3 cosn(t — x))f(t) dt =
1 [7 .
ahol
1 1
(3) Dy, (u) := 3 + cosu 4 cos2u + - - - 4 cos(n — 1)u + S cos

az un. n-edik médositott Dirichlet-féle magfiiggvény.
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Ilyen tipusi Osszeggel mar taldlkoztunk; sin g-vel szorozva és felhaszndlva, hogy 2 cos asin 3 =
sin(a + ) — sin(a — ), kapjuk, hogy

sin nu
2tg 5

Dy (u) =

Vegyiik észre, hogy D péaros fiiggvény s azt is, hogy L [T Dy =1 (haa (3) formuldt integréljuk,
a jobboldalon minden kiesik, kivéve az 3 mtegraljat)
Ervenyes tehat a kovetkezd

6. Tétel. Ha f a [—m,7|-n integralhatd és 2m-periodikus, akkor Fourier-sordnak mddositott
részletosszege elddllithato
* 1 T * 1 T *
T

alakban (Ez az un. Dirichlet-féle szinguldris integral).

A maésodik integralt az els6bdl ugy kapjuk hogy t — x helyébe t-t frunk (azaz, legyen t — x = wu,
ekkor t = x+u, dt = du és ff f o m, majd legyen t = u, dt = du). Vegyiik észre tovabba, hogy
a (4) formuldban szerepld integrél a O-ban improprius.

A D; ismeretében a (4) formuldt tovabb alakitjuk. Valamely a helyen a részletosszeg

™ 1 ™

sla)=— [ fla+ni0ydt=— [ fla—0)D;()di =

—r T™J—m

(t helyébe —t-t irtunk; D} péros)

:% ﬂf(a‘i‘t);—f(a_t)D;(t)dt:

—T

(mert ha két szam egyenld, akkor az dtlaguk is ugyanannyi; az integrandusz péros)

(5) T fla+1) —;—f(a—t)D* / / 4T

A mésodik integrélt vizsgalva,

2 [Trflatt) + fla—1t)
I A (

o7 2

1
> + sinnt dt,

és ez 0-hoz tart, mert mivel f integrélhaté és tg % > tg %, igy az

(ﬂa+ﬂgfw—0)2é%

fliggvény is integralhatd, és alkalmazhatjuk a Riemann-lemmat.
(Ugy is fogalmazhattunk volna, hogy a fenti integral val6jdban nem méds, mint a

{ (f(ath)erf(aft)) 1 ha 0 < ’t‘ < (57

2tg % ’
0, ha § < |t|7

integrélhaté fiiggvény n-edik sinus-egytitthatdja, tehat 0-hoz tart.)
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Tehat a Fourier-sor konvergencidja az I1-en mulik. Vegytik észre, hogy az I integralban csak a
t , kicsi” értékei szerepelnek, érvényes tehat az aldbbi

7. Tétel. (Lokalizaciés tétel.) Az f és g figgvények legyenek a [—m,|-n integrdlhatdk és 2m-
periodikusak, tovdbbd tegyik fel, hogy van olyan 0o, hogy minden x € (a — dp,a + dg) értékre
f(z) = g(x). Ekkor f és g Fourier-sora az a helyen egyszerre konvergens vagy divergens, €s ha
konvergensek, dsszegiik megegyezik.

Bizonyitds. Végezzik el eddigi dtalakitdsainkat az f és a g fliggvényre is. Ha 6 < ¢, az I; integral
mindkét fliggvény esetében ugyanaz.

A tétel azért érdekes, mert a Fourier-egylitthaték meghatdrozdsahoz a fiiggvényt az egész
intervallumon ismerniink kell, tehat a 7. Tétel feltételei mellett is, a két fiiggvény Fourier-sora
kiilonbozhet, a konvergenciaviselkedésiik mégis azonos.

Vizsgaljuk meg, milyen feltételek biztosithatjdk, hogy A Fourier-sor valamely a helyen f(a)-hoz
tartson.
Mivel a ¢ szerinti integréldskor f(a) dllandd,
1 [™ N 1 o,
— f(a)Dt)dt = ;f(a) Dit)dt = f(a).
Az (5) formula alapjdn {rhatjuk, hogy

(6) \sZ(a)—f(a)\:(%/ (f(a”)”(“_t)—f(a))D;;(t)dt(:E/:M%/;

0 2

Ennek az integrédlnak 0-hoz tartdsa jelenti tehat azt, hogy s; — f az x helyen.
A masodik integrélt vizsgalva,

2 (Mrfla+t)+ fla—1)
I = /5(

1
- 5 - f(a)> T sinnt dt,

2
és ez 0-hoz tart, mert mivel f integrélhaté és tg % > tg g, igy az

(f(a+t) + fla—1t)
2

1
2tg%

- f(a))

fliggvény is integrdlhato, és alkalmazhatjuk a Riemann-lemmat, ugyanigy, mint az elébb.
Tehét az I integrélt kell vizsgdlnunk (ez persze a O0-ban improprius, a D} nevezdje miatt).

8. Tétel. (Dini tétele). Legyen

oty = KD flo=)=2f1a).

Ha a vizsgdlt f fligguény az a helyen olyan, hogy az

r

(improprius) integrdl létezik (konvergens), akkor

@(dt
t

sy(a) — f(a), ha n— oo,

azaz a Fourier-sor a-ban a fiigguényhez konvergdl.
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Bizonyitds. Lattuk mér, hogy a (6) integralban csak az I a lényeges.

J — 1

2

_ 2 [P flatt)+ fla—t) 1 24
_;/0 ( 5 —f(a)>¥2tg2% sinnt dt.

Tudjuk, hogy & — 1 és t < tgt, ha t — 0, érvényes tehét
] gy 1

_|(fertfamn oyt 2

1 <‘s0(t)"
t2tg5 |~

t

és mivel a Dini-féle feltétel teljesiil, igy a baloldalon 1év§ fiiggvény is integrédlhaté (az improprius
integralokra vonatkozé majordanskritérium miatt).

Ekkor azonban (,,szokdsos” gondolatmenetiink szerint), a Riemann lemma miatt I, — 0.
(Mondjuk, mert I; nem mds, mint az integralhaté

2tg L7

(w — fla))sL ha 0 < |t| <6,
0, had < |t| <

fiiggvény n-edik sinus-egyiitthatéja). Ezzel Dini tételét belattuk.

Nincs més dolgunk, mint hogy a Dini-féle elegendé feltételt , apropénzre valtsuk”.
Emlitettiik, hogy az a-beli folytonossdg még nem garantalja a Fourier-sor konvergencidjat. A
differencidlhatésag, mint erdsebb feltétel, mar igen.

9. Tétel. Ha az f fiiggvény az a helyen differencidlhato, akkor
sy(a) — f(a), ha n— oo,
azaz a Fourier-sor a-ban a fiigguényhez konvergdl.
Bizonyitds. Ha az f a-ban differencidalhato, akkor

fla+1)—f(a)
t

—>f’(a) és f(a_ti_f(a) —>f'(a),

azaz a Dini-tételben szerepld ]@\ fiiggvénynek a 0-ban (véges) hatdrértéke van, igy az improprius
integrél létezik (ezt hivtuk nulladik alapesetnek). (Az vildgos, hogy | @\ integrélhaté barmely [0, 7]
intervallumon.)

Az érdekesség kedvéért megemlitiink egy mésik feltételt is.

10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az értelmezési tartomanya egy belsé a pontjaban
a-rendidi Lipschitz-feltételnek (o > 0) tesz eleget, ha léteznek olyan K, 0 > 0 szdmok, hogy

\f(a+1t)— f(a)| < K[t|*, ha [t| <é.

Koénnyen belathatd, hogy az o > 0 rendii Lipschitz-feltételt kielégité fliggvények folytonosak a-
ban; ha a > 1, akkor f differencidlhaté és f’(a) = 0, tehat igazabdl a 0 < a < 1 értékek érdekesek.
Az is vilagos, hogy ha 0 < a < 3 és f teljesiti a 8 rendii Lipschitz-feltételt, akkor az o rendiit is.
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11. Tétel. Ha az f fiigguényre az a helyen valamely 0 < o rendi Lipschitz-feltétel teljesil, akkor
sy(a) — f(a), ha n— oo,
azaz a Fourier-sor a-ban a fiigguényhez konvergdl.

Bizonyitds. Konnyen kiszdmolhaté, hogy ekkor a Dini-féle tételben szerepld integral létezik,

hiszen
o 4
/ t*Ldt  vagy / Kdt
0 0

Fenti tételeink valamivel altaldnosabb feltételek mellett is igazak, ti. akkor, ha f nem feltétlentil
folytonos ugyan a-ban, de legfeljebb elséfaju szakadasa van, azaz léteznek a

fla+0)= lim 'flz+?), fla=0):= lim f(z—1)

t—
féloldali hatarértékek.
Ekkor a Fourier-sor az

konvergensek.

. fla+0)+ f(a—0

flay = 00T 20)
értékhez konvergal (ha egyéltalan konvergsl). El6z6 meggondoldsainkat f(a) helyett f(a)-val elvé-
gezve, az alabbi eredményekhez jutunk:

8. Tétel. (Dini tétele). Legyen

_flatt)+fla-t)—2f(a) fla+t)+fla—t)~fla+0)~ fla—0)
o(t) := 5 = 5 .

Ha a vizsgdlt f fligguény az a helyen olyan, hogy az

/7r @(dt
o |t

(improprius) integrdl létezik (konvergens), akkor

sy(a) — f(a), ha n— oo,
azaz a Fourier-sor a-ban a fiigguényhez konvergdl.

9'. Tétel. Ha az [ figguény az a helyen mindkét oldalrdl differencidlhatd, azaz léteznek a

p f@F St o fa--fe-0) _
t—0,t>0 t t—0,t>0 t

(véges) hatdrértékek, akkor
sp(a) = f(a), ha n— oo,

azaz a Fourier-sor a-ban a fiigguényhez konvergdl.

Ezt a tételt szokds ,,félérintds feltételnek” nevezni, hiszen a gy és g; akkor 1éteznek, ha a fliggvény
grafikonjahoz huzhatdék bal- és jobboldali félérintok.

11'. Tétel. Ha az [ fiigguényre az a helyen mindkét oldalrdl valamely 0 < « rendd Lipschitz-
feltétel teljesiil, azaz

|fla+t)— fla+0)| < Kt* és|f(a—t)— f(a—0)| < Kt ha 0<t<3$,
akkor
sy(a) — f(a), ha n— oo,
azaz a Fourier-sor a-ban a fliggvényhez konvergdl.

A bizonyitdsok csak annyiban kiilonboznek az eredeti bizonyitdsoktdl, hogy az eredeti 1épéseket
kétszer, a bal és a jobb oldalon kiilon-kiilon kell megcsindlnunk.



