Teljesség, folytonos fiiggvények ...
1. sillabusz a Tobbvaltozods fiiggvények kurzushoz

Mi az, hogy ,sillabusz”? Ez egy olyan iromény, ami segédanyagnak késziilt. Vazlatos,
pontatlan, (szandékoltan) hidnyos. Segiti a tanuldst, vézlatot, 6tleteket ad. Ugyanakkor,
egy része a torzsanyagon tulmutat(hat).

Teljesség, egyvaltozos eset

Tudjuk, hogy a valés szdmok R halmazéan érvényesek az aldbbiak.

11. Tétel. Ha R egy részhalmaza nemiires és feliilrdl korldtos, akkor van legkisebb felsé korldtja
(fels6hatdr-tulajdonsdg).

12. Tétel. Minden korldtos sorozatnak van torléddsi pontja (Bolzano—Weierstrass tétel).

13. Tétel. Ha adott egy [a,b] C K zdrt intervallum, és I, v € I nyilt intervallumok egy olyan
rendszere, hogy egyesitésik tartalmazza (lefedi) [a,b]-t, akkor kivdlaszthato kézilik véges sok olyan
Iy, ..., I, intervallum, hogy mdr az 6 egyesitésiik is tartalmazza |a,b]-t (Heine—Borel-féle lefedési
tétel).

14. Tétel. Ha (a,) olyan sorozat, hogy Ye > 0 esetén van olyan v, hogy Yn,m > v értékre
lan, — am| < €, akkor az (a,) sorozat konvergens (Cauchy-féle konvergenciakritérium,).

15. Tétel. Ha [a,,b,]| zdrt intervallumok egy ., sziikils” sorozata, azaz ¥ n-re [apy1,bny1] C
[@n,by], akkor a (), [an,by] metszet nem idres (Cantor-féle tétel).

A Bev.anal. kurzusrdl tudjuk, hogy ezek , lényegében” ekvivalensek (pontosabban, 11 < 12 &
13 & (14 és At) & (15 és At), Ahol At az Gn. Arkhimédeszi tulajdonsdg: ha a # 0, az (na) sorozat
nem korlatos). Ebbél (13) bizonyitdsa az ujdonsdg. A Bev.anal. kurzuson (11)-et vélasztottuk
yteljességl axiémanak” (és a tobbit bizonyitottuk) (ennek kényelmi okai voltak, bar mondjuk a
(15) Cantor-tételnek nagyon erds szemléletes tartalma van).

(13) bizonyitdsa (csak azért is fels6hatar-tulajdonsaggal). Legyen
H :={z € [a,b] : az [a,z] intervallumhoz kivalaszthaté véges lefedés}.

Nyilvan H nemiires (a € H) és korldtos; legyen ¢ := sup H. Beldtjuk, hogy ¢ = b. Nyilvin
¢ < b, tegyiik fel, hogy ¢ < b. Legyen I, (valamelyik) olyan intervallum, ami lefedi a ¢
pontot; mivel nyilt, lefed d; < ¢ < da, di € H pontokat is. Az [a, d;] intervallum végesen
lefedhetd; ehhez a lefedéshez az Iy-t hozzdvéve, az [a, c|, s6t az [a, d3] intervallumokat is
lefedtiik, tehdt ¢ nem supremum.

Tobbvaltozos eset

A fentiekbdl (11) nem altaldnosithaté az R* térre, mert nincs rendezés. A korlatossag, nyiltsig,
zartsdg azonban értelmezhetd fogalmak, ezekhez elég a tavolsigfogalom.

(Emlékeztetéiil: Egy halmaz zart, ha minden hatarpontjit tartalmazza < ha egy konvergens
sorozat minden pontja a halmazban van, akkor a hatarérték is < komplementere nyilt. Egy halmaz
nyilt, ha minden pontja belsé pont < komplementere zart. Egy halmaz korlatos, ha lefedhetd
egy origd koriili elég nagy gmbbel/téglaval < lefedheté valamely mdsik pont koriili elég nagy
gmbbel /téglaval.



Tudjuk, hogy az RF térben érvényes a koordindtdnkénti konvergencia tétele. Ebbél azonnal
adédik, hogy érvényesek az aldbbiak:

22. Tétel. Minden korldtos sorozatnak van torléddsi pontja (Bolzano—Weierstrass tétel).

22'. Tétel. Minden korldtos, végtelen (szamossdgi) halmaznak van torldddsi pontja (Bolzano—
Weierstrass tétel).

24. Tétel. Ha (a,) olyan sorozat, hogy Ve > 0 esetén van olyan v, hogy Yn,m > v értékre
d(an,am) < €, akkor az (an) sorozat konvergens (Cauchy-féle konvergenciakritérium).

25. Tétel. Ha A, korldtos, nemiires, zdrt halmazok eqy ,, szikilé” sorozata, azaz ¥ n-re Api1 C
Ay, akkor a (), A, metszet nem dres (Cantor-féle tétel).

(Sorozat torlédasi pontja: van hozza konvergens részsorozat; halmaz torlédasi pontja: minden
kornyezetében van a halmaznak téle kiilénbo6zé pontja.)

Példaul (22) bizonyitésa. Legyen a,, = (ag),ag), .. ,a%k)). Mivel a sorozat korlétos,

minden koordinatasorozata is korlatos. Az egydimenziés B-W tételt ismerjiik. Legyen

(n;) olyan részsorozat, hogy a&.) konvergens; utana legyen (n;,) olyan részsorozat, hogy

a%i), is konvergens; .... Az eljards véges sok lépésben véget ér (és egy konvergens
J

részsorozatot kapunk).

(24) bizonyitdsa. Az elegenddség az izgalmas. Vagy ugyanigy bizonyitunk, mint az
egydimenziés esetben (a B-W tételbdl); vagy vegytik észre azt, hogy ha egy vektorso-
rozatra teljesiil a Cauchy-kritérium, akkor minden koordindtasorozatra kiilon-kiilon is
teljestil; alkalmazzuk koordinatdnként az ismert egydimenzos tételt.

(25) bizonyitasa. Legyen z,, € A,,. Az (z,,) sorozat korlatos, igy a B-W tétel szerint
van konvergens részsorozata: x,, — z. Barmely l-re A; O A,, > z,,, ha k elég nagy,
ezért (x,, ) (valahonnét kezdve) egy A;-beli sorozat; A; zart = € A = v € (A

Megjegyezziik, hogy az R¥ terekben a 22-25 4llitdsok ekvivalensek, 22 < 22/ < 24 < 25.

Valéjdban a (22)-(25) allitdsok az RF-nal altalanosabb ,terekben” is megfogalmazhaték (de
nem biztos, hogy érvényesek). Valamely (metrikus, normélt, stb.) teret teljesnek szokds nevezni, ha
érvényes benne a (24) Cauchy-kritérium.

A Heine-Borel tétel analdgidjara értelmezhetiink egy 1ij fogalmat (4ltalaban, tehét metrikus
(vagy akér ,kornyezetes” (topologikus) térben is).

K. Definici6. A H halmazt kompaktnak nevezziik, ha igaz rd, hogy ha I.,, v € I' nyilt halmazok
egy olyan rendszere, hogy egyesitésiik lefedi (tartalmazza) H-t, akkor kivalaszthaté koziilik véges
sok olyan Iy, ..., I, nyilt halmaz, hogy mar az 6 egyesitésiik is lefedi H-t.

KK. Tétel. Az RF térben egy halmaz kompakt < korldtos és zdrt < érvényes benne a B-W
tétel.
Korlatos és zart = kompakt bizonyitasa. Legyen elészor H egy zart tégla, és I,y € T
neki egy nyilt lefedése. Tegyiik fel, hogy nem vialaszthaté ki véges lefedés. Osszuk a téglat
2% egybevigé darabra (koordindtdnkénti felezéssel). (Egy dimenziéban ugye feleztiink, a
stkon négy egyforma darabba vagunk, mint Téth az érnagy urat stb. — ,,oroszlanfogds”
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médszere.) Legaldbb az egyik darab nem lesz végesen lefedhetd (mert kiilonben az egész
is végesen fedheté lenne). Azt a darabot tovabb osztjuk; és igy tovdbb, ad infinitum.
Zart téglék egy sziikiilo sorozatat kapjuk = van kézos pont. A kozos pontot lefedi az I
nyilt halmaz; mivel ez nyilt, egy elég kicsi téglat is lefed, ami ellentmondas.

Legyen most H &altaldban egy zart halmaz. Mivel korlatos, belefoglalhatd egy R
tglaba. A nyilt Iy halmazok rendszeréhez vegyiik hozza a J := H® (nyilt) komplemen-
terhalmazt, ez a rendszer lefedi az egész teret, tehat az R-et is. Innen ugy okoskodunk
tovabb, mint az el6z6 bekezdésben.

Kompakt = Cantor-tétel bizonyitdsa. Legyen H kompakt, és legyen (A,) H-beli
zért halmazok egy sz{ikiil§ sorozata. Be akarjuk l4tni, hogy () A, # 0. Tegyiik fel, hogy
iires a metszet. Tekintsiik az I, := H \ A4,, nyilt halmazokat. Mivel

UL =UE\4,) =8\ (ﬂAn> —H,

ezek H-t lefedik = kivélaszthaté véges lefedés. De az Iy, ..., In csak valamely H \ Ay
halmazt fednek le, ami ellentmondas.

Kompakt = korldtos bizonyitdsa. Fedjiik le az egész R” teret a [—n,n]* téglakkal.
Ezekbdl véges sok egy korlatos halmaz.

Kompakt = zart bizonyitdsa. Legyen z1, xs, ...egy sorozat, aminek nincs torlédasi
pontja a kompakt H-ban = az Y, := {x,,Zn+1,...} halmazok zirtak és sziikiild
sorozatot alkotnak = van kozo6s pontuk; de akkor az torlodasi pont lenne.

Folytonos fiiggvények

(Definicidk: Ha f : D — R, akkor az X C D halmaz képe f(X):={y:3x: f(x) =y} C R} és
az Y C R halmaz ésképe f~1(Y):={x:(z) €Y} C D))

Egyvaltozés eset: f: DCR —R

Bev.anal.-bdl tudjuk a alabbi tételeket.

31. Tétel. Egy intervallumon folytonos figguény az f(x1) és az f(xo) kézdtti barmely értéket
folvesz valahol az x1 és az xo kézitt (Bolzano—Darbouz-tulajdonsdg).

Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy ,,intervallum folytonos képe intervallum”.

32. Tétel. Kompakt intervallumon (korldtos és zdart) folytonos figgvény korldtos (azaz az
értékkészlete korldtos).

33. Tétel. Kompakt intervallumon (korldtos és zdrt) folytonos fiigguény fel is veszi szélséérté-
keit.

E harom tétel egyiitt azt is jelenti, hogy ,,zart intervallum folytonos képe zart intervallum”.
To6bbvaltozés eset: f: D CRF - R

A (31) tétel ebben a formdban nem &ltaldnosithaté, helyette az f : D C R — R esetben
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41. Tétel. Egy osszefiiggé halmazon folytonos figgvény az f(x1) és az f(xa) kozétti barmely
értéket folvesz valahol (tehdat dsszefiiggd halmaz folytonos képe intervallum).

Még altalanosabban fogalmazva,

41'. Tétel. Osszefiiggd halmaz folytonos képe is dsszefiiggd halmaz.
Ezeket a tételeket most nem bizonyitjuk.

Az f: D C RF — R tébbvaltozés fiiggvény esetében:

42. Tétel. Legyen az f tébbudltozds figguény a H C R kompakt halmazon (ha gy tetszik,
korlatos és zdart halmazon, ez ugyanaz) folytonos. Ekkor f korldtos (azaz az értékkészlete korldatos).

43. Tétel. Legyen az f tébbudltozds figguény a H C RF kompakt halmazon (ha gy tetszik,
korldtos és zdrt halmazon, ez ugyanaz) folytonos. Ekkor az f(H) értékkészlet is zdrt halmaz.

(42) bizonyitdsa. Tegytik fel, hogy f nem korldtos, mondjuk feliilrél. Ekkor az 1, 2,

.., m, ... sem korlatok, tehét 1éteznek olyan z,, € H pontok, hogy Vn: f(z,) > n.

Mivel H-ban érvényes a B-W tétel, 3 (n;) : x,, — x € H konvergens sorozat. Egyrészt
a folytonossag miatt f(z,,) — f(z), méasrészt f(z,,) — oo, ami ellentmondés.

(43) bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy az f(H) nem zart, azaz kivezet belSle a hatar-
értékképzés, Jy; — y konvergens sorozat tgy, hogy y; € f(H), de y ¢ f(H). Legyen
z; € H olyan, hogy f(z;) = y;. Mivel H-ban érvényes a B-W tétel, 3 (n;): z,, -z € H
konvergens sorozat. A folytonossag miatt f(x,,) — f(z) € H, ami ellentmondas.

A (42)-(43) tételeket Osszefoglalhatjuk: Kompakt halmaz folytonos képe kompakt.

Ezt most a f : D C RF — R esetben bizonyitottuk; a bizonyitds az f : D C RF — R’ esetben
is hasonlé.

Ez az allitds az R* tereknél altaldnosabban is igaz (a kompaktsig fogalmahoz csak a nyilt
halmaz fogalma, tehat csak kornyezetek kellenek). Ha az altaldnos esetben akarjuk bizonyitani,
hasznos lehet a folytonossag alabbi jellemzése: egy fliggvény pontosan akkor folytonos, ha minden
nyilt halmaz 6sképe is nyilt.



