A feltételes széls6értékrol
3. sillabusz a Tobbvaltozés fliggvények kurzushoz

Mi az, hogy ,sillabusz”? Ez egy olyan iromény, ami segédanyagnak késziilt. Vazlatos,
pontatlan, (szandékoltan) hidnyos. Segiti a tanuldst, vazlatot, 6tleteket ad. Ugyanakkor,
egy része a torzsanyagon tulmutat(hat).

A Lagrange-féle multiplikatoros médszer

1. Definicié. Az f : D C R*¥ — R fiiggvénynek az a € int D helyen lokélis maximuma van,
ha létezik az a pontnak olyan K, kérnyezete, hogy V& € K, esetén (f(x) értelmezve van és)

f(z) < f(a).

A lokélis szélséérték 1étezésére ismeriink sziikséges, illetve elégséges feltételeket is.
Gyakran el6fordul6 feladat azonban, hogy nem minden x pont érdekel minket, csak azok,
amelyek valamely tovabbi feltételeknek tesznek eleget (, megengedett értékek”).

2. Definicié6. Az f : d C R* — R fiiggvénynek az a € int D helyen aC' C R* halmazra nézve
feltételes (vagy ,relativ”) lokélis maximuma van, ha a € C és létezik az a pontnak olyan K,
kérnyezete, hogy Vo € K, N C esetén (f(x) értelmezve van és) f(z) < f(a).

Azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a C' halmazt , egyenletekkel”, azaz nivéhalmazok
metszeteként adjuk meg.

1. Példa. Az f(x,y) kétvaltozos fiiggvény szélséértékeit keressiik a g(x,y) = 0 feltétel mellett.
(Feltessziik, hogy f és g sima fiiggvények.)

Szemléletesen arrdl van szo, hogy az f fiiggvény grafikonjan (ami egy hegyes-volgyes felszin)
tesziink egy sétat, a g(z,y) = 0 egyenlet dltal meghatérozott titon — hol lesz a sétank (lokalisan)
legmagasabb, illetve legalacsonyabb pontja? Mondjuk folsétdlunk a hegyoldalban 1év6 préshézig,
aztan lebotorkalunk: a préshaz a legmagasabb pont, annak ellenére, hogy itt nem ,, vizszintes” a
felszin, nem tiinnek el az f parcidlis derivéltjai.

1. Megoldds. Készitsiik el a felszin térképét, szintvonalakkal, és jeliiljiik be a sétautat is. Csak ott
lehet szélséértékpont, ahol a sétaut érinti a szintvonalat, hiszen ha metszené, a sétaut egyik irdnyaba
mozdulva folfelé, a mésik irdnyban lefelé haladndnk. Tehét az f szintvonala és a g szintvonala (ez
a sétaut) érintkeznek. Az érintére a gradiens meréleges, tehat grad f és grad g egy egyenesbe esnek
= grad f = A-gradg.

2. Megoldas. Vildgos, hogy ha véletlentil a séta dtmegy egy hegycsicson ( godrén), akkor éppen
ott van a legmagasabb (legalacsonyabb) pontja. De mi van, ha nem megy at a csticson? Bontsuk
el a hegyet, csak arra vigyazva, hogy a sétaut ne véltozzon meg. Ezt praktikusan igy tehetjiik
meg, hogy A - g -nek megfeleléen bontjuk el. Ha sikeriil ezt gy megtenniink, hogy a maradék hegy
csucsa a sétantra keriiljon, nyilvan ott lesz a legmagasabb pont. Mivel ez mar ,,igazi hegycsics”,
itt a parcidlis derivaltak eltiinnek, azaz

fo=X9,=0, f,=X-g,=0 = gradf= X\ -gradg.

A fenti szemléletes gondolatmenetek barmelyike konnyen altaldnosithaté tobb valtozéd esetére
is.



1. Tétel. Keressik az f(x1,za,...,x ) fligguény szélséértékeit a g(xy,za,...,x) = 0 feltétel
mellett (most is f és g sima figgvények). Ott lehet szélséérték, ahol a

p(z) = f(z) = A-g(z)
figguénynek staciondrius pontja van, azaz
grad f=X-gradg <& Vi: f, —A-g, =0
valamely A szamra.

A X szamot Lagrange-féle multiplikdtornak nevezziik. Vegyiik észre, hogy ez éppen k + 1 darab
egyenlet (k darab a parcidlis derivaltakbdl plusz a feltétel maga), igy esélyes, hogy meg tudjuk
hatdrozni a k + 1 darab ismeretlent (a széls6értékhely k& darab koordindtdjat és a A-t).

Most nem foglalkozunk a szélséérték létezésének elegendd feltételeivel. Az , alkalmazdsokban”
altalaban egyéb (fizikai, geometriai, ... ) megfontolasokbdl igyis adddik a keresett extrémum jellege,
csak a helyére vagyunk kivancsiak.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a g(z1,za,...,xx) = 0 feltételbdl az xy, valtozoé kifejezhetd (nyilvan
mint k — 1-valtozds fliggvény), zr = y(x1,...,75-1). Ez az implicitfiiggvény-tétel értelmében
megtehetd, ha g, # 0. Ha ez nem teljesiil, valamelyik masik valtozét fejezziik ki. Akkor nem
taldlunk ilyet, ha minden véltoz6 szerint g, = 0 lenne; ekkor a feltétellel van baj ...

Ezt az y fiiggvényt f-be helyettesitve, kapjuk, hogy a
o1,y xzk—1) = f(Te, . o1, y(21, -, TE—1))
fiiggvény (kozonséges) széls6értékeit keressiik. Ez ott lehet, ahol ¢ staciondrius, azaz
. . ;L ’ roor
Vie{l,....,k—=1}: ¢ =0 = f. +f, 4, =0

(Osszetett fv. derivéldsi szabélyal!). Az implicitfiiggvény-tétel szerint
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Vie{l,...,k—1}: f;i—f;kgfi:O = #:g/ﬂ::)\ = grad f = \-gradg.
% % Tk

2. Példa. Az f(z,y,z) haromvaltozos fliggvény szélséértékeit keressiikk a g1 (z,y,z) = 0,
g2(x,y, z) = 0 feltételek mellett.

Megoldds. A g1 és a g, nivéfeliileteinek metszete egy gorbevonal, tekintsiik a paraméteres alakjét.
Az f(xz(t),y(t),z(t)) =: ¢(t) akkor extremélis, ha

QD,(t) =0 < fx : xl(t) +fy : yl(t) +fz : Zl(t) = O,

azaz a grad f vektor és az (2/(t),y'(t), 2’ (t)) vektor (ez a gorbe érintévektora) merélegesek. A gorbe
benne van a g nivéfeliilletében, tehat ra merdleges a grad g; vektor; hasonléan, a grad go vektor
is. Nyilvan a két gradiensvektor kifeszit egy sikot; ez is merdleges a gorbére, és a fentiek szerint a
grad f vektor ebben a sikban kell hogy legyen, azaz

grad f = A - grad g1 + i - grad go

valamely A, 4 € R értékekre.



2. Tétel. Keressik az f(x1,xa,...,xK) flgguény szélséértékeit a gi(x1,2a,...,xE) = 0, ...,
Gn(z1,22,...,2) = 0, n < k feltételek mellett (most is f és g; sima figguények). Ott lehet
szélséérték, ahol a

(@)= f(z) = M- g1(x) — = A\ - gn(2)

fliggvénynek staciondrius pontja van, azaz

grad f = Z Aj - grad g;

=1
valamely A1, ..., A\, szdmokra.

Vegyiik észre, hogy ez éppen k + n darab egyenlet (k darab a parcialis derivaltakbdl plusz az n
feltétel) a k + n darab ismeretlenre (ezek a szélsGértékhely k darab koordindtaja és az n darab A;
paraméter).

Néhany jellegzetes feladat

3. Példa. (A postahivatal feladata) A tégla alaki csomagot mindegyik lapjéval parhuzamosan
korbe kell kotni, a leghosszabb oldaldnal kétszer is. Mekkora legyen egy 36 dm? térfogati csomag,
hogy a lehetd legrovidebb madzaggal kothessiik korbe?

Vilagos, hogy van ilyen tégla, hiszen az extrém lapos, extrém keskeny stb. téglakhoz extrém
hosszi madzag kell. A feltétel xyz = 36, a feladat 2z +4y+ 6z = min. A feladat akar ,,szabad” (két-
véltozds) szélséérték-feladatként (2x+4y+6§—2 = min), akdr (hdromvaltozés) feltételes szélséérték-
feladatként kénnyen megoldhato.

4. Példa. Tekintsiik a feliilrél nyitott, téglatest alaku kadakat. Adott felszin mellett, melyiknek
legnagyobb a térfogata? (Lehet egyvéltozds, kétvaltozos, haromvaltozos feladat, de elemi tton a
legegyszeriibb.)

5. Példa. (A belviz-feladat) Az drok keresztmetszete szimmetrikus, felfelé b6viild trapéz (miért
szimmetrikus?), kisalapja z, szdra y, a szar hajldsszoge «. Legyen = + 2y = K, mikor lesz a
keresztmetszet maximélis? (a szallitott viz mennyisége a keresztmetszettel, mig a burkoldshoz
sziikséges betonmennyiség a keriilettel ardnyos.)

Az ,egyvaltozos” logika szerint el0szor hatdrozzuk meg, adott x és y mellett mekkora szognél
lesz legnagyobb a keresztmetszet. ,, Kétvaltozds” logika: legyenek mondjuk y és a a valtozdk, veliik
fejezzlink ki mindent. A , feltételes” logika adja a legegyszertibb szamoldst.

6. Példa. Hatdrozzuk meg az y = 22 és az y = 1 — (x + 2)? egyenletli paraboldk tavolsdgat.

Tudjuk, hogy a két ponthalmazt Osszekotd szakaszok kozott van legrévidebb (miért?). Az
(x —u)? + (y — v)? minimumét keressiik, az y — 2% = 0, v — 1 + (u + 2)% = 0 feltételek mellett.

7. Példa. Az 22 + 8zy — Ty? = 225 gorbének melyik az origdhoz legkdzelebbi pontja?

Kanonikus alakra hozva ez egy hiperbola, kénnyen paraméterezheto: y = 5sht, x+4y = 15cht,
ezzel egyvaltozdssd valt a feladat. Egyszer(ibb azonban az adott feltétel mellett 22 4 »? minimumaét
keresni Lagrange-multiplikatorral.

8. Példa. Keressiik az origéhoz legkozelebbi és legtavolabbi pontjat az %2 + % + % =14és az
x +y = z egyenletii alakzatok metszetének (ellipszoid metszete egy sikkal).
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9. Példa. Irjunk az % + ¥ + 2= = 1 ellipszoidba maximaélis térfogati téglat.

10. Példa. A 222 + 3y? + 22 — 122y + 422z = 35 egyenletii feliiletnek hol van legalacsonyabb
vagy legmagasabb pontja? (Tehdt z = extr.).

11. Példa. Keressiik meg az 2§ + 28 + - -+ + 2% Osszeg minimumat (p > 0 adott), az z1 + z2 +
o+ xp = K feltétel mellett (z; > 0).

Ez bizony a hatvanykozepek kozotti egyenlotlenség.

12. Példa. Keressiik meg az a1x1+asxo+- - -+arx) Osszeg szélsOértékeit az x%—l—x%—l—- . -+xi =K
feltétel mellett (az a;-k adott szamok).

Ez pedig a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlOtlenség.

13. Példa. Hol van az a1z + asy + aszz + ap = 0 sik origéhoz legkozelebbi pontja? Es az
a1 + asy + azz + ag = 0, byz + by + b3z + by = 0 sikok metszésvonalanak origéhoz legktzelebbi
pontja?



