Tobbvaltozds fiiggvények differencialasa
4. sillabusz a Tobbvaltozés fliggvények kurzushoz

Mi az, hogy ,sillabusz”? Ez egy olyan iromény, ami segédanyagnak késziilt. Vazlatos,
pontatlan, (szdndékoltan) hidnyos. Segiti a tanulést, vazlatot, 6tleteket ad. Ugyanakkor,
egy része a torzsanyagon tilmutat(hat).

Differencialasnak latszé dolgok

Az egyvaltozds esetbdl emléksziink a derivalt

i = i SO R S0

definici6jdra. Igen am, de ezt szd szerint altaldnositani nem tudjuk (pl. azért sem, mert sza-
mot vektorral osztani nem tudunk). Az els§ Otletiink az lehet, hogy a feladatot valahogyan
egyvaltozositjuk”.

1. Definicié. Legyen az f k-valtozods fiiggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében. Az i-edik
vdltozoja szerinti parcidlis derivdltja az a helyen

flath-e)=fla) G0 o - (0,0, ,1,...,0),
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feltéve, hogy a limes létezik és véges.

Magyarul, csak az i-edik véaltozot valtoztatjuk, a tobbit rogzitjiik. Ez példaul azt jelenti, hogy ha
az f(x,y) kétvéltozds fliggvény grafikonja egy feliilet az x,y sik felett, és az (a,b) pontban allitott,
az 1y, z tengelyekkel parhuzamos sik ezt a feliiletet egy gorbében metszi, a gorbe meredeksége az
(a,b) pont fol6tt éppen f,(a,b).

Sajnos, ez nem igazi derivalt. Példaul a parcidlis differencialhatésaghbdl nem kovetkezik a
folytonossag. (Példa: f(z,y) := signzy.) Elény6s viszont, hogy a parcidlis derivélt az egyvaltozos
esetbdl ismert szabalyok szerint kénnyen szamolhato.

2. Definici6. Legyen az f k-véltozos fliggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében. A
fliggvény v irdny szerinti derivdltja az a helyen

f'(g) — lim f(@‘{'t'g)_f(g)
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feltéve, hogy a limes létezik és véges.

Ez példaul azt jelenti, hogy azon a bizonyos feliileten az (a,b) pont felett allva és szigorian a v
irdnyaba nézve, éppen f (a,b) meredekségli emelkedést latunk magunk el6tt. (A ¢ — 0F miatt ez
inkébb a ,, féloldali” derivéltra emlékeztet.)

Sajnos, ez sem igazi derivalt. Példaul ebbdl sem kovetkezik a folytonossag, sem a parcidlis
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1. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel-varidcié.) Legyen az f k-vdltozds fliggvény értelmezve
az a pont eqy kornyezetében. Ekkor a kornyezet barmely x pontjdra igaz, hogy vannak olyan ci, ...,
ci pontok, hogy

f@) = fla) = fo, (@) (@1 — a1) + fr, (c2) (w2 — az) + -+ + 3, (cr)(zh — an),
ahol Vi : d(c;,a) < d(z,a) és persze x = (z1,...,7k), a = (a1,...,ak).

2. Tétel. (ha egy fiiggvény derivaltja nulla ...) Legyen az f k-vdltozds fligguény eqy dsszefiiggd
nyit D tartomdnyon olyan, hogyVax € D Vi: f, (z) = 0. Ekkor f az egész D-n dllandd.

Differencialas

Mi a differencidlhatdsag igazi jelentése? ,, Kicsiben minden linedris” azaz a fuggvény lokdlisan
egy linedris fliggvénnyel kozelitheto.

Az egyvaltozos esetben ezt igy fogalmaztuk meg:

3. Definicié. Az f az a pontban differencidlhatd, ha az a egy kis kornyezetében értelmezve van,
és létezik olyan ¢ szdm, hogy ebben a kornyezetben

f(x)=f(a)+q-(x—a)+ H(x), ahol a H(z) hiba nagyon kicsi, ha z — a,
pontosabban, H(z) = w(x) - (x — a), w(z) — 0, ha x — a.

Ebben a formuldban ¢(x) := f(a)+q-(z—a) a ,kozelitd linedris fiiggvény”, azaz az érintéegyenes
(ldsd ,,adott ponton dtmend, adott meredekségii egyenes egyenlete”) és ¢ az a-beli derivalt.

Ez a definicié konnyen &ltaldnosithato.

4. Definicié. Az f k-véaltozds fiiggvény az a pontban (,,totdlisan”) differencidlhaté, ha az a egy
kis kornyezetében értelmezve van, és 1éteznek olyan g; szamok, hogy ebben a kornyezetben

fl)=fla)+q (1 —a1) +q-(x2 —az2)+ - +q (xp —ar) + H(z),

ahol a H(x) hiba nagyon kicsi, ha x — a.
A _nagyon kicsi” hibatag

H(z) = wi(z)(z1 —a1) + -+ wplz)(zr —ar) = w(z) © (z - a),
ahol w; : R¥ — R tipust, illetve w : R¥ — R* tipust fiiggvények, amelyekre
Vi: wi(z) >0 (z—a), vagy w(z)—o (z—a)
és ,, ®7 a két vektor skaldris szorzdsat jeloli.
Ugyanez tomorebben:

4'. Definicié. Az f k-véltozds fliggvény az a pontban differencidlhaté, ha az a egy kis kornye-
zetében értelmezve van, és 1étezik olyan g vektor, hogy ebben a kornyezetben

f@)=f(a)+q®(x—a)+H(z).

A | nagyon kicsi” hibatag most is, mint fent, H(z) = w(z)®(z—a), w(z) — o (z — a), kényelmesebb
alakban (az ekvivalencia kénnyen igazolhatd),

(%) H(z)=Q(z) ||z —a|, ahol Q(z)— 0, haz— a,

ahol © egy R¥ — R tipus fiiggvény.



Ezekben a definiciékban £(z) := f(a) + ¢ © (z — a) a ,kozelit6 linedris fiiggvény”, azaz az
érint6sfk (hipersik, ha k > 2). -

Konnyt belatni, hogy ha a fliggvény differencialhato, akkor parcialisan is differencidlhato
(valljuk be, ez nem hangzik meglepden), és Vi : ¢; = f; (a).

A q vektort az f gradiensének nevezziik; tehdt grad f egy R¥ — RF tipusi fiiggvény (vektor-
vektor fiiggvény). A gradiensvektor meréleges az f(z) = f(a) egyenletii nivéhalmazra (szintvonalra,
szintfeltiletre .. .).

Ez az igazi differencidlés. A (totélis) differencialhatésagbdl kovetkezik a folytonosség, a parcialis
és az irany szerinti derivalhatésag. Ez kell az olyan, alapvetéen fontos tételekhez, mint az Gsszetett
fliggvény differencidlhatdsaga, a Young-tétel, a Taylor-formulardl, szélséértékekrol, vagy implicit
fliggvényekrdl szold tételek.

Mi a helyzet a vektorfiiggvényekkel?

Most mar tudjuk, mi a differencidlds; semmi sem akadalyozhat meg abban, hogy a fogalmat
tovabb altalanositsuk.
Legyen F:RF & R!, azaz F egy olyan [-dimenzids vektorfiiggvény, aminek k véltozéja van.
Nyilvan irhatjuk .
F(z) = (Fi(z), F2(2), ..., Fi(2))

alakban is, ahol j = 1,2,...,l esetén F} : RF — R, azaz F; egy k-valtozds (skaldr)fiiggvény, de
igazdbdl nem ezt akarjuk csindlni.

Mi lehet a ,kozelité linedris fiiggvény” vektorterek kozott? Linedris algebrabdl ezeket jol
ismerjiik; tudjuk példdul, hogy ha Q egy lineéris transzformacié R*¥-bdl Ri-be, akkor 6 megadhatd
egy Q métrixszal (aminek [ sora és k oszlopa van, és balrdl szorozzuk vele az x oszlopvektort).

Csapjunk bele a kozepébe:

5. Definicié. Az F : R¥ — R k-véltozés vektorfiiggvény az a € R¥ pontban differencidlhatd,
ha az a egy kis kérnyezetében értelmezve van, és 1étezik olyan Q : R¥ — R! lineéris transzformacio,
hogy ebben a koérnyezetben . . .

F(z) = F(a) + Q(z — a) + H(x)

ahol a H hibafiiggvény R* — R’ tipust, és persze ,,nagyon kicsi”; pontosabban, () mintajara,

H
IF@I Ly e s
Iz — allx
itt || - ||k, illetve || - ||; a k, illetve I-dimenziés vektornormét jelolik.

Ha akarjuk, kiirhatjuk a komponenseket is:

F1(£) F1(Q) qi1  --- Qqik 1 —ax

Fi(z) Fi(a) an - Qk Tk — Qg

Ebbe a definiciéba beleférnek az eddigiek.

Tényleg? De akkor a derivalt az mi? Nos, dltalanos esetben egy linearis transzformacio; és pél-
daul az egyvaltozds esetben ez egy szam, hiszen két egydimenzids vektortér kozott a legdltalanosabb
transzformacié a szammal valé szorzés.
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Konnyt beldtni, hogy a Q matrix elemeire ¢;; = (Fz)x] (a) teljesiil.

Es a magasabbrendii derivaltak?

Két specidlis esetet emlitiink meg.
Az R — R3 tipust fiiggvény: r(t) = (x(t),y(t), z(t)) egy 3 dimenziés gorbevonal. A lehetséges
derivaltak:

V= f,(t) = (x,(t)v y,(t)v Z,(t))v w:= f,l(t) - (.%'”(t), y”(t)7 ZN(t))v

tehat a derivéltak szintén 3-dimenziés vektorok.
Az RF — R tipusu fiiggvény: f(z) = f(z1,...,71) a szokdsos k-véltozés fiiggvény. Egyszer
derivélva,
(f;l,...,f;k) =: grad f

a gradiensvektor. Ezt (mint vektorfiiggvényt) derivalva kapjuk a

" "
r1x1 D 1Tk

1" 1"
TET1 ttt TETk

szimmetrikus matrixot, az Uin. Hesse-féle matrixot.
De mit jelenthetnek ezek?

Az egydimenzids esetben az elsé derivalt az érinté meredekségét adta meg, a méasodik derivalt
a konvexitdst jellemezte. Gondoljunk most az (egydimenziés) konvexitdsra gy, hogy a konvex fv.
lokalisan az oramutatd jarasaval ellentétes iranyba csavarodé, folfelé nyild, ,,mosolygd” iv; a konkav
pedig az éramutaté jardsanak megfeleléen csavarodo, lefelé nyild, ., szomord” iv.

Az R — R3 tipusi térgorbe esetében a fenti v vektor érintSirdnyt; amennyiben t az ivhossz-
paraméter, érintirdnyu egységvektor. A kétszeri derivaldssal kapott w vektor pedig most is azt
jellemzi, hogy merre csavarodik a gorbe; a gérbe ugyanis lokalisan ,,j6 kozelitéssel” egy koriv, és ha
t az ivhosszparaméter, w a ,,simulékor” kozéppontja felé mutat és hosszanak reciproka a kor sugara
(de errdl bévebben a differencidlgeo. /alkalmazott geo. tdrgyban tanulnak).

Az R* — R tipusd tobbvaltozés fiiggvény esetében a Hesse-métrix, pontosabban a hozzd
tartozé kvadratikus forma, ha definit, meghatarozza, hogy a fiiggvény képe lokalisan mosolygds
vagy szomorkds ...

Tehat a fiiggvény lokdlisan, mivel folytonos, nulladik kozelitésben f(a)-val egyenld; mivel
differencidlhat6, els6 kozelitésben egy sik (, kicsiben linedris”); mivel mégegyszer differencialhato,
masodik kozelitésben mosolygds godor vagy szomori hegycsiics. B6vebben lasd a Taylor-formuléanal,
illetve a szélséértékek vizsgdlatandl.



