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El6sz6

Ezt a jegyzetet a teljesség igényével allitottuk Ossze a miiszaki informatikus hallgatoknak
tartott Mszaki matematika 2. targy gyakorlati részéhez.

Az els6 13 fejezetet a gyakorlati éraknak megfelelGen alakitottuk ki. Minden egyes rész-
ben 3 alfejezetben — Hézi feladat, Videdk, Kvizek — ismételjitk at, egészitjiik ki, mélyitjik el,
majd kérjiik szamon az adott gyakorlat anyagéit. Részletes megoldéasok ismertetésével kezdiink,
ezt kovetGen tovabbi példakon keresztiil, tobb mint 250 vided segitségével fejlesztjiik a hallga-
tok megoldasi készséget, végezetiil lehetGséget biztositunk az onértékelésre, a felkésziiltségiik
ellenérzésére.

Biztosak vagyunk abban, hogy a gyakorlaton val6 aktiv részvétel és ezen jegyzet feladatainak
megoldasa utan a hallgaté képes matematikai modellek azonositasara, rendszerbe foglalasara,
emlékezetébe vési és igy felismeri a feladattipusokat, felidézi a lehetséges megoldasokat, meg-
hatarozza a helyes eljarast és megvalositja azt. Készségeinek fejlesztése mellett olyan képesség
birtokaba keriil, melyek segitségével tisztan és egyértelmtien elmagyarazza, kifejti eredményét.

A jegyzetben szerepl§ nevek mindegyike az MTA éltal jovahagyott, anyakonyvezhets ke-
resztnév.

A készitok



1.

Komplex szamok, komplex sorozatok

HAzi feladatok

Komplex szamok

Eqgy z komplex szam Im z
e algebrai alakja: z = x+1y, ahol x,y € R; Z=a+1y
e valos része: Re z = x; Yoo 22 |
o képzetes része: Im z = y; N ’ }
e abszolit értéke: |z| = r = /2?2 + y?; \ i
e arqumentuma: © |
Argz = ¢, ahol —m < ¢ < ; < ix Rez
arg z = Arg z + 2km, ahol k € 7Z; \\\\/ !
o trigonometrikus alakja: e l
z =r(cosp+isingp); el 3
e cxponencidlis alakja: z = re'?; —Yq e
e konjugdltja: Z = x — iy F=TW
= r(cos(—p) + isin(—y)) = re"%.
MEGJEGYZES. A z = 0 komplex szam argumentuma nem értelmezett, és definicié szerint
mindhéarom alakja z = 0. M
1. Feladat. A z; = 14 2i és zo = —3 — 41 komplex szdmok esetén hatarozzuk meg a kovetkezs
kifejezések értekét (k =1, 2).
(a) Rez (b) Im z (c) zk (d) |z
Megoldas.
(a) Re(142i) =1, Re(—3—4i) = -3 (¢) 1+2i=1-2i, =3 —4i=—-3+ 4,

(b) Im(1 +2i) =2, Im(—3 —4i) = —4 (d) |1 +2i| =+v1+4=15,
| —3—4i|=v9+16=v25=5
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2. Feladat. Hatérozzuk meg a kovetkez6 komplex szamok argumentumat, Arg 2-t.

(a) i (b) 2+

Megoldas.
(a) Az i szam a képzetes tengely pozitiv felén

talalhato, igy

=

Arg(i) = 3

MEGJEGYZES. Hasonléan kapjuk, hogy Arg(1l) =0, Arg(—1) = 7 és Arg(—i) = —

(b) Vegyiik fel a pontot és rajzoljuk be a piros
haromszoget. Ekkor

1
toa = — = arctg —
g 5 azaz o arch,

igy
Arg2+i)=a=p= arctg§.

(c) A piros haromszog alapjan

VA s
tga:%:\/g,a:arctg\/g:§,
2
és ekkor
A 1 \/3 T
rgl=-———t ]| =p=—a=——
sl27 2 4 3

(d) Ebben az esetben

tea = -, o= arctg —
g ) g3,
ezért
) T
Arg(—2—3z):g0:—<§+oz>
T t
= —— —arctg —.
&3

2

(c) = — —i

(d) —2— 3¢

T
24
1
©
2 2
1
2
8]
¥ 2
V3
2
V3 L
? LRNEVEY;
2 2
9 o/
(e}
3
p -3
-2-3; 2

e
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3. Feladat. Irjuk at a kovetkezé komplex szamokat a masik két alakba:

(a’) 21:14’@' és 21, _ 2_71' o 2_7'('
(b) 2z = 2e7 51, (¢) z3=3{ cos 3 + isin )
Megoldas.

(a) A z szam az algebrai alakban adott. Az ab-
ra alapjan I+
+ 3

1

r = |Z1| - \/57

tovabba ¢ = a és
S
tgazl,arctglzg 1

miatt -

A =p=—.

rg 2y 1 o ¥
Tehat z; masik két alakja: 1 ]
z1 = V2 (cos% —i—isin%) = /2edl
Innen a konjugalt szam alakjai:
=1 =2 (cos (—%) +isin (-%)) = Vo T
(b) Az exponencialis alak ismert, ebbdl az ro = 2 és g = —g értékek leolvashatoak, tovabba

2 =2e75 =2 (COS (—g) + 7 sin (—g))

ZQ(COS(g)_@-Sm(g)):2@_2-.@) i3

(c) A trigonometrikus alakbol, a (b) rész alapjan kapjuk, hogy

2 2 .
23 =3 (cos ?ﬂ + 7 sin %) — 3™

_ (w—l)i: i —Ei: (=1) - l_ﬁ :_§ 3_\/5
3e\""3 3e™e s 3()2z2 2—1—22.

4. Feladat. A z; = 3+4i és 2o = 5 — 2i komplex szamok esetén adjuk meg az alabbi értékeket
algebrai alakban:

(a) 221 + 29, (c) 23, (e) 22
(b> 2142, (d> z2 (22 —2Im Zl)a 1

Megoldas. Algebrai alakban megadott komplex szamok Gsszeadasat és szorzasat ugy végezziik
el, ahogy azt bettis kifejezéseknél megtanultuk, figyelve arra, hogy i? = —1. Ezek alapjan
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(a)
220+ 20 =23 +4i) +5-2=6+8 +5—2i=(6+5)+(8—2)i =11 +6i,

(b)
212 = (3+40)(5 — 2i) = 15 — 6i + 20i — 8% = 15 + 14i + 8 = 23 + 14i.

(c) A pozitiv egész kitevds hatvanyozas is szorzas, igy
2y = (5—2i)* = (5—2i)(5 — 2i) = 25 — 10i — 10i + 4i* = 25 — 20i — 4 = 21 — 20i .

MEGJEGYZES. Magasabb hatvanyok meghatérozasa meglehetésen hosszadalmas szamo-
lassal jar. ed

()

o (B —2Tmz) = (5—2i) - (542 —2-4) = (5 — 2i)(—3 + 2i)
= —15+10i +6i — 43> = —15+ 160 +4 = —11 + 16¢

(e) Ha a tort nevezdjében komplex szam szerepel, akkor bévitiink a nevezs konjugéltjaval.
Egyszeri szamoléassal kapjuk, hogy

5-2 5-2 3—4 T7-26 T 26

22
. 3+4i 344 3—-4 25 25 25"

5. Feladat. A z; = /3 —i és 20 = —vV/2 + V2 komplex szamok exponencialis alakjanak
segitségével hatarozzuk meg a kévetkezd miiveletek eredményét:
(a) 71+ 2, (b) 1, o A
Z9 '

Megoldas. El6szor meghatarozzuk a két
komplex szam exponenciélis alakjat. Jol latha-

toan |z1| = 2 és |z5| = 2. Mivel
22
¢ L tg 8 V2 V2
a=—— és =— =1,
T T T
amibdl o . - 15
a=z & =7, | % |
ezért -2 N V3
T s + 8 3
=—a=—— ¢&s =— =-T.
¥1 6 P2 5 1 1l .

Tehat az exponencialis alakok a kovetkezdk:

z = 2¢” 6" és 29 = 2ei™ .
A miveleteket a hatvanyozés jol ismert azonossagai alapjan végezziik el. Ugyanakkor figyel-

jiink arra, hogy a végeredmény re alakjaban a ¢ szognek —m és 7 kozé kell esnie.
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(a)

- - 3 . . 3 . 3 . 11 .
7129 = 2e 6 201 = 206" . 201 = 4e(€+1”>’ = 4er2™

L 11
a végso alak, mert —m < " <.

(b)

7 7
3.; 3 3 21 . 3 1 3.
z = (2617”) =27 (ei’”> = 97eTim = 9T % = 9Te(67—3m)i — 9Tp—ini

<C) 7N\ 14 14 __ .
Z114 (26_51) B 21467Fm

37, 11 . 11 -
— 213€—ﬁ7rz — 21367(47rf§7r)z — 213€§m

2 2eim  Qeim
Az exponencidlis alakban adott z = re® komplex szdm n—edik gyokei:
wp = Vet k=0,1,....n—1,

ahol {/r a szokdsos, valds szamokon értelmezett gyokvonds.

MEGJEGYZES. Egy nem nulla komplex szdmnak n darab kiilonb6z6 n—edik gydke van.

6. Feladat. A 2; = V3 —iés 20 = —/2+1/2i exponencialis alakjanak segitségével hatarozzuk

meg:

(a) 2 négyzetgyokeit, (b) z5 kdbgyokeit.

Megoldas. A gyokok meghatarozasahoz irjuk at exponencialis alakba a komplex szamokat.

P sz _T . Si
Az el6z6 feladat alapjan z; = 2e7 6" és zo = 2e1™.

(a) A fenti Osszefiiggést n = 2-re alkalmazva wy
kapjuk z; négyzetgyokeit:
— g2k, L ; , 1
— /9 i — /9 (— +k7r)z o1
wp = V2e Va2elm i)t e
ahol £k = 0,1, azaz wo
k=0: wgzx/ﬁe_%", 11

k=1: wp = \/56(_%+W)i = ﬁe%m.
(b) Hasonléan a zy = 2e1™ kobgyokei
zZ2

%77+2k7r

W = \3/56 g \3/56(%+%7Tk)i’ Wo

ahol £k =0, 1, 2, tehat B

&

Wy = \?ﬁegi, _ﬁ
Wl = \:756(14_271—)1 = \3/56%7”"
+5m)i _ we%m‘ _ \3/56—%7@ o

IS
w

~

Wy = 326(
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7. Feladat. Irjuk fel gyoktényezds alakban a 23 + i kifejezést.

Megoldas. Els6 1épésben meghatarozzuk a
Wi
24+i=0
egyenlet gyokeit. Atrendezve:
22 =—i. 5
3
Tehat
—7 = 6751 Wa wWo
kobgyokeit keressiik, amelyek —
7%+2k7'r .

wy=¢e 3 ', k=0,1,2.

Igy a harom gyok:

2= <Z—§+%Z> (z —1) (Z—f—\/?g—f—%Z) :

Komplex sorozatok

A komplex z, sorozat hatdrértéke vagy eqy zo komplex szdm, vagy végtelen, vagy nem létezik.
A komplex z, sorozat hatdrértéke végtelen, ha a valds |z,| sorozat hatdrértéke végtelen.

8. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatéarértékét.

() 4 —n?i () i—n3
a) Zp = o5~ C) Zn = —5
3n? — 2ni 2n? +ni
VEAS n

b) z, = | -+ —1 — .
(b) =z <4+ 4@) (d) zo=n 2+%7j

Megoldas. A komplex sorozatok hatarértékét hasonléan vizsgajuk, mint a valds sorozatokét.

(a) A dominans tagok kiemelésével kapjuk, hogy z, konvergens:

4—n*  n? i —2—2'_>—2' |y
" 3n2—2ni n?2 3-Z% 3—%2 3 3
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022

Wl
]
[ ]

N

w

(b) A hatvanyozas miatt attériink az exponencialis alakra:

1\/§.n 1£in 1n£i” 1n£ni
ZF(Z*T) :(§€3> =(5) (%) =(§) oo

\" o
mivel (5) — 0, a masodik tényez6 pedig |e§m| = 1 alapjan korlatos.

-Zl

Ini

€3

ZQ.

MEGJEGYZES. Az e3™ kifejezés az egységsugari korvonal hat pontjat, a 28 = 1 gyokeit
adja meg. Igy a d,, = e3™ sorozatnak hat torlodési pontja van, ezért d,, hatérértéke nem
létezik. M

A dominéns tagokat kiemelve kapjuk, hogy

: 3 3 i i
L 72—N n e T
n_—.:—' .: .

2n?4+ni  n? 2+%z 24+ 1

1
Az els6 tényezs végtelenhez tart, a masodik pedig —§fhez. Komplex sorozat hatéarértéke

azonban nem lehet —oo. Ekkor a |z,| valos sorozatot kell vizsgalnunk:

20| = |1 w — 1 =n ”Lg_l‘—n $+1—>”oo L
B[P PP Sl P el (N R
2y 2+ 5l 4+ 4 2

tehéat a z, sorozat hatéarértéke oo.
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(d) A (b) feladathoz hasonléan a sorozat masodik szorzotényezsje

1

1

2+ L

nem konvergens, négy torlodési pontja van:

Ugyanakkor

|2n| =

alapjén lim z, = oo.
n—oo

1 1, 1 1.
- -1, ——= —=1.
2727 27 2
B "l 1
2+ 4] 4+ L
<5
26 202 ° 21
024
2
Z?-
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Videdk

Komplex szamok

1. Feladat. Legyen z; = 3 + 2i és 29 = 3 — i. Hatarozzuk meg a kdvetkezs kifejezések értékét.

(a) Rez (e) z1+ 329 ; iz
(b) Im z; (f) 20 —Imz 21
(c) z (8) Z12 . Rezy
CINE (b) Inz - 2 s

Megoldas. u YUUTUhe

(a) Rez; =3, Rez =3 (e) 12— (i) 34_2@
(b) Imz; =2, Imzy=—1 (f) 1—14 1313
() 21=3-2i, Z=3+i (g 7—9 G)EJFL.
(d) |z1] = V13, || =10  (h) —5—12i 10 10

2. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd komplex szamokat trigonometrikus és exponencialis alak-
ban is.

(a) 21 =3+2 (b) 2o =1+1iV3 (c) 2z

Megoldas. °YUUTUhe
(a) V13(cos 0,58 + isin0, 58) = v/13e*°%
(b) 2 (cos g + i sin g) = ¢’

(c) 2 (cosg — i sin g) = 2¢ 3"

3. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd komplex szamokat a mésik két alakban.

(a) 23=3 (cos (—%) +isin (%)) 1 (b)) 2 =2e57

<3
Megoldas. °YOUTUhe
(a) 3e 7" S o3, ta l (cos T 4 isin E)
V2 V27 33 4 4
(b) 1 —ivV3=2 (Cosg —isin%)

A kovetkezs feladatokban adott z; komplex szamok esetén hatérozzuk meg a kovetkezd
kifejezések értékét.

4. Feladat. z; = 1 + /31, 25 = V2 — V/2i.


https://youtu.be/q_5xB2_3_5k
https://youtu.be/midu7EB_DLU
https://youtu.be/eqdTkvCJRbY
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() 21+ 2 (b) =} () 4

Megoldas. u YOUTUhe
(a) \/6—\/§+<\/6+ \/i)z (b) 8 () —4v2 —4v/2i

5. Feladat. z; = —1 + \/gi, Zy = V2 — V2.
(a) — (b) = -Tm 2 (c) iz

Megoldas. & YouTube
(a) e (b) 8v2e (c) 2673

6. Feladat. z; =1+ \/gi, 2y = \/73 + %i, z3 = —? + %z és z4 = —1.
(a) =2 (b) 2 (c) = (@) 2 (&) 2 (1) =

Megoldas. n YouTube
(a) 4es™ (b) 8e™ (c) 16e3™ (d) i (e) i (f) i

7. Feladat. z; = \/Tg + iz’, 29 = —1.
(a) vz (b) vz

Megoldas. u YUUTUhe
(a) wo = % " % (b) wy=e ¥, wy =i

8. Feladat. z; = -1+, 20 = —5.
(a) ¥/ (b) ¥z

Megoldas. u YOUTUbe
(a) wo = V2e5, wy = V2em™,  wy, = V2 ™
(b) wo = V5ei’, wy = Vhei™, wy=v5e 1™, wy = V/be 1™

9. Feladat. Irjuk fel szorzat alakban a kovetkezd kifejezéseket.


https://youtu.be/65mD1AppRM4
https://youtu.be/a517CE4PlLo
https://youtu.be/0JZGT1iOzJg
https://youtu.be/5cIrTE4A6jY
https://youtu.be/nZHh2HrnCNs
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(e) 22 — 62+ 10

(a) 22 -2 (c) 22+
(b) 22 +3 (d) 22+i-z2
Megoldas. u YOUTUhe

(a) (2= v2) (2 +v2)
(b) (z— \/§z) <z—|—\/§i)
.2)(+2-4)

o ()

(d) z(z+1)
(e) (z=3—1i)(z—3+1)

10. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket.
(c) 22—i=0

(a) 2> +8=0 (b) z2*+1=0
Megoldas. u YOUTUbe
1 V3 1 V3
(a) w0:2<§—|—72), U)l——2, w2—2<§—72>
by VL VE L VI VB VB VB VBB
w0—2 22, w1 = B 1, Wy = B 1, U}3—2 22
3 1 3 1
(c)w0—£+£i, wlz—\/_+ i, wy= —i
2 2
Komplex sorozatok
A kovetkezd feladatokban adjuk meg a z, sorozat hatarértékét.
9
11. Feladat. z, = n Z
an —1
&3 YouTube

1
Megoldas. 3


https://youtu.be/JGSPBl_CbHM
https://youtu.be/UAwAbKb9cQw
https://youtu.be/lYtfUBuEg98
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12. Feladat.
24+ n1 nt — 3n 3@_27”'

(8) 2 3n + 51 (b) = Vn 4+ 2ni () 2z = N — n2i

Megoldas. u YOUTUbe
1 1—3
- b (c) 0

(@) b)

13. Feladat.
5n + n2i" 5n + ni" 5n + n%i"

() zn n? 4+ 2y/ni (b) n? 4+ 2y/ni (c) 2 n+ 2/ni
Megoldas. u vﬂ“TUbe

(a) P (b) 0 (c) oo
14. Feladat.

(a) 20 = (1“) (b) 20 = (1—3)"

2

Megoldas. u YouTube

(a) 0 (b) o0
15. Feladat. z, = <1 + l)

n

Megoldas. ¢’ uv(lUTUbe


https://youtu.be/P1yDi8GOsfY
https://youtu.be/VT9MWLBXNfk
https://youtu.be/0b1mddnFWw0
https://youtu.be/VPYqLmNZwjg
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Kvizek

A csoport

_ 2n? —n3 . 2" Ny
1. Feladat. Adjuk meg a z, = ——————— sorozat hatarértékét.
5n? — ni

2. Feladat. Algebrai alakban adjuk meg a 2® = i egyenlet megoldasait.

B csoport

14
1. Feladat. Algebrai alakban adjuk meg a (\/§ + z) szamot.

2. Feladat. Exponencialis alakban adjuk meg a z = 2 4 2¢ komplex szam kobgydkeit.

C' csoport

(1+4)*
V3 —1i)

Feladat. Algebrai alakban adjuk meg az szamot.

2

D csoport

3n — (5n + 1)i

5 sorozat hatarérték. Adjuk meg a hatarérték
n —ni

Feladat. Hatarozzuk meg a z, =

algebrai és exponencialis alakjat is.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa.

2%2 - ’I’L3 . Z’2n n3

Zn

T A — i nd

2

no
)

5 ns/3

- Z’2n

A (—1)" sorozat felvaltva vesz fel —1 és +1 értékeket. Tehat

2
o e e valamint Zonal =
D= w7 5
Ezért a z, sorozatnak nincs hatéarértéke.
2. Feladat megoldasa. Mivel i = e2?, igy
B=i=1.e2!
alapjan a megoldésok
3 %"'2]”' T2
Wi = \/I e 3 '= e(6+3”k)z’
azaz
T ™ .. \/§ 1.
® Wy =e€e6 =CoS— +18In - = — + =1,
6 6 2 2
Ty 27 5 ;
° W1—6(6+3 l)z:€6m_€m 51 e™Me" 6t = —1 (

2 _ (-1 —(-1
it B Y
5— =5 5
k=0,1,2,

2 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa.

Az ébra alapjan Im 2

r:‘\/g—i—i‘: (\/§)Q+12=\/7l=2

tga = , amibdl gpza:%,

Sl

tehat z = re¥’ = 2es'. Igy

(V3+ z’)M = (257) " = 2Me ' = M E) = 91T

1
— ol (cos 5 + 7 sin 7;) = ol (5

2

2. Feladat megoldasa. Az abra alapjan Im z

r=v22+22=18, @zg

és igy

z=ref = /8l
Felhasznélva, hogy

3 %Tf+2k7'r .

wr=\/V8e 5 ' k=0,1,2;

+ ﬁz) =213 4 213/3;.

Rez

azt kapjuk, hogy

7l'
o wy =V V8eil = /Rt
o W = \/ 6422 \/_3127”

. — /—6 -‘;47rA \/_612 %6(271—1—72701‘ _ \e/ge_

7 .
ﬁﬂ'l

2 pt

3 pt
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C' csoport
Feladat megoldasa. A Im z

21:14—7::7”16“01 11 /il
és . (QN/,'/

2 = V3 — i = rye’#? o
jelolésekkel élve, az abra alapjan kapjuk, hogy SON ‘ . Res

e P2 /1 \/§
2 22/ g

n=VEFTE=VI, n=y/(V3) +12=2
valamint 1! “ve

tga=1 és tgf=

Sl

Ezek alapjan

s & 3 T
=0 = — = — = ——,
¥1 1 ¥2 6
Igy N
z1 = V2eit & 29 =2e 6",
tehat
=\* toan —TnN2 g2 2(-1)i i
Z; = <\/§e4z) = (\/§> ettt =4e™ 6s 25 = (2e70") = 22N T0) = 47"
Ezért

1 pt

2 pt

3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa.

n
2n — ni

_3n—(5n—|—1)i_2_3—(5—#—%)1'_3—(5+l)i_>3—5i
- Tn T 20 2 2 i

Az algebrai alak:

3—5 3—-95 247 6+3—-100+5 11-7¢ 11 7.
Z = = — —

Rez

27 2-i 2+i  4-(-1) 5 5 5
Az exponenciélis alak: Im z
121 49 170 V170 ~ |
Pl =g 4 o =y = ¥/ o i
25 25 25 5 .~
valamint az abra alapjan \\\
Z \\\\\
t = i = — \\\
ST :
_g 4 .
4 u_ 7
és 7 5 5
¢ = Arg(z) = —a = — arctg — .
11
Tehat
i v 170 fiarctgl
z=re¥=——c¢ i,

3

3 pt



2.

Komplex sorok, gorbék

HAzi feladatok

Komplex sorok

(vV3-3)"

-~ gzdmsor?
27 (P 1) ZAmSsor

1. Feladat. Abszolut konvergens—e a Z

Megoldas. A > |z,| sor egy pozitiv tagi valos szamsor. Az altalanos tag hatarértékére kapjuk,

hogy
V3 — i 2" 1 1 1
= = — - —— =0,

M (md+n) 27(nd+n) ni+n 0 1+ =

|2n| =

tehéat tovabbi vizsgélat sziikséges. Az Osszehasonlito kritérium alapjan
1
Dol ~ Y =

) 1
Mivel } — konvergens, ezért ) |z,| is az, igy az eredeti sor abszoltut konvergens.
n

2. Feladat. Tekintsiik a

3i)"n .
5 1(2z—1—|—z) 3

~~

>

n=2

S

paraméteres szamsort.

(a) Hatérozzuk meg és abrazoljuk is azon z paraméterek halmazat, melyek esetén a sor ab-
szolut konvergens.
(b) Hogyan viselkedik a sor a z = 1 paraméter érték esetén?

1 1
(c) Hogyan viselkedik a sor a z = 5= §Z pontban?

19
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Megoldas.
(a) A sorozat els6 néhany tagjat kiirva kapjuk, hogy
= (3d)"n g 1842 . 8143
;—n2_1(22—1+2) =5 (22 —1+1) +—8 +
ot 2 14i=0 1
ezer zZ — 1 = azaz 2 — — — —
’ 2 2

értéke nem lehet ez a szam.

3144t
15

Az abszolut konvergencidhoz vizsgaljuk a > |z,| sort. Ekkor

(30)™n 3"n

2z —14i)+...,

esetén a sor nincs értelmezve, tehat a paraméter

— An—3| __ ‘m—3
|2n| = n2_1(22—1—|—z) —n2_1|22—1—|—2| :
és
Zn 1 3"tl(n 41 ey ME—1 1
| +1| :|Zn+1| — ( 5 )|22_1+Z| 2' . —
|2n] 2. (m+1)2—1 3 22— 1+
n?—1 n+1
—3. - 22 —1
(n+1)2-1 n [22 +i
2 — 1+
:3&%-0 1ﬂ21-%- (22— L] o 3|20 — 14
+5) — a2

Igy, a hanyados kritérium alapjan a sor ab-

szolut konvergens, ha

32z —1+i| <1

2z — 14| < L
z— il < =
3
1 1. _ 1
T\2 2|6 =y
1 1., . 1 —
az8z 8z 5 — o kézépponta — sugart korlap

belsejében, kivéve a kor kdzéppontjat, ahol
a sor nincs értelmezve. A sor ezen a korla-
pon kiviil divergens.

1
A kérvonalon, azaz |2z — 1 +1i| = 3
3"m  [1\"
Skl =Y (3)
és
n 33 1 33
|Z1’L| == —2 . —1 _ — . T

Innen, az 0sszehasonlito teszt alapjan kapjuk, hogy

Slal~ Y

N—=

esetén tovabbi vizsgélat sziikséges. Ekkor

e () =T

33n
nz2—1"’

A E — sor divergens, ezért a vizsgalt sor nem abszolit konvergens a korvonalon.
n
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(b) A z =1 pont jol lathatoéan a koron kiviil taldlhato, igy itt a sor divergens.

1 1
(c) A == 5 31 pont tavolsaga a kor kozép- °
pontjatol : 1
1 1. 11 1] 1 2 — 30
- — = — - — —1 = |— :_’ 2 3
2 3 2 2 6 6 L@~
ami pontosan a kor sugara. Tehat ez a pont _1 {/ o \
. . 2 ! ,
a korvonalon van, ahol tudjuk, hogy a sor . v
nem abszolit konvergens. Igy vizsgalnunk e
kell a Z Z, sor konvergenciajat.
A paraméter értékét behelyettesitve kapjuk, hogy
1 A 3vtn i\
Sa- Y (2 (5-5) ) -2 2 ()
. Z 3™"n " 1 -3 . Z n (22)n 3 3
n2—1 3» \3) — 4=n2-1\i
n-(=1)" , , . N
=2 Ty 2=y (C)
A n
—1 n
D (V'
sor egy valos alternalo sor. Ellenérizziik a Leibniz—kritérium feltételeit. Az a, = 2n ]
n J—
sorozat pozitiv és
n 1 1 1
an, = - 1 = = T 0.
Tovabba f(z) = I2x_ . derivaltja
2 1-2-2 -2 -1
fla) =" LT <o,
(x2—=1) (x2—1)

ezért a, monoton csokkens. Emiatt az alterndlo sor, és igy az 27i—szerese is konvergens.

Tehat a korvonalon elhelyezkeds z = 3~ 52 pontban a sor feltételesen konvergens.
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3. Feladat. A geometriai sor ismeretében adjuk meg a kovetkezs sorok Osszegét, tovabba
hatarozzuk meg és abrazoljuk is a konvergencia tartomanyok belsejét.

> — (3 —4i)"!
1 — 3i)"
2 (3 4iyt 42 e 1=30) ; 2+ 1= 30"
Megoldas.
(a)
= 1 =z +1-3\" —1 1
T (z+1-3i)" = . < . ) = - Z41-3i
; +1 3—4@712:; 3—4i 3—di 1 =2HHH
B ~1 1
3 —4i—(24+1-31)) z—-2+7
ha
gl . (b)
dh1-3i| \
3 — 4i { (a)
1-3 } .
5 v =14 34 5 4
|z = (=1+3i)] <5,
azaz a —1 + 31 kozéppontu 5 sugara koron \\\\ /,//
beliil.
(b)
i B-4)"' o B4 1 i 3—4i \"
(4 1-30) (2130 2+ 1 -3\ 2+ 13
B 1 1 B 1 1
oz 1-3 1- 3 41 -3 (3-4)  z—2410]
ha
3—4i
— <1
z+1—3
z+1—3% o1
3—4i

|z — (=1 +3i)| > 5,

ami éppen az eléz6 —1 + 3¢ kdzépponta 5 sugara koron kiviil esé rész.

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a két kiilonbo6zs (a) és (b) sor dsszegképlete azonos. e
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A geometriai sor dsszegképlete alapjan érvényes az alabbi dsszefiiggés:

d ¢, hal¢ <1,
1 _ n=0

—¢ Zlg—nl ha [¢] > 1.

4. Feladat. A fenti Gsszefliggés segitségével adjuk meg az kifejezést z + 2 — i egész

1
24+ 142
kitevGs hatvanyainak 6sszegeként.

Megoldas. Els6 1épésben a nevezében kialakitjuk a (z + 2 —i)—t

1 1
24142 (242—4)—1+3i’

majd a maradékot kiemeljiik

| 1 1 1
. P - z4+2—1\ "’
2 +14+2 —1+3i +1+3+1 —14+3i 1- (=23
. . z+2—1 z4+2—1 .
azaz kialakitottuk az alakot, ahol ( = ———— = ——— . Alkalmazva a fenti
1-¢ -1+ 3 1—3i

Osszefiiggést, kapjuk, hogy

e Ha [(] < 1, azaz a —2 + i kdzéppont1, v/ 10 sugart kérén beliil

1 1 “(z+2—i\" (2 +2—10)"
z+1+2z_—1+3i'§( 1—3@) —(1 - 3i) nz; (1= 34
2 —i)".
;1—3w+12+ 0

e Ha |(]| > 1, azaz a —2 + i kozépponti, v/10 sugart koron kiviil pedig

o0 o0

1 1 -1 1 (1 — 34)
z+1+2¢_—1+3iZ(L2—i)"_—(1—3@);(2+2—z‘)n

n=1 1-32
- (]' — SZ)n ! C n— n
= [EET D 2(1—32) Wz 4+2—14)"
n=1 n=1

—_

- Z 1_32n+1 (z+2-49)".
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Komplex gorbék

Szakasz paraméterezése
Az A pontbol B pontba mutatd szakasz eqy
lehetséges paraméterezése

yvt)=[A,Bl=A+tB—-A4), 0<t<]1.

Koriv paraméterezése
Az O kézépponti, r sugard kérvonal egy pa-
raméterezése, pozitiv 1ranyitds esetén

Vo, =0+ret, —m<t<m,
negativ 1ranyitdas esetén

75’T:O+re_it, —T<t<m.

5. Feladat. Paraméterezziik a v gorbét,

(a) ahol v a —i pontbol a —2 + ¢ pontba mutaté szakasz,
(b) ahol v a 7y, kérvonal i pontjdbdl az 1 pontba, majd a 7{121-72 koérvonal 1 pontjabdl a

3 + 21—-be megy.
Megoldas.

(a) A szakasz kezd6pontja —i, végpontja pedig —2 + i, igy a paraméterezés

v(t) =i, —2+i] = —i+t(—241i— (—1))

(b) Most v(t) = 71 (t) Ua(t) és a két rész egy-

méstol fiiggetleniil paraméterezhetd.

A vy gorbe kozéppontja Oy, az origd, suga-
ra r; = 1 és negativ az irdnyitasa, ezért a

paraméterezés
N(t) =74 =0+1- et ="

ahol az 4dbra alapjan —g <t<0.

Hasonlban, v, esetén Oy = 1+ 24, 19 = 2 és

pozitiv az iranyités, igy
2(t) = Noai2(t) = 1+ 20 + 2",

md—ggtgu

— i+ (=242, 0<t<l1.

Os 3+ 21
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6. Feladat. Hatarozzuk meg a y(t) = 2i + t(3 — i) — 2t3¢™ gorbe derivaltjat a to = 0 helyen.

Megoldas. A megoldast a valos fliggvényeknél megszokott ¢ valtozo szerinti derivalassal kap-

juk. . ' ’
V() = (20 + (3 i) —263%") = (3 — i) — 612%™ — 2t3ie™

A t = 0 helyettesitéssel élve
7 (0)=3—1.

7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs integralok értékét algebrai alakban.

(a) /012¢+t(3—¢) dt (b) /Oge—“ dt (c) /Og]—ie‘“{ dt

Megoldas. A gorbe derivalasahoz hasonloan, az integralast is a valos fliggvényeknél megszo-
kott modon végezziik el.

(a)

1
/2i+t(3—i)dt
0

I
1
[\
=\
~
+
—~
w
|
~
~—

(b)

A -it]2 o 4 .
/ e " dt = {e } = [ie7 )2 =ie ™% —ie 0 =i (=i)—i=1—i
0

c) Mivel rogzitett t esetén e az origd kozéppontt egységsugart korvonal egy pontja, igy
g g

3 . ]
/ | —ie "] dt:/ Ldt=[t]7? =2,
0 0

MEGJEGYZES. Mig a (b) rész végeredménye egy komplex szam, addig a (c) részben egy valos

[\

. T
szamot kapunk, ami éppen a y(t) = e, 0 <t < 5 gorbe ivhossza. B
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Videdk

Komplex sorok

2n — 31
nd 41

1. Feladat. Vizsgaljuk a Z

Megoldas. Konvergens.

2. Feladat. Vizsgaljuk a kovetkezs szdmsorok konvergenciajat.

szamsor konvergencidjat.

o —3 (2 5i\" o — 3
<a>zn+5< 3 ) ®) 2%

Megoldas.

(a) Divergens.

(b) Konvergens.

3 YouTube

y

3 YouTube

3. Feladat. Hatérozzuk meg és abrazoljuk azon z paraméter értékek halmazat, melyek esetén
a kdvetkezd sor konvergens lesz, és adjuk is meg e pontok esetén a sor 0sszegét.

=240\
> ()

n=0

Megoldas.
A sor konvergens, ha

lz—(2—0)| <V2, és 2 #2—1,

Osszege:

z—24i\"° 1
1+ 1— =2

4. Feladat. Abréazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a

i 2"/n + 1

\n—1
52 1 (z+5—1)

n=0

sor konvergens.

3 YouTube



https://youtu.be/ENefsuTfwr8
https://youtu.be/qVuKeiWjItw
https://youtu.be/JRTN0T5jT9s
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Megoldas. u YOUTUbe

@ n

_5

5. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a

i": (22 +3 —i)"2
- 57/2n — 1

1
sor konvergens. Hogyan viselkedik a sor a z = —4 + 5@ és a z = 1 4+ ¢ pontokban?

Megoldas. u YOUTUbe

~
N | Ot
-

-

1
Az=—-4+ 52 pontban feltételesen konvergens, ,

[ ]

W~
+
N =
~

DO =

a z = 1 + 1 pontban pedig divergens. \

6. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a kivetkezd sor konvergens.

Vn+1 -3
+3(z+3—22 +Z 2"_5 (z+3—2i)"

Megoldas. ° vﬂUT“he

3
I
o



https://youtu.be/_Wc1fqlfpRA
https://youtu.be/4s9fM5gZxzE
https://youtu.be/ZKrcKxDZrVU
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(o)

7. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a E —- sor konvergens lesz.
z
n=1
Hatarozzuk meg a sor Osszegét is ezen z értékek esetén.

Megoldas. u YOUTUhe

A sor Gsszege: — | , ha |z]|>1
—z

1
+2 -3

Megoldas. u YOUTUI]E

8. Feladat. Adjuk meg a - kifejezést z+1+21 egész kitevss hatvanyainak 6sszegeként.
z

ii(z+1+2i)”, ha |z — (=1 —24)| < /26

1 B o (1 _ 5i)n+1
I IS () A = sy (s 14207, ha |2 — (—1—20)] > V26
n=1

9. Feladat. Adjuk meg a kifejezést z + [ egész kitevGs hatvanyainak Osszegeként.

Z+ «

Megoldas. u YOUTUI]E

1
H = kk = -1
aa=/f,a Orz+a (z+5)

o) _1 .
N Dt = (G I R
- oo _ n—1
EAR Dy ha |z - (=8)| > |6 - qf

(z+ )

n=1


https://youtu.be/sHEKRghe5PE
https://youtu.be/nVu5FcyFu-g
https://youtu.be/lx2MABWjqg0
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Komplex gorbék

10. Feladat. Paraméterezziik a kovetkezs gorbéket.

(a) A —1 pontbdl az i pontba, majd az i pontbol az 1 — i pontba mutaté tort szakasz.
(b) A 71 és 72 negyedkérivek csatlakoztataséval keletkezd gorbét, ahol 1 a v, , kdrvonal —1
pontjabol az i pontba megy, és 72 a 75, » korvonal ¢ pontjabol a 2 + 3i pontba megy.

Megoldas. u vﬂ“TUhe

(@) mt)=—-1+t(1+4), 0<t<1

o) =i+ t(1—2i), 0<t<1
3
(b) m(t) =e™", 7r§t§§7r
. —it 3
Yot) =2 +1i+2e ", 7T§t§§ﬂ'

11. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd gorbék derivaltjat a megadott helyen.
(a) v(t) =3+5i+(2—3i)t, +'(2)
(b) ~(t) = 1 — 2it® + 3¢, qmm,y(g)
(©) v =t 7' (3)

Megoldas. ° YﬂUT“he

(a) 2—3i (b) 3i, —2mi—3 (¢) —i— =

12. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

! R
(a) / 3450+ (2—3i)t dt (b) / te*™* dt
0 -
Megoldas. u YouTube
1 1
(a) 3+5i+(2-30) 5 @)—§—gi


https://youtu.be/fF6nNyFjuoM
https://youtu.be/MTw3EpdGQps
https://youtu.be/y2ukVXI4iP4
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk is azon z értékek halmazat, melyek esetén a kdvetkezs

sor abszolut konvergens.
i V3nd —2

S (Bz+1—d)" !

n=1
B csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk is azon z paraméter értékek halmazat, melyek esetén
a kdvetkezd sor abszolut konvergens.

. (z=3)"(2n+i
;( )ng )

2. Feladat. Adjuk meg az dbran lathato + gorbe paraméterezését.

C' csoport

us

1. Feladat. Hatarozzuk meg a (t) = ite™" gorbe / i ~(t) dt integraljat algebrai alakban.
0

2. Feladat. Irjuk fel az - kifejezést z + 3+ egész kitevs hatvanyainak Gsszegeként.

1
224+1—21
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A sor elsé par tagja

>

V3n® — 2

1 V94
An—1
2 o3 (32+1—Z) —2—(3Z+1—Z> 4—8(32+1—Z)
azaz a sor minden z-re értelmezve van. Vizsgaljuk a > |z,| sort, ekkor
vV 3”5 An—1 3TL5 - - 1n—1
|zn|—‘ 573 ( +1—1) =3 13z +1—14¢|" ",
és
1 3(n + 1) — 2 93 1
a1l - = 83241 —d- : :
‘Z +1‘ |Zn| 2n+1(n+1)3 | Z+ Z‘ 3n5_2 |3Z+1_Z’n_1
2n n? 3n+1P—2 |3z+1—4"
2+l (n+1)3 3n® —2 132+ 1 — |t
5 2
1 n3 1 \/nb \/3 1—1—% - =
_§n_3 h n5_ ( ) 13z +1—z\—>—|3z+1—z\
wo(1+5)" vn 3— %
A sor abszolut konvergens, ha S
— _— ) //// 2 \\\\
2|3,z+1 il <1 p 2 .
132 — (=1 +14)] <2 :’
1 n 1 - 2
z—|—=+< =
3 3 3
Divergens, ha

~ - e
\\\ _3 z
1+z’ >2
Z_ —_—— — —
3 3

7
A kérvonalon |3z + 1 —i| = 2, azaz

|Zn| =

o

-1 _
© onp3

\/7 \/_ \/ n5 \/
2n3

1
mn2
. 1
Igy az 6sszehasonlito kritérium alapjan Z 2| ~ Z —, ami divergens, tehat a fiiggvénysor
a korvonalon nem abszolit konvergens

3 pt

2 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A sorozat els§ par tagja:

Zznzz(z_?));f””) _ (QTi)(z—3)+(4+i)(z—3)2+...

n=1 n=1

igy a sor minden z-re értelmezett.

ES 1 |z = 3" |2(n + 1) + 1| |n3|
Tal el = ot 17 o3 et
o WA+ 1) +1 |z — 3"t 1 pt
S EARY ey S P

B 1 I \/4(1+%)2+i

2
=—- "z =3 = |z — 3
P Ve s

miatt a sor abszolut konvergens, ha

1+ D
|z —3| <1,

és divergens, ha m
|z =3 >1. U

A korvonalon, azaz |z — 3| = 1 esetén

1" 20+ VA +1 | 2 pt
n3 N n3
/ 1
n 4+n_2_ 1
ns 1 a

1
ol 4+ﬁ_>0’

|2n| =

tovabba )
> el ~ > =

1
Mivel a E — sor konvergens, ezért a sor abszolut konvergens a kdérvonalon is.
n

2. Feladat megoldasa. A gorbét két részre bontjuk: v = v, U 7s.

o n(t)=—1+i+2e —ggtgo.

=

3 pt
o pt)=01+d)+t-(2+3i—1—13) =14+ (14 2i)t, 0<t<1.
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C' csoport

1. Feladat megoldasa. Parcialis integréalassal kapjuk, hogy

—it

—it
_ Lot g o € . € it —it gy g —it | ©
/'y(t) dt—/ it - e " dt = it — / Iy dt = —te +/e dt = —te™™ + —

f g fo—_

amibdl

2 . e‘it% T x efgi
t)dt = |—te ™ L _
[ooa=lmee ) = (e ) -
) ™

0
o+e_.)
—1

1
SN ) T P S QL IS

oV Ty T 9 i 2

(g—l)z’.

2:41-2 2 z+3—i 2 z+43+i—3-2% 2 —5-2 =iy
2
1 1 1 1 1
__.——— 2 i :_ _ _ z+3+41
2 2i < _?_;) o—4i 1 e
3
e Ha Z:_ e < 1, akkor
5+ 2
1 1 =~ (z4+3+4\" -
- = 7 34+1)".
22 +1—-2i —5—41'2( 549 > _5_4¢Z(§+22~) (z+3+1)
n=0 2 n=0 \2
34
¢ Ha w > 1, akkor
5+ 2

o

n= 5 .
5—1—21

o0

1 1 ~1 ~1 5
22+ 1—2i —5—41’21 (Z+3+i>” B —5—42'21(2

—|—2z’) (z4+34+10)".

1 pt

2 pt

3 pt



3.

Komplex fuggvények

HAzi feladatok

Komplex fiiggvények

Az f(2) komplex figguény felirhato az
[(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

alakban, ahol az u = u(x,y) és v = v(x,y) valds értéki kétvaltozos figguények a komplex f(z)
fiigguény valds, illetve képzetes részét jelolik. Tovdbbd

jAIE 2 <17 4 ] o pae .
o Vz:=/|z|e" 2, a tébbértéki 22 reldcio foértéke,

o % = er—Hy e exezy7

Logz :=1In|z| + i Argz, a tobbértéki log z reldcio féértéke,

eiz + efiz ) 6iz _ efiz
e cOSz = ————, sinz = ——,
2 2
ef+e* e —e”*
e chz:= , shz:= 5

1. Feladat. Az f(z) = 2? fiiggvény esetén adjuk meg

-7 -7 2 =z
(a) azy =141, 20 = V2 ( cos e + isin T)’ 23 = ﬁeﬁz pontok képeit algebrai alakban
és adbrazoljuk is azokat;
. 7T .. T .. vl L.
(b) azy=1¢ész5=2 (cos 5 + 7 sin 5) pontokat 6sszekots vy, szakasz képét;
(c) a 2z = v2e5™ kezd6- és 27 = V/2e8™ végponti, origd kdzéppontt, 2 sugard, pozitiv
irdnyitasna v, koriv képét és abrazoljuk is;
(d) a fiiggvény valos és képzetes részét.

34
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Megoldas.

(a) Mindharom alak esetén egyszertien meghatarozhat6 a képpont:

o w = f(z) = (1+1)* = 2i,

o wy = f(z)=2 (COS_TW + ¢sin %) = —21i,

5 4 (1 V3 2 .
.WB—f(ZS)—§€3—§‘<§+72>—§+ﬁ2.

Y v
21 Wi
1 . f
w
23 /—\ 1 * W3
A w
x U
1 1
L]
Z2 W2

MEGJEGYZES. A z; pontok egy egyenesre esnek, és ennek az egyenesnek a képe egy fekvs
parabola.

) Y (Wo

e

(b) Szakasz paraméterezéséhez az algebrai alakot hasznaljuk; z; mar ebben az alakban van,
25—0t pedig atirjuk: z5 = 2 <cosg + 7sin g) = 2i. Tehat a v, = [i, 2i] szakasz képét kell
meghatarozni. Ennek egy lehetséges paraméterezése

W(t) =i+ (2 —i)t =i +1it, ahol 0<t<1.
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Igy
fw(®) = (i +it)> =i*(1+t)> = —(1+1t)*, ahol 0<t<1.

MEGJEGYZES. A kapott gorbe a [—1, —4] iranyitott szakasz egy lehetséges paramétere-
zése. M

(c) A koriv egy paraméterezése

4/ 3 5
Ye(t) = V2, ahol g7 <t< o
lgy
i/5\° 2t 3 5
Fe®) = (V2) e, abol Zm<t<m,
azZaz

f(’%(s)) = \/ieis, ahol ZTF <s< 2777

az origo kozéppontt, /2 sugart negyedkoriv az wg = V2eii kezd&ponttal és az w; =
5 . 3 .
V2e1™ = /21T végponttal.

17 f We 11

(d) Az f(z +iy) = (z + iy)? = 2? — y? + 2ixy Osszefiiggeés alapjan

u(z,y) = 2° —y° és v(x,y) = 2xy.

2. Feladat. A g(z) = /2 fiiggvény esetén adjuk meg

4 V3
(b) a —1+1i kezds- és —1 — ¢ végpontu, origo kozépponti v negyedkoriv képét és abrazoljuk
is.

—T —T 2 .
(a) az =141, 20 =2 (cos e + isin —), 23 = —e6' pontok képeit;

Megoldas.

(a) A képpontok megadasahoz az exponencialis alakot hasznaljuk. Ezért
o 21 =1+41i=+/2e7 alapjan w; = g(z1) = /21 = V2est:
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o =12 ((:OS_T7T + 7sin _TW) = \2e" 7, igy wo = V2e

VI

\4/5612 .

MEGJEGYZES. A harom ponton athalado egyenes 1/z melletti képe egy hiperbola.

2 .
® 23 = ——e6 esetén wg =

Yy v

21

Z3 e

s W1

W3 ¢

» W2

22

e

(b) A /z fiiggvény definicidja miatt a v gorbét két részre kell bontani a negativ valos tengely
mentén példaul a

valamint a

gorbére. Ekkor v, képe
4 i L 3
g(m(t)) = v2e'2, ahol rstsm
= V2" = gi(s), ahol
a 7, képe pedig
4 it 3
g(n(t) = V2e™'2, ahol “w<t<nw

, 3
= V2e7 = gy(s), ahol §7T§S<g.
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72

9(72)

MEGJEGYZES. Jol lathatoan a g(z) = +/z fiiggvény nem folytonos a negativ valos tengely
mentén, hiszen a v gorbe képe szétesik két részre. P

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a v gorbe megegyezik az 1. feladat (c) részében szerepls ~,
gorbe f(z) = 2% melletti képével, azonban a g(7y) és a 7. kiilonboznek. Ha a ~y. gérbére egymas
utan végrehajtjuk a z? és a 1/z leképezést, akkor nem az eredeti gorbét kapjuk vissza.

3. Feladat. Az f(z) = ¢ esetén adjuk meg

— — 2
(a) az =141, =2 (cos Tﬁ + isin —ﬂ>, 23 = —e¢' pontok képéit;

4 V3
3

(b) a zy = —mi, z5 = 5T~ 71 pontokat 0sszekots szakasz képét és abrazoljuk is;
(c) a fiiggvény valos és képzetes részét.

Megoldas. A képpontok meghatérozasahoz az e = /@t = ¢ v+® — o=¥ei® Gggzefiigges
miatt az algebrai alakot hasznaljuk.

(a) o Az =1+4iképew = f(z)=e €.
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. AZQZ\/§<COS_TW+iSin_TW) =1—1 képe wy = e'e’ .

2 =z 1 i
o A zg=—es"=1+ ——1 képe pedig w3 =€ Vel

V3 V3

MEGJEGYZES. A harom ponton athalado egyenes e* melletti képe egy origobol induld

félegyenes.
Y v
<1
1 ’ f Y
23 : /\
x
1 1
¢ W3
° w1
: u
Z9 1
ey
(b) A zy = —mi, z5 = o7~ i pontokat 0sszekotd szakasz egy lehetséges paraméterezése:
3 .
fy(t):§7rt—m, ahol 0<t<1.
lgy . -
F(y(t) = e2™el™) = ¢me2™ - ahol 0<t <1,
ami egy origd kozépponti, €™ sugart haromnegyed koriv.
) v
f
27N
: x
3 W4y
2T Y
eﬂ'
-
Z4 25 Ws

f(z+iy) = e Ye™ = e Y(cos + isinx)
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Osszefliggés alapjan

u(z,y) =e Ycosx és v(r,y) =e Ysinx.

4. Feladat. Az f(z) = Log z fliggvény esetén adjuk meg

—T —T 2 .
(a) azp =141, 20 = V2 (cos e + isin —), 23 = —e6' pontok képeit;

4 V3

g végpontu, origd kdzéppontt haromnegyed koriv képét és

(b) a zy =e€" kezd6—és z5 = €
abrazoljuk is.
Megoldas.

(a) A képpontok megadasahoz az exponenciélis alakot hasznaljuk, mivel ezekbdl jol latszik
|z| és Arg z értéke.

e Az =1+4i=+2e%" pont képewlzln\@+%i;

e a2y — \/é(COS_TW+iSiD_T7r) = V/2e 7t képe wo zln\/g—%i;

5 képe pedi -2 4+ 7
® 9 I3 =— —€ cpe pedlg Wy = 1Nl —= —1.
3 \/§ pe pedig ws \/§ 6

MEGJEGYZES. A harom pont és a képpontok:

Yy v
% u
.
2
1 . f
23 L[] /—\ »
o W1
ws
! T U
1
%)
e
[ ]
29 —% ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(b) A Log z fiiggvény definicioja miatt a gorbét két részre kell bontani a negativ valos tengely
mentén példaul a .
1 (t) =e"e", ahol 0<t<m;
valamint a

Yo(t) = e"e™™, ahol <t<m

b 3

gorbére. Ekkor ~y; képe

Log(m(t)) =m+it, ahol 0<t<m,
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a vo képe pedig
Log(y2(t)) =™ —it, ahol g <t<m,

amelyek egy-egy szakasz paraméterezései.

Y2
x f(72)

-7 | o

MEGJEGYZES. Tehat a Log z fliggvény nem folytonos a negativ valos tengely mentén, hiszen
az adott gorbe képe szétesik két részre. d

5. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd kifejezések algebrai alakjat.
(a) sin3i (b) log(2 + ) (c) "
Megoldas.

(a) A definici6 alapjan

sin 37 = - = :——,‘_—:ish?).

(b) Mivel 2 + i = /5" %3 ezért

1
Log(2+1i) = ln\/g+iarctg§ :

tehat
1
log(2 + i) = Log(2 + i) + 2kmi = In /5 + i (arctg 5t 2k7r) , keZ.

(c) Tetszbleges b és tetszoleges, nem nulla a komplex szam esetén az

CLb — ebloga

Osszefiiggéssel definidljuk a hatvanyozast. Ezért

Tt = e—zlogz )
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Mivel i = e2?, ezért
logi = In1 -+ gz + 2kmi = gz 4 2k,

és igy

it — (2K )mi e(2k+%)w’ ke,

MEGJEGYZES. Jol lathatéan az i~ kifejezés végtelen sok valos értéket jelol.

6. Feladat. Irjuk fel gyoktényezés alakban a /322 + (1 — v/3i)z — i kifejezést.
Megoldas. Elgszor meghatarozzuk a
V3224 (1= V3i)z—i=0

masodfokt egyenlet megoldésait. A megoldoképlet alapjan

LBk (- VB VB 1s Bk V25 2vE

Z =
1,2 2\/3 2\/3

melyben a gyokfiiggvény definicidja alapjan

\/ =2+ 2V3i = Vdes™ = 25 = 1+ /3i.

Tehat a keresett gyokok

-1+ VBi+1+V3i 2V3i

= =1,
2V/3 23

21

valamint

Ol EVBI (V) 2 1
=T 23 T3 VB

gy a gyoktényezss alak

V322 4+ (1= V3i)z —i = V3(z — i) (z~l—%) :(z—i)<\/§z+1>.

7. Feladat. Oldjuk meg a sin z = i egyenletet

(a) a definici6 alapjan,
(b) a sin(x + iy) = sinx chy + ishy cos x trigonometrikus Osszefliggeés alapjan.

Y
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Megoldas.

(a) Asinz:= % definiciobol kiindulva, a p = €'* helyettesitéssel kapjuk, hogy
i

1
p—.g _
21
1
p— - = 2
p
p?P—1=-2p
PP+2p—1=0,

ahonnan a gyockok:
pm=—-14+V2 &  p=-1-V2.
A p = e'® Ssszefiiggésbol kapjuk, hogy iz = log p.
e Ap=—-1++v2=+2-1>0 esethen
iz = In (\/5—1) Y okmi, ke,

azaz

z:2k7r—z'ln<\/§—1>, keZ.
° Apgz—l—\/i:_(\/i‘i‘ 1) esetben

iz =In (V24 1) + (v + 2km)i, keZ,
azaz
s=@k+r—iln(V2+1), kez.
(b) A sin(x + iy) = sinxz chy + ishy cos x trigonometrikus Gsszefiiggés alapjan
sinzchy +ishycosx =1,

azaz
sinxchy =0 és shycosz=1.

Az els6 egyenletbdl, a chy fiiggvény pozitivitdsa miatt kapjuk, hogy sinz = 0, azaz
r=nmw, nelwkl.

Ezen pontokban cosz = (—1)", ezért a masodik egyenletben az esetek szétvélasztasaval

dolgozunk.

e Ha n paros, azaz x = 2km, akkor cosx = 1, igy a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy
shy =1. Az A = €Y helyettesitéssel adodik, hogy

Yy _ oy A— 1
1:Shy:€ 26 = 2‘4,

ahonnan

A2 —24—-1=0.
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Az egyenlet megoldasai A = 1+1/2. Mivel A = e¥ > 0, igy csak a pozitiv megoldéssal
szamolunk tovabb.

eV =1++2
yzln(l—i—ﬂ)

Azaz

z:2k:7r+i1n<1+\/§>, keZ.

e Ha n paratlan, azaz © = (2k + 1), akkor cosx = —1, igy shy = —1. Ekkor

és az A2 +2A — 1 = 0 egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa A = —1 + /2, igy
y=In (—1 + \/§> )

Tehat
s=(2k+ Dr+iln(-1+V2), kez,

MEGJEGYZES. A feladat megoldasa soran az (a) részben azt kaptuk, hogy
z:2kﬂ—iln<\/§—1>, kel

vagy
z:(2/€+1)7r—iln<\/§+1), ke,

a (b) részben pedig
z:2k7r—|—z'ln<1—|—\/§), keZ

vagy
z:(2k+1)ﬂ+iln(—l+\/§), kelZ.

Természetesen a két megoldéshalmaz megegyezik, hiszen

1 \/_
—1n<\/§—1):1n<\/§—1) zlnﬁzln(ﬂ_sz/gH) :1n<1+\/§).

A megoldashalmaz néhény eleme a komplex szamsikon:
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Videdk

Komplex fiiggvények

1. Feladat. Hatéarozzuk meg a kovetkezd pontok f(z) = e* melletti képét.

9 _ 7T .
Eiij;z_lizz (c)3+(§+2k7r>z,k:€Z
4
Megoldas. u YUUTUhe
(a) e?e (b) e te 4! (c) e’es?

2. Feladat. Hatéarozzuk meg a kovetkez gorbék f(z) = e* melletti képét.

() oA={s|z€R, y=0} (b) o A={:]z=0, —n<y<n}
oB:{z|x€R,y:%} o B={z|z=-2 —r<y<n}
. o C={z]z=1, —r<y<n)
oC:{z]xeR,y:—g}
2
o D={:aeR y=3r) © oA={s|z=y-r<z<n)
Megoldas. ° YouTube
(a) o A:e” (b) o A: W
o B: e¥eln o B: e2cW
o C: e%e 3! o O: e-e¥
o D: e%eim (©) o A: eve®
3. Feladat.

(a) Oldjuk meg az e* = —2 + i egyenletet.
(b) Hatéarozzuk meg log(1 — 5i) Gsszes lehetséges értékét.
(c) Hatarozzuk meg (—1)" 6sszes lehetséges értékeét.

Megoldas. n YouTube

1
(a) z=1log(—2+1i) =InV5+ (7r - arctan§ + 2k7r) i, keZ
(b) In/26 + (—arctan5 + 2km) 4, k € 7Z
(C) €—7r+2k7r, ke


https://youtu.be/DhyfFna9hOI
https://youtu.be/20wcs6XRmPs
https://youtu.be/JxUT9bBOSdA

KOMPLEX FUGGVENYEK 46

4. Feladat. Az a® := €*!°%% ((a # 0) definici6 alapjan hatérozzuk meg a kivetkezd kifejezések
Osszes lehetséges értékét.

(a) 23 (b) 32
Megoldas. u YOUTUI]E
(a) 8 (b) +V3
5. Feladat. A sinz = zz_Q—Ze—zz definici6 alapjan hatarozzuk meg a kovetkezd halmazok
f(2) = sin z melletti képét.
(a) A={x>0, y=0} (b) B={x=0, y>0} (© C={z=7, y=0}
Megoldas. °YOUTUbe
(a) sinx (b) ishy (c) chy

6. Feladat. Oldjuk meg a cos z = —2 egyenletet.

Megoldas. z =7+ 2km +iln (2 + \/g), kel °YOUT“be

7. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket és abrézoljuk is a megoldashalmazokat.

(a) chz=1 (b) chz = —i

Megoldas. &3 YouTube
(a) - :1n<1+x/§) + <g+2k7r>i, ,ZQZIH(—1+\/§) - (g—%ﬂ)i, ke
(b) = :ln<1+\/§> - (g—%w)@', ;3:1n<—1+\/§) + <g+2k:7r>i, kel



https://youtu.be/pxHv4ayshrg
https://youtu.be/8gpKyd_JieQ
https://youtu.be/mdoduHlCeGs
https://youtu.be/e4GNW0b65rA
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Oldjuk meg a ch z = —2 egyenletet.
2. Feladat. Hatarozzuk meg az A = —g + mi kezdGponti, B = g + i végponti szakasz

1
f(2) = — melletti képét, és abrazoljuk is.
eZZ

B csoport
1. Feladat. Adjuk meg a 2'~¢ komplex hatvany azon értékét, melynek abszolut értéke 2.

2. Feladat. Adjuk meg és abrazoljuk az origd kozéppont, i kezdSpontu és 1 végponti negativ
iranyitasu korivet, valamint a koriv f(z) = v/ —2iz fiiggvény melletti képét.

C' csoport

Feladat. Adjuk meg és abrazoljuk az orig6 kézéppontt, negativ irdnyitéasi egységkorvonal

V2

2
> + \/7_2 kezd6pontu és —1 végpontu v koriv képét az f(z) = (1 + i) Log(—=z) fuggvény

mellett.
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Kvizek megoldasa

A csoport
3 e +e” . L
1. Feladat megoldasa. A chz := — definiciéban a p = e* helyettesitéssel
P+
p _ )
2
1
pt—=—4
p
pP+1l=—4p
pPAAp+1=0
—4+/16—-4 —4+2v3 1 pt
P2 = > = 2‘[:—21\/5.

e Hap=—2++/3, azaz e* = —2 + /3, akkor
2 =log (~2+ V3) = Log (—2+v3) + 2kmi = In (2= V/3) + mi + 2kri, k€ 2.
e Hap=—2—/3, azaz ¢* = —2 — /3, akkor
z:log(—Q—\/§> :Log(—Q—\/§> —i—2l€m':ln<2+\/§> + i+ 2kmi, ke Z. m
2. Feladat megoldasa. A 7(t) = [A, B] szakasz egy paraméterezése

v(t)=A+(B—A)t=—g+m'+<g+m‘— (—g+m‘))t:—g+m+m, 0<t<1).

Ekkor f(z) = e~ miatt

f(’}/(t)> _ e—i(—g—&-ﬂi—&-wt) _ egz#wfmti — ewei(g—wt) 7 (O S ¢ S 1) )

Ez az origo kozépponti, e” sugart, negativ iranyitasi korvonal f(y(0)) = eTe?® = e™i és
f(v(1)) = e™e"2" = —e™i pontjait Gsszekots iv.
f(A) o
67T

)
£(5) 2o
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Mivel
21—i — 6(l—i) log 2

és
log2 = Log2 + 2kmi =In2 + 2kmi, k€ Z
ezeért
2171' — e(lfi)(ln2+2km') — eln2+2k7ri7iln2+2k7r
— eln2+2k7r . €i2k7r . 6—iln2 — 262k7r . 6—i1n2, k c 7.
lgy

27| =2e"" ke Z,
ami pontosan akkor lesz 2, ha k = 0, és ekkor
21—i — 26—i1n2 )

2. Feladat megoldasa. A koriv paramétere-
zése

y(t) =e ", —gStSO. 14

Mivel —2i = 2e~ 2", ezért

pontjait 0sszekots koriv.

1 pt

2 pt

3 pt
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C' csoport

Feladat megoldasa. Az f(z) fliggvény Osszetett, a belss fliggvény a (—1)—gyel vald szorzas,
ami egy origd kozéppontu 180°-os forgatas.

+
SN
.
|

2
.
=

. \%5 \
N e

A —~(t) gorbét két részre bontjuk a —1 pont mentén, mert a Log z fiiggvény nem folytonos
a negativ valos tengely mentén:

e[S

4 3 1 pt
Lhit)=e, “<t<n
4
és ‘
Lit)y=e™, —71<t<0.
Ebbdl
. . i , , . 3T
f(li(t)) = (1 + i) Log(li(¢)) = (1 4 1) Log (e*) = (1 + i)(—it) =t — it, T St<m,
3mr 3w m
ez egy szakasz, kezdGpontja il Zz’, végpontja m — i, ami nyitott.
Iletve

Jb(t) =t—it, —7<t<0

is egy szakasz, kezd6pontja —m + e, végpontja 0.

fl2(t))

—r | S 301




4.

Linearis tortfuggvények

HAzi feladatok

Linearis tortfiiggvények

Linedris tortfiigguénynek nevezziik az

az+b
f(z>_cz+d

alaki figguényeket, ahol ad — be # 0.

o Amennyiben ¢ = 0, akkor a fligguény linedris és az
fR)=az+B, a#0
alakba irhato.
e Amennyiben ¢ # 0, akkor a fiiggvény az
!

ﬂ@=2+7+& a#0

alakra hozhato.

1. Feladat. Az f(z) = (1 — i)z — 3 4 i linearis fiiggvény esetén hatarozzuk meg a z = 2 + 3¢
pont képét, majd vizsgaljuk, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. A z = 2 + 3i pont képe az
w=f(z)=1-9)(2+3i))—34+i=5+i—3+i=2+2i
pont.

e Ahogy azt lattuk, egy komplex szammal val6 szorzas a szam hosszaval, azaz egy pozitiv
valos szammal vett szorzasnak, tehat egy origd kozépponta nyidjtdsnak/kicsinyitésnek,
és a szam szogével vett origd kozéppontu forgatdsnak felel meg. Ezen transzforméaciok
tetsz6leges sorrendben elvégezhetSk. Esetiinkben 1 — i = /2~ /4, azaz

o1
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o a /2 > 1 miatt ez nyujtast

T
o és 7 szoggel torténd forgatast jelent.

e A komplex szamok korében az Osszeadés egy eltoldsnak felel meg, esetiinkben ez

o a —3 + ¢ vektorral torténik.

1
2. Feladat. Az f(z) = — fiiggvény esetén hatarozzuk meg a z = 2 + ¢ pont képét, majd
z

vizsgaljuk, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. A 2+ i pont képe

A z = re exponencialis alak hasznéalataval
1 1 1 . 1 A 1
= — = = — i = — . i = —Z
(z) = 2 rew o 2 e r2”

alapjan kapjuk, hogy a reciprok fiiggvény

e cgy x—tengelyre valo tengelyes tiikrozést és
e cgy origd kdzéppontu egységkorre vald inverziot

jelent, melyeket tetszéleges sorrendben végezhetiink el.

MEGJEGYZES. Jol lathato, hogy az inverzio és a tiikrozés sorrendje felcserélhetd. BY

9y _
3. Feladat. Az f(z) = Z—3_ZF fliggvény esetén hatarozzuk meg a z = 1 — 2¢ pont képét,
iz — i

majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.
Megoldas. Az 1 — 2¢ komplex szam képe

21— 2i)—i  2-5i
i(1—2i)—3+i —1+2
(2-5i)(-1-2) —12+i 12 1

= = e —1

3 ) 2 5

w=f(1-2i)=
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A sikbeli transzformaciok meghatarozasahoz, ¢ = ¢ # 0 miatt a fiiggvényt az

«
zZ) = +
fe) =4+
alakra hozzuk:
2z — i 2 z—1 oz—i
= —Z. - 9. 2
LS S i S T S
—1—1 —T+2i
- %14+ —2 :——i-z'_
z+1+3 z+ 143

Ez a kovetkezd transzformaciok sorozatat jelenti:

az 1 + 31 vektorral valo eltolas (z;),
reciprokképzés, ami

o az x tengelyre valo tiikrozés (z;),
o és inverzi6 az egységkorre (z9),

a —7 + 2¢ komplex szdmmal val6 szorzas, ami

2
o egy origd kozéppontt o = m — arctg = szOgl forgatés (z3),

o és egy origd kozéppontiu v/53-szoros nyujtas (zy),

végiil a —2i vektorral valo eltolas (z5).

4. Feladat. Adjuk meg azt a lineéris tortfliiggvényt amely a 0, —1 és —¢ pontokat rendre az
1, —1 és 2 pontokba viszi.

Megoldas. Ekkor a
01,
—1— -1,
—i 2

hozzéarendelések alapjan a fiiggvényre az f(0) =i, f(—1) = —1 és az f(—i) = 2 Osszefiiggések
érvényesek.
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o4

Igy az
az+b
/)= cz+d
kifejezésbe helyettesitve kapjuk, hogy
b
(1) f(0)= 5= i, azaz d # 0 és
b=1d;
(@) f(-1) = Z2F0 1 vagyi
= g~ L vasyis
b—a=c—d,;
—ia+b
—i) = = 2, teha
(3) f(—1) E— , tehat

b—1ta = 2d — 2ic.
A b =id tulajdonsag alapjan a (2) és (3) Osszefiiggés az

id—a=c—d
id — ia = 2d — 2ic

alakot 0lti. Ez utobbi egyenletet i—vel megszorozva,

id—a=c—d
—d+ a = 2id+ 2c,

és ezen egyenleteket Osszeadva,

id—d=c—d+ 2id+ 2c.

Rendezés utan kapjuk, hogy

c= —Ed.
3
Ezt az id — a = ¢ — d egyenletbe helyettesitve,
, i
td—a=—=-d—d
3

alapjan elemi szamolassal adodik, hogy

4
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Igy a keresett lineéris tortfiiggvény, d # 0 miatt

f(z)_az—l—b_ (1+3))de+id  (1+30)z+i
ez td —idz+d B —%z4+1

5. Feladat. Adjunk meg egy olyan linearis tortfliggvényt, amely az egységkorvonal valos tengely
alatti félkorivét a [0, 3i] intervallumba viszi.

Megoldas. A linearis tortfiiggvény végpontot végpontba, belsé pontot pedig belsé pontba visz,
tovabba a fiiggvényt egyértelmiien meghatérozza harom pont és azok képei. Ezek alapjan a —1
és 1 pontoknak a 0 és 3i pontokat kell megfeleltetni (két lehet&ség van), legyen példaul:

—1—0,
1+ 3.

A bels§ pontok tetszblegesek lehetnek, azaz a feladatnak végtelen sok megoldasa van. Mi a
kovetkezdt valasztjuk:
—U 0.

31

_1\0/'1

—1

Igy a fiiggvénynek a kovetkezs Osszefiiggéseket kell kielégitenie:

—a+b
(1) f(-1)= —Z—td =0, azaz —a + b = 0, vagyis
b=a,
ezért, ad — bc # 0 miatt a # 0;
, —ai+b . _
(2) f(—i) =~ = i, vagyis
—at+b=c+di,
b
3) f(1) = Zid — 3i, tehat

a+b=3ci+3di;
A b = a tulajdonsag alapjan a (2) és (3) Osszefiiggés az

a—ai=c+di
2a = 3ci + 3di
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alakot olti. Az elsé egyenletet 3—mal megszorozva

3a — 3ai = 3¢+ 3di
2a = 3ci + 3ds

adodik, és ezen egyenleteket egymasbol kivonva,
3ai —a = 3ci — 3c.

Rendezés utan kapjuk, hogy

3i—1
c= .
3 —3
Ezt a 2a = 3ci 4 3di egyenletbe helyettesitve
3 —1
2a = ,Z ai + 3di ,
1—1
ahonnan ) . , .
, i—1 . 21—-2 3+1 31+ 1
3di = 2a — — i = — a+ - a = — a,
1—1 1—1 1—1 1—1
azaz, ,
3—1
= a.
3i—3

Igy a keresett linearis tortfiiggvény, a # 0 miatt

(2) az+b az +a z+1
cz+d  Fmertgpa 53r g

(3 —3)z+3i—3
C Bi-1z+3—i

Az f(z) linedris tortfigguény hatdrértékére vonatkozdan teljesiil, hogy

e amennyiben ¢ = 0, akkor

lim f(2) = o0,
Z— 00
e amennyiben ¢ # 0, akkor
. _ a
lim, f{z) =00, lim f(z)=_.

Ezen tulajdonsigok segitségével oldjuk meg a kovetkezs feladatot.

6. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt amely az A = {x < —1, y = 0} félegyenest
aB={x=0, y>1} félegyenesbe viszi at.
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Megoldas. Ebben az esetben mindkét félegyenest a ”oo” ponttal lezérjuk, ezt tekintjiik a masik
végpontnak. Mivel a lineéris tortfiiggvény végpontot végpontba visz, ezért példaul valasszuk a

To0” 1,
—1+— 70",
megfeleltetést, a belsé pontok esetén pedig a
-2+ 21,
hozzarendelést, azaz ekkor

lim f(z) =14, lim f(z) =00, f(—2)=2i.

Z—00 z——1

o 00

21

Ezek alapjan ¢ # 0, tovabba

1) lim f(z :imiattg:iva is
<)Z—>OO C ’ gy

a=cCi;
d
(2) lim f(z) = oo alapjan —— = —1, azaz
z——1 C
d=c;
—2a+0b
—2) = ——— = 21, teha

—2a+b=—4ci + 2di.
Az (1) és (2) Osszefiiggés alapjan a (3) egyenlet
—2ci + b= —4ci + 2ct

amibd6l
b=20.
Igy a lineéris tortfiiggvény, ¢ # 0 miatt
az+b  ciz iz

f(Z):cz—i-d_cz%—c_z—l—l'
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Videdk

Linearis tortfiiggvények

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd pontoknak a megadott linearis tortfiiggvény melletti
képeit, majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformaciésorozatnak felel meg a fiiggvény.

) f(z) = 3z, 21 =241, 29=—1+2i

) f(2) = (3 —4i)z, g(z) = (4 + 3i)z, 72 =241
)f(z):1—22+z, 2 =241, z29=—2+4+3i

) f(z2)=1—=2i+ (4+3i)z, 21 =241

Megoldas. u YOUTUbe

6 + 37, f(z2) = —3+ 64; origd kozépponti haromszoros nagyitas.

10 — 5¢; origd kozépponti 6tszoros nagyitas és — arctg ——dal valo forgatas,

flz) =
flz) =
3
g(z1) = 5+ 10¢; origo kozéppontu 6tszoros nagyitas és arctg Zfdel valo forgatas.
(z21) =3 —1, f(z2) = —i+1; 1 — 2i—vel valo eltolas.

(z1) =

. 3
= 6 + &; origd kozéppontld O6tszoros nagyitas, arctg Zfdel valo forgatés, végiil

— 2i—vel valo eltolés.

1
, 29 = 3i, z3 = 3 — i pontoknak az f(z) = — melletti

N | =

2. Feladat. Hatarozzuk meg a z; =

képeit, majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzforméaciésorozatnak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. u YOUTUhe

1 3 1
f(z1) = 2; f(z) = —gi; f(z3) = m + Ei; xr—tengelyre valo tikrozés, majd az origd
kozépponti, 1 sugart korre vonatkozé inverzio.

12+ 2—31
32 —6

adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformaciosorozatnak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. u YO“TUhe

27 o7
f(z0) = 153 + 153’ 2-vel valo eltolas, x—tengelyre valo tiikrozés, az origo kozépponta, 1

sugaru korre vonatkozo inverzio, origd kdzépponti, ?fszoros nagyitas (kicsnyités), arctg ifdel

3. Feladat. Hatarozzuk meg a zp = —2+1 pontnak az f(z) = melletti képét, majd

i
valo forgatas, végiil g—mal valo eltolas.


https://youtu.be/dfQfUO_a6h8
https://youtu.be/zrPgvWtylC8
https://youtu.be/sOn69JUPWec
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4. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt, amely

(a) —1-et a 0-ba, i-t az 1-be viszi és —i—t helybenhagyja,
(b) —1-et a co—be viszi és i—t valamint —i—t helybenhagyja.

Megoldas. u vﬂ“TUhe

5. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfliggvényt, amely az [i, 44| intervallumot az [1, 3]
intervallumba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) — 52;22?. @ YouTube
z 1

6. Feladat. Adjunk meg olyan lineéris tortfiiggvényt, amely az A = {z | 2 = 0, y < —1}
halmazt a B ={z | y =0, 1 <z < 3} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) =3 + % @ YouTube

7. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely a B = {z |y =0, 1 < z < 3}
halmazt az A = {z | © =0, y < —1} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) — 213. @ YouTube
po.

8. Feladat. Adjunk meg olyan lineéris tortfiiggvényt, amely az A = {z | z = 0, y < —1}
halmazt a 2 kozéppontt, 1 sugarta kor elsé siknegyedbe esé félkorivébe viszi.

Megoldas. Példaul f(z) = 321# °YOUTU|]E
z24+1i—

9. Feladat. Adjunk meg olyan linedris tortfiiggvényt, amely az A = {z | 22 +¢y* =1, y > 0}
halmazt a B ={z | y =0, > 1} halmazba viszi.

Megoldas. Peldaul f(z) = 5= Z)i +11 t @ YouTube
z

10. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {z | (v + 1) + ¢* =
1, y > 0} halmazt a B = {z | 22 + y* =1, > 0} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z2) = —iz —i. @ YouTube


https://youtu.be/ukW7uNCuMU0
https://www.youtube.com/watch?v=nZtcNu_uK1w
https://youtu.be/iYi7Ckh3IgM
https://youtu.be/1KRbyHQeJAY
https://youtu.be/Exn3Bo9onEk
https://youtu.be/vOzE1jvnlWk
https://youtu.be/GEZw1fJhJ10
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy milyen sikbeli transzformaciok sorozatat jelenti az
f(2) = (V3 +1i)z — 2+ fiiggvény.

2. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfliggvényt, amely a —1 pontot a 0 pontba, a 0 pontot
az ¢ pontba, és az ¢ pontot az 1 pontba viszi.

B csoport

Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az origobodl indul6, —1 + 2 ponton
atmend félegyenest a 2i pontbol induld, 1 + 2 ponton dtmend félegyenesbe visz.

C' csoport

Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {z | 22 +y?> = 1, z < 0}
halmazt a B ={z | z = 2, y > —1} halmazba viszi.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. A V3 +i komplex
szam esetén r = /3 + 1 =2, tgp = 1//3, igy
¢ = /6 alapjan
\/g ‘l’ Z — 26i7r/6 ’
azaz,
f(z) = 2652 + (=2 +1).

A transzformaciésorozat:

e origd kozéppontu kétszeres nagyitas,

e origo6 kozéppontu forgatas m/6-tal,

e cltolas —2 + i1—vel.

2. Feladat megoldasa.

Ekkor
—a+b
1 —-1) =
(1) f(-1) = =2
—a+b=0

b=a,

=0, azaz

b
(2) 7(0) = & =, vagyis
b=di,
at +b
cli+d
at+b=ci+d.

=1, tehat

1

1 pt

A b = a miatt a (2) Osszefliggésben a = di, azaz d = —ai. Ekkor a (3) Osszefiiggésben

ai+a=ci+ (—ai) = ci — ai

20 +a =

c=2a—ar.

Igy a keresett linearis tortfiiggvény

az+b_

f(z) =

az + a

z+1

Ccz+d (20— ai)z —ai

2—i)z—i

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa.
A megfeleltetés legyen példaul:

0 2, —142 = 142, oo = o0 .
Ekkor )
b ‘ :
(1) f(0) = 7= 2i, vagyis
b=2di. 92
v (=1+2)a+b ,
2 —1+27) = =142
@) f(-1+2) = g = 14
(3) A oo — oo tulajdonsag azt jelenti, hogy
c=0.
Igy a (2) 6sszefiiggésben
—1+2 2di
(=14 2i)a+2di _ oy

d
(—1+2i)a+ 2di = (1 + 2i)d
(—1+ 2i)a + 2di = d + 2di

(—1+4+2i)a=d
d
a= -
—1+2
Tehat . .
_az+b__1+2iz+2dl z

TG =g~ d DY

1 pt

2 pt

3 pt
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C' csoport
Feladat megoldasa. A megfeleltetés legyen példaul:

T = oo, —1 — 2, —i —2—13.
Igy
(1) ¢ — oo miatt e’
ci+d=0
d=—ci, ,
i
— b
2) f(—1):_Z:d:2, azaz -
pt
— b= —2c+2d
a—+ c+2a, ) 9
—ai+b
—7) = :2— h’
(3) f(—1) it d i, tehat .
—i

—ai+b=(2—1i)(—ci+d).

Ekkor (1) alapjan (2)-ben
—a+b=—2c—2c,

—ai+b=(2—1)(—ci —ci) = —4ci — 2c. 2 pt

Ezen egyenletek kivonva egymasbol:

(3)-ban

—a+ at = 2ct

a(=1+41) =2c
2i
a= -C
-1+
Igy
21 2i(—1 —1
b=—-2c—2ci+a=—2c—2ci+ ' -c= —2c—2ci + Z(, ) —c
—141 (—1+41)(—1—19)
. 2—=2 . . ‘
= —2c— 20+ c=—-2c—2ci+c—ci=(—1-3i)c.
Tehat
£2) az+b (1—i)ecz+(-1-3i)c (1—i)z—1-3i
Z) = = = .
cz+d cz — ci z—1 3 pt



D.

Derivalt

HAzi feladatok

Derivalt

o Haaz f(2) = u(x,y)+iv(z,y) = utiv komplex figgvény differencidlhato, akkor teljesiilnek
rd a Cauchy—Riemann egyenletek (CR7):

tovdbbd ekkor f derivdltja
fr= ), + v, = v, — iuy, .

e Ha a Cauchy—Riemann egyenletek mellett a parcidlis derwvdltak folytonossdga is teljestil,
akkor a figguény differencidlhato.

1. Feladat. Definici6 alapjan hatarozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) = 22z fiiggvény
differencialhato.

Megoldas. A derivalt definicioja alapjan

fz+C) = f(2) (z4+ O (z+ () — 22

P = iy =y
e ie . 9% S s _
:%%2,22(—1-,2( +Z§C+2Z<C+C<:?§5 (222+ZC+Z2%+22€+CC2)
= 22z + lim z2§ ,

¢—0

mivel ¢ — 0, ezért ¢ — 0 is teljesiil. A %ir% z2§ hatarérték fiigg a z értékétdl.
_>

e Ha 2 = 0, akkor ~ ~
1imz2§ = hmo-£ =1lim0 =0,
=0 ( ¢—0 ¢ ¢=0

és 22z = 0, tehat a fiiggvény z = 0-ban differencialhato és f/(0) = 0.

64



DERIVALT 65

e Ha z # 0, akkor lim z2£ = 2*lim §
¢—0 ¢—0(

o Ha ( a valos tengely mentén tart 0-hoz, akkor ¢ = ¢, igy

limg =liml=1.
C—)OC ¢—0

o Amennyiben ¢ a képzetes tengely mentén tart 0-hoz, akkor ( = —(, és igy

lirng =lim(—-1) = —1.
¢=0( ¢—0

Azaz a lim g hatarérték nem létezik, ezért ebben az esetben a fiiggvény nem differencial-

¢—0
hato.

Tehat az f(z) fiiggvény csak a z = 0 pontban differenciélhato.

2. Feladat. A CRT egyenletek alapjan el6bb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
22 Re 2 fiiggvény differencialhat6, majd adjuk meg a derivaltat is.

Megoldas. Az
f(z) = fle+iy) = (x +iy)*e = (2° — 2y®) + 227yi

felbontas alapjan a fiiggvény valos és képzetes része
u=u(z,y) = 2> —zy*, valamint v =v(z,y) = 22%.
Az u és v parcialis derivaltjai
ul, =32 — 3?2, u, = —2ry, v, =4vy, v, = 222,

tehat a CR7 egyenletek alapjan

/

u, = v, Uy, = —,
327 — gy = 227 —2xy = —4xy
2?2 =y zy =0

adodik. A masodik egyenlet miatt * = 0 vagy y = 0. Ha x = 0, akkor az els§ egyenletbdl
y = 0 kovetkezik; hasonléan y = 0 maga utan vonja = = 0-t. Igy a CR7 egyenleteket csak az
x =y = 0 pont elégiti ki, tehat az f(z) fiiggvény csak a z = O-ban lehet differencidlhato. Mivel
a parcialis derivaltak minden z,y pontpér esetén folytonosak, ezért az f(z) fliggvény valoban
differencialhat6 is az origoban és a derivalt értéke 0.

3. Feladat. A CRT egyenletek alapjan elébb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
(Re2)? + (Im 2)3i fiiggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.
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Megoldas. Mivel f(z) = (Rez)® 4+ (Im 2)% = 23 + y3i, ezért
u=2x" & v=1y".

A CRYT egyenletek alapjan

U = u = —v
x Yy Yy x

3% = 3y° 0=0

ZE2 — y2

|| = [y]

Az els6 egyenletet azon pontok elégitik ki, melyre fennall az y = 4z Osszefiiggés, a masodik
egyenletet pedig minden x,y pontpar kielégit. A parcialis derivaltak folytonosak, ezért az f(z)
fliggvény csak az x = y és az x = —y egyenesek mentén differencidlhato és a derivalt

f(2) =, + i), = 32° = 3(Rez)? = v, — iul, = 3y =3(Imz)*.

4. Feladat. A CR7 egyenletek alapjan el6bb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
cos z fliiggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.

Megoldas. Mivel

ei? + e 1% ei(a:Jriy) + efi(eriy) e~ ytiz + ey—iz

f(z) =cosz = = =
2 2 2
e Y(cosz +isinz) + e¥(cosx — isinw) eV+ev | eV —e¥
= =CoSx  ——(/— +1smxr - ——(——
2 2 2
e’ +e v e —e™ .
:cosm-T—zsmx-T:cosmchy—zsmxshy,
ezért
u=cosxchy é v=—sinzshy.

A parcialis derivaltak a kovetkezdsk:

u, = —sinxchy, w, =coswshy, v, =—coswshy, v, =—sinazchy.
Jol lathatéan u), = v és u, = —uv;, tehat a CR7 egyenletek teljesiilnek minden z,y szdmpdr

esetén. Mivel a parcialis derivaltak mindenhol folytonosak is, ezért a cos z fliggvény az egész
komplex sikon differencialhato, és derivaltja

, . , . ey +e ¥ eV —e ¥
f’(z):u;—l—w;:—smxchy—zcosxshy:—smx~T—zcosx-T
_ —¢Y(sinz +icosw) —e Y(sinz —icosx) eY(cosx —isinw) —e Y(cosz +isinw)
B 2 N 2

Ve iT _ oY pit eY—iT _ o—ytiz ez(fxfzy) . ez(erzy) e~ _ plz '
= , = , = , = , = —sinz.
21 21 21 21
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Harmonikus fiiggvények

Egy u(x,y) valds kétvdltozds fiigguényt harmonikusnak neveziink, ha uy, +uy, = 0. A v(x,y)
fligguényt azu(x,y) harmonikus fiigguvény harmonikus tdrsanak hivjuk, ha u és v kielégitik a CR7
egyenleteket.

5. Feladat. Ha az u(z,y) = 2* — y* + 2z — 3 fiiggvény harmonikus, adjuk meg a harmonikus
tarsat.

Megoldas. Elgszor megvizsgaljuk, hogy az u fiiggvény harmonikus—e. Az elsérendd parcialis
derivaltak

u, =2r+2 & u,=—2y.

A (tiszta) méasodrendiiek pedig

"o . "o
Upy =2 68 Uy, = —2,

fgy uy, + uy,, = 0 valoban, tehat u harmonikus. A CR7 egyenletek alapjan az u harmonikus

tarsara teljestilnek a kovetkezsk:

I A ! I
v, =Uu, =2r+2 & v, =—-u,=2y.

Ezek alapjan integrélassal kapjuk, hogy

v:/v; dy:/(2x+2) dy = 2xy + 2y + C + g(x)

illetve
U:/v; dmz/Zydszxy—i-C—i-h(y).

Tehat a keresett fiiggvény
v=2xy+2y+C.

6. Feladat. Ha az v(x,y) = e” siny fiiggvény harmonikus, adjuk meg a harmonikus tarsat.

Megoldas. Mivel a parcialis derivaltak

! T 3 /! __ x N T A " T o3
v, =€ sy, vy—e cosy, Vpp = € SINY €8 vyy——e sy,

fgy vy, + vy, = 0 alapjén v harmonikus. Felirva a CR7 egyenleteket u-nak a kévetkezs dssze-

fiiggéseket kell kielégitenie:

A A . r r T .
u, = v, =€"cosy & u, =—v, =—e"siny.

Ezek alapjan integrélassal kapjuk, hogy
U= /excosy de =e*cosy + g(y) + C,

illetve
u= /(—ezsiny) dy =e“cosy+ h(z)+C.

Tehat a keresett tars
u=-e"cosy+ C.



DERIVALT 68

Videdk

Derivalt

A kovetkezd feladatokban a Cauchy—Riemann egyenletek segitségével el6bb hatarozzuk meg,
hogy hol differencialhaté az adott f(z) figgvény, majd ennek segitségével adjuk meg a derivéaltat
is.

1. Feladat. f(z) = 22

Megoldas. Minden pontban differencialhato6 és f'(z) = 2z. °YOUTUbe
2. Feladat.
(a) f(z)=¢* (b) f(z) = Logz

Megoldas. u YOUTUbe

(a) Minden pontban differencialhato és f'(z) = e*.

1
(b) Barmely z € C\ {z | * <0, y = 0} esetén differencialhato és ¢'(z) = —.
z
3. Feladat. f(z) = z|z|?
Megoldas. Csak a 0 pontban differencialhato és f/(0) = 0. nYOUTUbe
4. Feladat. f(z) = 2?Im 2
Megoldas. Csak a 0 pontban differencialhato és f'(0) = 0. uvﬂllTllhE

5. Feladat. f(2) =y — 322y + i(2® — 3z¢?)

Megoldas. Minden pontban differencialhato és f'(z) = 322i. °YOUTUbe


https://youtu.be/kPVkD7J4WOo
https://youtu.be/yoajI9SIiAk
https://youtu.be/fkfFYHOizz4
https://youtu.be/e_HpYtvOVDk
https://youtu.be/Aaogf8F4yCQ
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6. Feladat. (a) f(z) =23+ (y—1)% (b) f(z)=a®—(y—1)%
Megoldas. u YOUTUhe

(a) Az y =1+ z esetén differencialhato és f'(z) = 3(y — 1)
(b) Csak a z =i pontban differencialhato és f'(i) = 0.

7. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = sin z fiiggvény derivaltjat formalisan, illetve a Cauchy—
Riemann egyenletek segitségével is.

Megoldas. f'(z) = cosz °YOUTUbe

Harmonikus—e az alabbi fiiggvény? Amennyiben igen, hatarozzuk meg a harmonikus téarsat.

8. Feladat.
(a) u=2x(1-y) (b) v=2z(1-y)

Megoldas. u YOUTUbe

(a) Harmonikus, és a harmonikus tarsa v =2y —y> + 22 +C, C eR.
(b) Harmonikus, és a harmonikus tarsa u = y*> — 2y — 22+ C, C € R.

9. Feladat. u = 2% — y?> — 22 + 3

Megoldas. Harmonikus, és a harmonikus tarsa v =22y — 2y + C, C e R. °YOUTUbe

10. Feladat. Milyen o(t) fiiggvény esetén lesz az u(z,y) = o(x? + y?) fliiggvény harmonikus?

Megoldas. ¢(t) =Injt|+C, CeR °YOUT“be


https://youtu.be/ke9Y7Nta4HY
https://youtu.be/J-psNXzR74U
https://youtu.be/NaofGyK9zDs
https://youtu.be/F3EY9gISNM0
https://youtu.be/y0Jl2yL3oFU
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Kvizek

A csoport

Feladat. Ha u(z,y) = 22 — 3zy — y* + 2y — 3x — sinz ch y fiiggvény harmonikus, adjuk meg a
harmonikus téarsat.

B csoport
1. Feladat. Formalisan hatarozzuk meg az f(z) = ch z fiiggvény derivaltjat.

2. Feladat. A Cauchy—Riemann egyenletek segitségével el6bb hatarozzuk meg azon pontokat,
ahol az f(x + iy) = 2%y + zy?i fiiggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.

C' csoport

Feladat. A Cauchy—Riemann egyenletek segitségével hatarozzuk meg, hogy hol differencialhaté
az f(z) = 2%|z| fiiggvény, ha z # 0.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. Ekkor
ul, =2r —3y —3 —coszchy w, = —3x — 2y + 2 —sinzshy,

és
ul, =2+sinzchy uy, = —2 —sinzchy,
igy
ul + u’y'y =0,
1 pt
tehét w harmonikus. P

A CRT alapjan

v, =u, =2r —3y —3 —cosxchy & v, =—u, =37+ 2y —2+sinzshy.

Yy T

Azaz

3
v:/v; dy:/(2x—3y—3—cosxchy) dyzQa:y—§y2—3y—cosxshy+0+g(x), 2 pt

illetve
3
v:/v; dm:/(3x+2y—2—|—sinxshy) de = §x2—|—2xy—2x—cosxshy+0—|—h(y).

Tehat a harmonikus tars

3 pt

3 3
v:2xy—§y2—3y—cosxshy+§x2—2x+0.
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A ch z fliggvény definicidja alapjan

igy

z —z. (-1 Z_ ,—Z
ey = SHE = S e et

2. Feladat megoldasa. Ekkor

és

A CR7 alapjén

r_
Uy = U,

2zy = 2xy ,
pt

ez azonossag, minden x,y pontpar kielégiti.

l /
u, = —v

Yy €T
22 =
222 =0,

ez csak x = y = 0 esetén teljesiil.
A parcialis derivaltak folytonossaga miatt az f(z) fliggvény a z = 0-ban differenciélhato.
Tovabba
fr=u,+u,-i=v,—v,-i
és u(0,0) =0, v(0,0) = 0 miatt 3 pt
1 (0)=0.
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C' csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

f(2) = fla+iy) = (v +iy)* Va2 +y° = (2 = y*)Va? + 12 + 2wy /2? + 2

alapjan
u=u(z,y) = (552 — )2+ 2, v =uv(z,y) = 2ay/a2 + 2.
lgy
x? — 2xy
Uy = 20\/2% + Y2+ ———— 21 vl =2y\/2? + R ————— - 21
2¢/2* +y° 2¢/x? 4+ y?
z? —y? 2xy
u, = 2y\/r2+y:+ ——= - 2y v, =2x\/1? + P+ ——— -2y 1 pt
y 2\/72 + 42 y o/t
tehat a CR7 alapjan
22 — g2 2y
2o/ + Y+ ————— 20 = 2o/ + P + ——— - 2y
2\ @ 4y 2¢/2% + >
(2 — y?*)a = 22y°
- 3:L*y2 =0
z(z® - 3y*) =0
=0 vagy 2°=3y°
illetve
z? — 2xy
2y + PP+ ———— 2y = 2y Py - ———— - 2z
2y £y 2y/2% + 3 2 pt

(2 — )y = —227%y.
Ezen egyenletbe

e az v = 0 értéket behelyettesitve —y3 = 0, azaz y = 0 adodik,
o az 12 = 3y helyettesitéssel

By — )y =—-2-3yy
2y3 — _6y3
8y =0,

azaz y = 0 és ezért x = 0 adodik.

Tehat mindkét esetben nem origoban 1évé pont nem lehet megoldas, azaz az origon kiviili 3 ot
pontokban f nem differencialhato. ‘



6.

Integral

HAzi feladatok

Integral

o Legyen f folytonos a v gorbén, és z =~(t), a <t < 5. Ekkor

/7f<2) dz :== /j Flz() - 2 (t) dt.

e Newton—Leibniz—tétel. Ha f(z) primitiv figguénye F(z) és a v gdrbe az a pontbol a b
pontba vezet, akkor

/f(z) dz=F(b) — F(a).
.
e Ha f differencidlhato, akkor

%f(z) dz=0.

o Cauchy—féle integrdlformula. Ha g differencidlhato és a zy pont a v gorbe belsejében van,

akkor . )
z
9(z0) —j{ J dz.
N

211 zZ— 2y

o Differencidlhanyadosokra vonatkozo Cauchy-féle integrdlformula. Ha g differencidlhato és
a zg pont a vy gorbe belsejében van, akkor

g(n)(zo) = n_‘?{ (L dz .

271 z — zp)"H!

e Reziduum formula. Ha g, h differencidlhatd, g(z0) =0, de ¢'(z0) # 0, tovdbbd a zy pont a
v gorbe belsejében van, és g—nek nincs masik zérushelye a v beljesében, akkor

hz) o _ o M=)
7{+ o) T g

74
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1. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(Imz+36iz — 2) dz
.

komplex vonalintegralt, ahol a v gorbe az 1 4 ¢ pontbol a 2 pontba mutato szakasz.

Megoldas. A fiiggvények folytonosak, igy az integral definialt. Az Im z fliggvény integraljat
definicio szerint kell meghatérozni. A 3e'* —2 fiiggvény primitiv fiiggvénye ismert, igy integraljit
a Newton—Leibniz—tétel alapjan szamoljuk. Ezek alapjan az integralt két részre bontjuk:

/ (Imz+3ei'z — 2) dz = /Imz dz + / (36” — 2) dz .

g g g

e Az els6 integrél meghatérozasdhoz paraméterezziik a gorbét:
z=yt)=[14+42=0+0)1—-t)+2t=1+t+ (1 —1t)i, 0<t<1,

Igy
Zt)=1—i ¢ Imz=1-—t.

/vlmzdz:/ol(l—t)(l—i) it — {(1—2') (t—%)]::%(l—i).

e A masodik integral

Ekkor

i 2
4 3et* 4 . .
/ (3¢ —2) dz = { S 22} = [=3ie™ — 22];,, = —3ie* — 4+ 3ie ™ + 2+ 2i.
ol g 1+i ’

Tehat |
/(Imz+3eZ—2) dz = —3i62i—4+3@'ei*1+2+2z’+5(1—1).
;

2. Feladat. Hatarozzuk meg az
/ (22 — 22) dz

o

komplex vonalintegralt, ahol a v gorbe a ;5 koriv 2 + ¢ pontjabol a —i pontba megy.

Megoldas. A fiiggvények folytonosak, és az el6z6 feladathoz hasonléan az integralt két részre

bonjuk:
/(22—,22) dz:/QZalz—/z2 dz .
¥ ¥ ¥

o A 22 fiiggvény primitiv fiiggvénye ismert, igy

/ > 217 2 10,
zdz = | = =—=— —1.
Y 3 241 3 3
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e A maésodik integral meghatarozasahoz paraméterezziik a gérbét:

y=At) =i+ 2, ogtgg.

Ekkor .
2 (t) = —2ie™™ és z=—i+ 2"
alapjan
/22 dz :/ 2 (—i+ 2¢") (—2ie™") dt = / (—4e™" —8i) dt
o7 0 0
= [—ic™" — 8it] ¥ = —4 — dmi + 4i.
Tehat 9
/(25—22) dz = —4 —4mi +4i + 5 + —i.
. 3 3
3. Feladat. Hatarozzuk meg az
sin z
j{ dz
Y 2= 2
zart gorbe menti integralt, ha
_ A —
(a) 7_72%»%7;,1 (b) ’7_7%71
Megoldas. A gorbék zartak, a zgp = 2 pont a gorbéken beliil talalhato, és a g(z) = sinz
fiiggvény differencialhato. Igy alkalmazhatjuk a Cauchyféle integralformulét.
v

(a) A ”y; 11 gorbe iranyitasa pozitiv, igy
2 b

7{ e = 2 g(2) = 27 - sin 2.
+ z— 2 B
Afﬁjl/
[ u

72+%i,1
(b) Mivel v, | iranyitasa negativ, ezért
27

sin z sin z
]{ dz:—% 2dz
gl 7P
27

z—2
—]{ Py = —2mi-sin2.
g 2

o |

1

+ z—
2+%i,1

4. Feladat. Hatarozzuk meg az
1
—— dz
f; (z—2)(z+1)

zart gorbe menti integralt, ha
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(a)

Megoldas. Az f(z) =

Y= (b) v =134 (¢) v=751_i1

1
—— fligevény a z; = 2 és a 29 = —1 pontokban nines értel-
(Z _ 2) (Z + Z) gg y 1 2 p

mezve, a sik tobbi pontjaban differencialhato.

(a)

(c)

Mivel az f(z) fliggvény differencialhato a
7,7 gorbén és a belsejében is, igy +

V.
i, 1

1
—————dz=0.

]{(z—Q)(z—kz) i

Csak a 21 = 2 pont van a 7 = 75, gorbe f\\
belsejében. Ezért az integralt atirva az ° u

2
S L\
——dz = ¢ " dz
Y (z—2 ¥ j

)z +1) z — ‘ p —1

A

1
z+1 Yo
fiiggvény differencidlhato a 'y{ | gorbén és '
a belsejében is, tehat alkalmazhatjuk a
Cauchy—féle integralformulat:

alakba, a szamlaloban szerepld g(z) =

1 - 1
L dr=¢ T dr=2mig(2) = 2mi —— .
j{(z—Z)(Z—i—i) : }{2_2 2= 2mieg(2) = 2w 5

Mivel a zo = —i pont rajta van a Vfl_m gorbén, ahol az f(z) fiiggvény nincs értelmezve,
az integral nem értelmezhetd.

5. Feladat. Hatarozzuk meg az

%22—3@’ d
——dz
7,24—1—422

integralt, ahol v = ’ygr_m,

Megoldas. A z* + 422 = 2%(2 — 2i)(z + 2i)
felbontas alapjan a kritikus pontok z; = 0,
Zy = 21 és z3 = —2i. Mivel a z; és z3 pon-
toknak a kor 2 — ¢ kozéppontjatol vett tavol-
séga /b < 3, a 2z, esetén pedig ez a tavolsag
V13 > 3, ezért csak a z; és z3 pont taldlhato
a koron beliil. Tehat két kritikus pont is van a
gorbe belsejében, ezért az integralt felbontjuk
két gorbe menti integral Osszegére:

ASS
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ahol y;—et és y3—at tetszblegesen valasztjuk gy, hogy ezen zart gorbék pozitiv iranyban keriiljék
meg az adott kritikus pontot, azonban mas kritikus pont ne legyen sem a belsejiikben, sem a
hatarukon, példaul v, = 'yaf 1 €sy3 = 71“21-7 1 - Ekkor

. . 2z—3t 22—31
22 — 3 22— 3 22(2-2; Ry
f%dz-j{2 Z, ! ,dz—]{z(—Q,)dz—F?{Q—J;ldz.
L 2t 4z L 22z — 2i)(z + 26) s 221 2

2z — 31
e Az els6 integral esetén a g3(z) = ﬁ fiiggvény differencialhaté a 3 gorbe belsejé-
22(z — 21
ben, igy a Cauchy—féle integralformulat a zy = —2i értékkel alkalmazva kapjuk, hogy
22—3i
z%(z—21 . . . 2 _2 - 3 7 3
fQ(—Q,)dz:2m~gg(—2@):2m- (,22), Lo
s 2 F2i (—2i)2(—2i — 27) 8

2z — 31
2244
azonban a z?-nek a zy = 0 kétszeres gyoke, ezért a differencialhanyadosokra vonatko-
z6 Cauchy—féle integralformulét kell alkalmazni az n = 1 értékkel. Mivel

e A masodik integral esetén a gi(z) = differencidlhaté a ~; belsejében, most

2(2%2+4) — (22 — 3i)2z

/ —
gl(z) - (22 +4)2 )
ezért 0o
2244 271 ’ .
dz=—-¢,(0) = mi.
7{1 22 1!
Tehéat

2z — 31 7. . T
ﬁdzz——ﬂ'l‘i‘ﬂ'lz—l.
5 20tz 8 8

6. Feladat. Hatarozzuk meg az

22 +iz
dz
, COSZ

(@) Ya =17, (b) % =102

integralt, ahol

Megoldas. A cos z zérushelyei g—l—lm (keZ)

alakuak, ezért a a fliggvénynek mindkét gorbe

belsejében van kritikus pontja. Jol lathatéan -~ /_
az integralformulak nem alkalmazhatoak, ezért . ' / ~ \ ) a o
ellendrizzik a reziduum formula feltételeit. A &;ﬂ

h(z) = 2* +iz, g(z) = cosz

fiiggvények mindenhol differencialhatoak, és

[g(z)]/gwm = —Sinzlgﬂ€7r — (_1)k+1 £0).
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(a) A v, gorbén beliil csak a zg = g pont talalhato, igy

2, ho(= = 4.
7{2+22dz:27m'- (2):2m'-4—.
!

cos z q(3) -1

(b) A 4, gorbe belsejében két kritikus pont ta-
T ™ :
lalhato, a 5 és a —5 Az integral megha-
tarozasa torténhet példaul a v, = v*,. | és
2?
a v, segitségével, hiszen ezen korokon beliil
mar csak egy-egy szingularis pont talalhato,

A
\ /a

e

felbontas alapjan.

Tehat az (a) rész eredményének ismeretében

22 +iz 22 +iz 22 +iz
dz = dz + dz
L, COSZ L. COSZ L. COSZ

2
™~ 44.T h(—Z
= 2mi - 2+ 2mi - ,( fr)
—1 g (-%)
2 2
T+ 3 ——i-Z
= 27i - 4 . 2 4 o 4 2
2 2 . 2_2
:_2m,.7r + 2m i T T
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Videdk

Integral

Hatéarozzuk meg az alabbi integralok értékét.

1. Feladat. /Rez dz, ahol v a 7&1 koriv —¢ pontjabol az 1 pontba megy.
gl

Megoldas. % + %z °YOUTUbe

2. Feladat. /z dz, ahol v a 4, koriv 1 pontjabol a —1 pontba megy.
gl

Megoldas. 0 u YOUTUbe

3. Feladat. / (2* —€” —ilmz) dz, ahol vy az [1,1] iranyitott szakasz.
0l

Megoldas. u YOUTUhe
—z+i6_1—1—z’ei+ Sl
3 3 2

4. Feladat. /(|z| +sh(3iz — 2)) dz, ahol v a 7y, kériv —2 pontjabol a 2i pontba megy.
gl

Megoldas. ‘ u YOUTUhe
Litdd ch(6: +§) —ch8 y

5. Feladat. /Rezlmz dz, ahol y:vy U~y és
g

e Y a 'yi'fl koriv —1 4 ¢ pontjabol a 0 pontba megy,
e vy ay(t) =t +it* gorbe 0 pontjabol az 1 + i pontba megy.

Megoldas. ° YouTube

11,3 om0 12
2 3T TR Ty T TR

6. Feladat. ]{(22 + Z) dz, ahol

il
(a) ~ az: i pontbol a —1 — ¢ pontba, majd az —1 — i pontbol az 1 — ¢ pontba, végiil az 1 — 1
pontbdl az ¢ pontba érkezs tort szakasz;
(b) v= Vi:-i,g


https://youtu.be/yom5wlFJpAs
https://youtu.be/rBb0pMz4Bnw
https://youtu.be/1fSvy3GgIkU
https://youtu.be/AhB-3sTJNO0
https://youtu.be/HllcHiZp5J8
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Megoldas. u YOUTUbe
(a) 4 (b) 18mi
1
7. Feladat. ]{ 5 dz, ahol
y 22— 4z
(a) v= ’Yﬂ-i,l (b) v= ’71,1 (c) v= Y01
Megoldas. ° YOUTUhe
a) 0 b T T
(a) (b) 51 () i
8. Feladat. ]{3— dz, ahol
423 =9z
(a) =01 (b) v =13 (©) v ="4is () v =4
Megoldas. u YOUTUhe
2 2 1
(a) —5mi (b) i (¢) —gmi (d) 0
9. Feladat. ]{f(z) dz, ahol v =~7,, és
gl
sin 2 22+ 4
a) f(z) = ——, =
@ 1= 3 o) 5=
Megoldas. ° YouTube
(a) gishQ, (b) 8.
z
10. Feladat. 7{ Epn dz, ahol v = .
Megoldas. 0 °YOUT|.|he
sh z _
11. Feladat. ]{ —— dz integralt, ahol y =", .
, 2t =1z 3
2
Megoldas. —gm' sin 1 °YOUTUbe
lad chz _
12. Feladat. ’ m dz, aholy=17",.
Megoldas. —micos 1 °YOUT|.|he


https://youtu.be/zc9JsGJyjNk
https://youtu.be/p0L3SMbyMsE
https://youtu.be/NQT2EwdCRBs
https://youtu.be/bg0zdD7MNBU
https://youtu.be/WZ4RzbKQU0U
https://youtu.be/Of6o-GnZjtY
https://youtu.be/fFnQsHxQZrk
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z

13. Feladat. ]{ dz, ahol v =~ ;,.

. z4 — 22
eg (cos ‘/75 + 2sin *g)
Megoldas. —2m + 27
8 V2i — /2
COS 2

14. Feladat. ]{ dz, ahol v =~

L 22(22 = 14 221)

Megoldas. 47 + 2m(sh1—2ch1)

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/WpYAsatcpz0
https://youtu.be/WITk7g_HOW0
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Kvizek

A csoport
Feladat. Hatarozzuk meg az

/Rez dz
”

integralt, ha v = 71 U s, ahol 71 a 7;, koriv 2 + ¢ pontjabol a —2 + ¢ pontba megy, 72 pedig a
[—2 + 4,4] irdnyitott szakasz.

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az
j{ (22— 22 —|—581nz) dz,

~

integralt, ahol v = 7:2.

C' csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az
dz

fé Ty

integralt, ahol

(a) v= ’Yo+,2 (b) v= V32

D csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az

]{ 2z —1 n Z+1 d
2
L \sin(bz —51) = 23+

integralt, ahol v = ’y: 1-
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

1 Y1
/ Rezdz:/Rezdz+/Rezdz. \ /
Y1Uvy2 Y1 Y2 ! ;
—2 2
Az els§ integral esetén

z=my(t) =i+2(cost —isint), 0<t<m, 1 pt
2/ = —2sint — 2icost és Rez = 2cost.
Tehat

/Rez dz:/ 2cost - (—2sint — 2icost) dt:/ (—4costsint—4icos2t) dt
Y1 0 0

= /o (—2sin2t — 2i(1 4 cos 2t)) dt = [cos 2t — 2it — isin 2t];

= cos2m — 2im — isin 2w — (cos 0 — isin0)
=1-2m —1=—-2m. 2 pt

A masodik integral esetén
z=ppt)=—2+i+ (i —(=2+0)t=-2+i+2t, 0<t<1,

igy 2/ =2 és Rez = —2+ 2t , ezért

1 1
/Rezdz:/(—2+2t)~2dt:/(—4+4t) dt
Y2 0 0

= [4t+2%] = —4+2= 2.

Azaz
/ Rez dz = —2mi — 2. 3 pt
Y1Uv2
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B csoport

Feladat megoldasa. Az integralt két részre bonjuk:

]{(22—z2+5sinz) dz:]{2z dz+]{(—zz+5sinz) dz .

Y Y Y

A —2z? + 5sin 2 fiiggvény differencialhato, igy

7{ (—22 + SSinz) dz=0.

.

A mésodik integral meghatarozasahoz paraméterezziik a gorbét:
z=7(t)=i+2" 0<t<2r.

Ekkor
2 =2ie" 65 z=—i+2 "

alapjan
2 ] ] 27 )
f 2z dz = / 2 (—i+2e7") - 2ie" dt = / (4" + 8i) dt
Y 0 0

4ot 27 Lot 2T 40
:[6 +82’t] :(e, +8i-27r)— ¢

1 0 ] 1

4 .4 )
= -+ 167w — — = 1677
1 )

1 pt

3 pt
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C' csoport
Feladat megoldasa. Ekkor a szingularis pon-
tok a . _\ Ve
- 19 '
(z+3)z—i)=0 / \
-3
egyenletbdl: z = —3 és z = i. .
(a) A 74 =70, kOr esetén az i a gorbén be-
liil, —3 a gorbén kiviil talalhato. Igy
5 G 5 5
(2+3) . .
— dz = - dz =2m | ———— = 270 - — .
jéa (z+3)4z —1) j{a z—1 [(2’—1—3)4}21. (14 3)%
(b) Av, =, , . negativ iranyitasa, a —3 a belsejében, az i a gérbén kiviil van. Ezek alapjan
5 i 2 . n
7{ 1 . dz:% Z_’4dz:—ﬂ~{ 5,1 .
o (2 +3)4 (2 —1) (2 +3) 3 le—i],_

A derivaltak

Azaz

Igy

1 pt

2 pt

3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa. A szingularis pontok

o sin(bz — 5i) =0 N

52 —5i=km, k€Z

k
Z:gﬂ+i,kez, o 1o o
ez végtelen sok pont.
° 2 4i=
A o )
P =—i=e2

_ T 2km ;

z=e T3 ke{0,1,2}

ez harom pont.

1 pt

A v belsejében csak az i taldlhato, ami mindkét megoldédshalmaznak eleme. Tovabba

[sin(5z — 57)]’_, = 5cos(5z — 5i)|,—; = Hcos0 =5

és 9 bt
(23 i), =322,y = 3> = —3. il

Igy a reziduum formula alapjan

0, _ i 0y il . 0 _ i
7{#@:%. Pl g B
., sin(5z — 51) 5cos(5z — 5i)|,= 5
illetve ) ) o
7{ zg—i—z» dZ:27TZ"Z+22|Z:i:27TZ'-Z+Z,
L 23 322, -3
tehéat

95— : 0 _ i .
%( S - +Z+Z,> dz = 2mi - 2 Z—|—2m'-l+z, 3 pt
L \sin(bz —51) = 23+ 5 -3



7.

Laurent—sor; Fourier—sor

HAzi feladatok

Laurent—sor

Ha az f(z) fiiggvény differencidlhato a z
pont korili (K, Ky) korgydriben, akkor e kor-
gytriben a figguény Laurent-sorba fejthetd a
zo pont koril:

ahol

(o fle) .

"~ 2mi o (2= 20)n !
és v a korgyidriben halado, a zy pontot pozitiv
wranyban megkeriild, eqyszerd zdrt gorbe.

Z+1

Megoldas. A Laurent—sorokat nem a definicié alapjan szamoljuk. Tortfiiggvények esetén eze-
ket a geometriai sor alapjan kapott

1. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = fiiggvény zy = 1 4 4 koriili Laurent—sorait.

d ¢, hal¢ <1,
n=0

= -1
D halg>1
n:lC

Osszefiiggés segitségével hatarozzuk meg, amint azt a 2. fejezet 4. feladataban mar gyakoroltuk.
A fliggvénynek egy szingularis pontja van, a —i pont, ez nem egyezik meg a kifejtés helyével.
Ezért a nevezében kialakitjuk a

1
1=¢

z—2p=z—(14i)=2—-1—1

88
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kifejezést, majd a maradékot kiemeljiik:

r 1 1 1 1 1
. = ; . = P = - z—1—i) °
z+1 z—1—9+1+2¢ 1+ 22 Z1+2i—|—1 1+ 22 1_(_1+21)
T " . 1 ) z—1—1
Ekkor a masodik szorzotényezs alakud, ahol ( = —————
—( 1+ 24
e Amennyiben [(| < 1, azaz
Ry (14
2 il |z — (1 +1)] 1
1+ 2i V5

lz—(1+4)|<V5

alapjan az 1 + i kézéppontu, v/5 sugara koron beliil a Laurent-sor

o o0

1 1 z—1—14\" 1 (z—1—10)"
= . - ) =—" S L S A
z+i  142i ;( 14 2¢ > 1+ 21 ;( ) (1+2i)m

0 =0

'I’L

:Z 1+22 n+1 p=1=0)" =T,

n:0
ami a fiiggvény 1 + ¢ koriili Taylor—sora.

e Ha |C| > 1, azaz az 1 + i kézépponti, /5 sugart koron kiviil a Laurent-sor

1 s 1 —1 -1
z+i:1+2 Z - i)”:1+2z‘ 2. (=) "

n=-—00 1+2i

= i ((_L(z—l—i)"::L.

1 + 2¢)n+!
T

A fliggvény szingularis pontja, a —i pont a / \\
2o = 1 + 1 kozéppontu V5 sugaru koérvonalon ! ‘\
talalhato. A koron belil 7') a koron kiviil az L i ° |4 ':
Laurent-sor allitja els a fiiggvényt. 3 2= b

1]
2. Feladat. Hatéarozzuk meg az f(z) = W fiiggvény zy = —1 — i koriili Laurent—
z

sorait.
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Megoldas. A fiiggvénynek két szingularis pontja van, a —2 és az ¢ pont. Elsé lépésben elemi
tortekre bontjuk a fiiggvényt. A tort nevezGje két kiilonbozé elséfokiu tényezs szorzata, igy a
felbontas:

5 A B Az —1i)+ B(z +2)

1= 242 =i (x2(z—i)

Y

amibdl
5=A(z—1i)+ B(z+2).

Az egyenletbe behelyettesitjiik a nevezs gyokeit.
e A z=—2ecsetén b = A(—2 — i), ahonnan

5 5(=244)  5(=2+0) ,
A_—2—i_(—2—z')(—2+i)_ PR

e A z =i esetén pedig 5 = B(i + 2), ahonnan

5 s2=i)_5e-d)
Titv2 @2tiie- 5 "
ley ) —2+1  2—1
f(z>:(z—|—2)(z—i):z+2+z—z"
A 24 i 2
—2+41 —1
fi(z) = s fo(z) = P

fiiggvényekre, amelyeknek mar csak egy—egy szingularis pontjuk van, alkalmazzuk az el6zd
feladat gondolatmenetét.

e Az fi(z) figgvény csak a —2 pontban nem differencialhat6. Tovabba

fie) = 2H —24i —24i 1 2 1

Z) = = g . - g . -

' 242 zl4i+l-i  1-q H=HHE 41 144 - =LY
z+1+1

rt (= ————.

ezért (; 1T

o Ekkor || < 1 esetén, azaz a |z + 1 +i| = v/2 koron beliil Taylor-sort kapunk:

241 2— i = /2z+14+\" 24
= =y - - 144)" =Ty .
Z 42 —1+z’z< —1+z’) ;(—1+¢)n+1(wr ) !

n=

o Amennyiben |¢,| > 1, azaz a |z 4+ 1 + i| = v/2 koron kiviil

24 2—i X 1 R R— 2+ 140\"
z+2 _—1+i;(%)”_—1+¢n2 (_1)( —1+i)

-1

—2 4 o
= ) iyt =L

n=—oo
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e Az fy(z) fuggvény csak az i pontban nem differencialhat6. Tovabba

o 2 2 2 —i 1 ~24i 1
9(2) = - = ; . = PO = - Z41+i
z—i  z+14+di-1-2i —1-2 =41 1420 1——1++2J;
o z+ 141

SIe =T

o Ekkor || < 1 esetén, azaz a |z 4 1 +i| = /5 koron beliil Taylor-sort kapunk:

2—i  24i~(z+1+i\" o 241
- ETATEY N TE i) = Ty
Z—i 1+2¢g;( 1+ 2i ) ;;a+2@w42+ =T

o Amennyiben |G| > 1, azaz a |z + 1 +i| = /5 koron kiviil

. G .o —1 S\ T
2—1 -2+ -1 —2+1 z4+ 141
z—i 1+Qi§2@£%f/ 1+%n§;f )<1+2i)

- Z 1+2Zn+1 (z+1412)" =: L.

A fentiek alapjan a fiiggvény Laurent—sorai:

e amennyiben |z + 1 +i| < v/2

o0

2—1 -2+
f(Z) 1+ 12 ot (_1 + Z')n+1 (Z + 1+ Z) + g (1 + 2@)n+1 (Z +1+ Z)

= 2 — i —241 ,
= < : + : )(z—I—l—i—z)”;
n=0

(=1 +4)»+t (1 4 20)nt!

o

e a2 < |24 1+i| < /5 korgytirtiben

-1

—2+1 yr -2+ .
fe) =Li+T= ), gttt +Z TR

n=—0oo n=

e a|z+1+i| > /5 tartomanyban

-1 . -1

f)=Li+Ly= ) (_;iﬁ(zﬂﬂ)u >

n=—oo n=—oo

-1

24 2 n
= Z ((—1+i)”+1+(1—{—2i)”+1)(z+1+l) :
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R
o7 "o,
P N
// \\
/ o N
// _2 //’/ \\\\ \\
(Y- \
/ lad \ \
/ // \ \\
\
,I / \ \
I ! 20 \ |
| : . ' :
! \ II |
‘\ / |
\ \ T1+T2 K //
\ \
\\ \\ . ’ ,/ L1+L2
\ \\\_ _ -7 //
N - ,
.
N L1—|—T2 -7

3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = fiiggvény 2o = 0 koriili Laurent-—sorait.

23(z —1)
Megoldas. A fiiggvény két szingularis pontja a 0 és az ¢ pont. A kifejtés helye 2y = 0 egybeesik
az egyik szingularis ponttal, ezért
1 1 1 1
fR)=5——F==3 = — - fi(?)

Bz—i) 28 z—1i 23

alapjan el6szor az fi(z) fliggvény zg = 0 koriili Laurent—sorait kell meghatéarozni.

_ n=0
R
Z i"+1zn’ ha |z| > 1.
\ n=—00
Innen kapjuk, hogy f(z) Laurent—sorai:
( 00 1 .
| | . Zoinﬂz , ha0 < |z| <1,
B(r—4) B »—5 ) 2L
PAle=i) 2oz Z inilz"_3, ha |z| > 1,
\ n=—00
(& -1
Zin+4z”, ha0<|z] <1,
_ ) n=-3
="
Z Wz”, ha |z| > 1.
\ n=—00
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A kovetkezd feladatok megoldasa soran hasznaljuk az alabbi Gsszefiiggéseket:

z _ = 2"
ef = Z T zeC
n=0
> . Z2n e Z2n
COSZ:n:()(—]_) W’ ZG(C ChZ:;w, ZEC
‘ i( 1)n Z2n+1 cC . i Z?n—H cC
Sinz = — B —— z shz = P — V4
ot (2n+ 1)1 = (2n+ 1)1’

4. Feladat. Hatérozzuk meg a ]{ Pes dz integralt v = ;" .2 esetén a Laurent—sor segitségével.
gl

Megoldas.

Az f(z) = ZPe: fiiggvény egyetlen szingulé-
ris pontja a 0 pont, amely a pozitiv iranyitasa
~ gorbe belsejében van, igy a keresett integral
meghatéarozhato az f(z) figgvény 0 pont koriili
Laurent—soranak segitségével: 1+

1 .
}{z?’ez dz = 2mic_q . o
v 0

Az e: fiiggvény 0 pont koriili Laurent—sorat az

[e.9]

1
Osszefiiggésbdl a ( = — helyettesitéssel kapjuk:
z
0 0

ei:Z%G)n: > (_1“)!/1, 240,

n=0 n=—oo

Ezek alapjan az f(z) fiiggvény 0 koriili Laurent—sora
0 0

1 1 1 1
3 Z — 3 n __ n+3 __ n
Fes =2 3 —n)l” ~ 2. =D Z@(—mg)!z ’

n=—oo n=—oo n=—

és igy
1
C1= 7,
4!

o
j{z?’ei dz = m .
. 4!

MEGJEGYZES. A c_; értéket az f fliggvény 0 pont koriili reziduuménak nevezziik és a Res(f,0)
jelolést hasznaljuk réa. B¢

tehat
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5. Feladat. Osztalyozzuk a kovetkezs fliggvények izolalt szingularitésait.

sh z 3 1—cosz

() = (b) ch—— (©) —
Megoldas.
sh

(a) A —— fiiggvény egyetlen szingularis pontja a 0 pont. A

o0

1
h —_ 2n+1
e ; nt+ 1)~

Osszefiiggés alapjan a 0 pont koriili Laurent—sor

Shz = 2l & 1 P R | 1
;2714—1 A _;(Qn—i—l)!z =g gttt

A sornak véges sok negativ kitevGji tagja van, és a legkisebb kitevs a —3, ezért a 0 pont
harmadrendi poélusa a fiiggvénynek.

3
b) A ch
(b) A ch =

pont koriili Laurent—sor

- fiiggvény egyetlen szingularis pontja az ¢ pont. A ch z sorfejtése alapjan az ¢
i

A sorban végtelen sok negativ kitevGji hatvany szerepel, ezért az i pont lényeges szingu-
laritédsa a fliggvénynek.
(¢) Az egyetlen szinguléaris pont a 0 pont, és a

l—cosz 1 = (-1)" 1 = (-1)"
- e 1 o n _ o n
22 22 ( Z (2n)! - ) 22 ( Z (2n)! :
n—l—l 2n n+1 1 1 1

:Z 2n 2222 2n :§_IZQ+EZ4_”‘

n=1 n=1

sornak nincs negativ indextd tagja, ezért a 0 pont megsziintethets szingularitasa a fiigg-

vénynek.
. 1—cosz . . . . .
MEGJEGYZES. Az f(z) = 5— kiterjeszthetd differencidlhato fiiggvénnyé:
z
f(z), haz#£0,
9(z) =4 1
3 ha z=0.
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Fourier—sor

A 27 szerint periodikus f(x) figguény komplex Fourier—sora az

f(.’ﬂ): Z Cneina:

fiigguénysor, ahol

1 [" -
Cn = 5o /_7r flx)e ™ dx .

6. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez§ fliggvény komplex Fourier—sorédnak egyiitthatoit al-
gebrai alakban.

0, ha —7r§:c<—g,
€Tr) =
f@) 1, ha —z§x<7r.
2
Megoldas. Ha n = 0, akkor

27?00—/ f(x)dac—/ 1dx—3§,

jus
2

3
azaz Co = 7. Amennyiben n # 0, akkor

27rcn:/ f(z)eme dx:/ e dy = {e }

(ME

—in
igy a komplex Fourier—egyiitthatok:

—nme
c, = — (e —
2nm (

c :;(e_ﬂi—egi) :;(—l—i): ! -1
Tk + D 2(4k + 1)

Mivel e periddusa 27, ezért az algebrai alak megadaséihoz négy esetet vizsgalunk.

B+ Bk+m
1 0 : 1 1 .

= L N — 1 ]_ =
2= 5k + 21 (¢ —em) e Y S e

7 ) . i -1 1

- v - 0y = -1 N —

k3 = 5k + 3)m C ST
i
Car =

Bk+6)r  ®k+o)m
%(60—60) :0,

ha k#0.
7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezé fiiggvény komplex Fourier—soranak egyiitthatoit, to-
vabba a valos Fourier-soranak egyiitthatoit is.

f(x)_{o, ha —7<z<0,

r, ha 0<zxr<m.

95
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Megoldas. A

™ T 277 2
27r00:/ f(x)dx:/ rdr = {w_} :W—,
—r 0 2], 2

alapjan ¢y = % Tovabba, ha n # 0, akkor

s
27TCn:/ e ™ dx
0

miatt parcialis integraléssal,

ahonnan
— . 1 " ' | ;
27rcn — / xe—ww dx — {ﬂe—iﬂll' + _2€—zna::| — W_Ze—rwrz + _2(6—717TZ o 1) .
0 n n ) n
Igy
1 i 1 ( i 1) 1 1
c =————¢ e —1)=— -
LT 902k + 1) 27 (2k + 1)? 22k +1)  w(2k+1)2°
iy 0 J
= — —1)=—, ha k#0.
k= 3¢ Foppel© “U =g ha k7
Az
ayg = ¢y, a,=2Rec, és b,=—-2Imecg,

T
Osszefliggések alapjan a valos Fourier—sor egyiitthatoira kapjuk, hogy ag = " valamint

2 b — _1
A2k41 = NCIESE 2k+1 2/€1_|_1’
agkIO, bgk:—— ha k;«éO

2k’
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Videdk

Laurent-sor

Adjuk meg az alabbi f(z) fiiggvények z, pont koriili Laurent-sorait.

1. Feladat. f(z) = zj—z’ és
(a) 20 = —i, (b) 2o = 0.
Megoldas.
(a) (z+4)""
iz‘”“z”, ha |z] < 1
n=0

(b) "=
Z —"*2" ha |z > 1

n=—oo

1
2. Feladat. f(z) = T A= 2—1
Megoldas.
00 1 n+1
Z(l—i) (z—2+149)", ha |z — 24+ < V2
n:_()l . -
Z_<1 ) (z=2449)", hal|z—241i>+2
—1
3 .
3. Feladat. f(Z) = m, 20 =1
Megoldas.
( oo 1 n+1 1 n+1
g%(( 2-9 ( )(1+J )@ ",
-1 n+1 n+1
n 1 A\ 1 A\
-1 n+1 n+1
1 1
nz_oo< (55) +c0 (i) ><z i
z

4. Feladat. f(z) = T
z

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

ha |z —i| < /2
ha v2 < |z —i| <5

ha /5 < |z — i


https://youtu.be/N-zRwlbU5mY
https://youtu.be/AmsThIdjTho
https://youtu.be/t6Rt5jmNXxQ
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Megoldas. u YOUTUbe

Z(—l)”z4n+1, ha |z] < 1
n=0

1

Z (1)t ha |z > 1

5. Feladat. Adjuk meg az f(z) = fliggvény 2y = 2i¢ pont koriili Laurent—sorat a

2(22+1)
2 < |z — 2i|] < 3 korgyftriben.

Megoldas. 3 YouTube
2 () S e B ()

n=—oo n=0

Hatarozzuk meg a kévetkezd integralokat a megfelel§ Laurent—sor segitségével.

6. Feladat. f{ Ra—
" 2%+
Megoldas. 0 °YUUTUbe
1
7. Feladat. ﬁiz m dz
Megoldas. 0 °YOUTUbe

1
8. Feladat. ]{ 22 sin — dz

+ z
0,2

Megoldas. —gi °YOUTUbe

1
9. Feladat. 7{ (z+1)ch dz
Vs z—1

Megoldas. u YOUT“be


https://youtu.be/zNwvmItLAzE
https://youtu.be/TQI-aIii8UI
https://youtu.be/Gkslxikk5BY
https://youtu.be/PfYgSaCOCSo
https://youtu.be/xvOkDn3L0A4
https://youtu.be/-NjkCG4Kwik
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10. Feladat. Adjuk meg a kiovetkezé fiiggvények szingularitési helyeit és hatarozzuk meg, hogy
izolalt-e.

(b) () —

z+1 sin 2z 1 — ez
Megoldas. ° YOUT“he

(a) A —i pont izolalt szingularitas.
(b) A {km, k€ Z} pontok izolalt szingularitasok.

© A {5

(a) cos

k€ Z\ {0} ¢ pontok izolalt szingularitasok; z = 0 nem izolalt szingularités.

11. Feladat. Osztéalyozzuk a kiévetkez6 fliggvények izolalt szingularitésait.

(a) D (b) e, (c) 032

22 z
Megoldas. ° YOUTUbe

(a) A 0 pont mésodrendi polus.
(b) A —i pont lényeges szingularitas.
(c) A 0 pont megsziintethetd szingularités.

12. Feladat. Adjuk meg a g(t) =

ségével.

—— fliggvény valés Fourier—sorat a Laurent—sor segit-
5 —4cost

Megoldas. 1+ Z 27" cos nt °Y0uTuhe

n=1

Fourier-sor

A kovetkezs feladatokban hatarozzuk meg a megadott fiiggvény komplex Fourier—sordnak
egyiitthatoit.

13. Feladat.
1, —m7<z<0
f(x>_{0, 7;<x§7r
Megoldas. ¢y = %, Cp = % : %, n#0 °YOUTUbe
14. Feladat.


https://youtu.be/g5f7D34n5Xw
https://youtu.be/hcWZWer64ew
https://youtu.be/0XGQVXj42LQ
https://youtu.be/tV0YPxWGPiQ
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Megoldas. ¢, = L—in 1= (=" °YOUTUbe
2 1+ n?

15. Feladat.

Megoldas. u YOUTUbe

. i (n#0); cn-1=0 (n#0,1)

2
co = 0; C:|:1:Z§ CQn_;'

16. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvény Fourier—transzformaltjat.

T 0<zx<
Flay=q0 0 ="
0, kiilonben

Megoldas. u YOUTUhe

F(w) = 1+e™™- (wsinmw — cos Tw) " —w+e T wceosTw + sinmui
(1+w?) (1+w?)



https://youtu.be/GSRP00oZV58
https://youtu.be/ClLmSRMyOlo
https://youtu.be/PnD_q4-Hpzc
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Kvizek

A csoport
3 2 2 . 2 .
Feladat. Adjuk meg az f(z) = e e 2240+ Laurent-sorait az a = —1i
z+4+2 z+42
pont koriil.
B csoport
Feladat. Adjuk meg az f(z) = —; ] fiiggvény i pont koriili Laurent—sorat az 1 < |z —i| < 3
z
korgytriiben.
C' csoport
. z+1 : : o
Feladat. Adjuk meg az f(z) = 1 Laurent—sorait az a = ¢ pont koriil.
z

D csoport

1
}{ sin - dz
it 2z +1
0,1

1
Feladat. Osztélyozzuk az f(z) = sin 5 fiiggvény szingularitasait, majd hatarozzuk meg a
z

integralt.

E csoport

Feladat. Adjuk meg az
e —m<x<0
-1

0, O<z<nm

fiiggvény komplex Fourier—soranak c,, egyiitthatoit algebrai alakban, majd ennek segitségével
a valés Fourier—sor a,, b, egylitthatoit is.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa.

A 2? + i fiiggvény differencidlhato, igy a Taylor-sora lesz a Laurent—sora barmely z-re.

g(2) =22 +1i, ¢(2) =22, ¢"(2) =2, g(”)(z) =0, n>3 alapan
g(—i) = =141, ¢'(—i) = =2i, ¢"(—i) =2, g™ (=i) =0, n >3, ezért

2
z+1i)?.

2 ti=—14+1i—2i(z+1)+ 21(

Az nem differencialhaté a —2 pontban, tovabba
z
I 1 1 11 1
242 z4i+2-1 2-d 41 2-0 1- 3
miatt
I &/ z+i\" Z+i
h <
! 2—i;<—2+i) ’ I
2+2 1 ! 241 \" zZ+1
— h 1
2—2'”:200 (—2—|—z'> Al g ’
aAzZaZ

—~ -1 \n .
) ZW(Z—FZ) , ha]z+z|<\/5,
_ n=0

- —1

+2 1

Tehat f Laurent—sorai:

e ha |z +i| < /5, akkor

f(z):—1—|—i—2i(z+i)+(z+i)2+2ﬁ(2+i)”

n=

—21—1—2'_ (2”@) (z+14) + (1+(_2_—H.)3> (z +1)?
+Z 2+zn+1 (z+9)",

e ha |z +i| > /5, akkor

= —14i-

-1

=3 ﬁ(z—l—i)”—1+z’—2i(z+i)—|—(z+z’)2.

n=—oo

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. A szinguléris pontok: .

24 4=0 /

- 2
22 = —4 =4e™ / SO

by . PN
Z:\/Z€21+km, k:O,l ; / »[/

2z =42, \ N
melyek az R
1<|z—il<3 RN
korgytrit hatarold korokon helyezkednek el. —2 T
Tovabba ‘ . _
4i A n B A(z+2i)+ B(z — 2i)
244 =2 242 2244 ’
azaz

4i = A(z + 2i) + B(z — 2i).

Ha z = —2i, akkor 4i = —4Bi, azaz B = —1.
Ha z = 2i, akkor 47 = 4 A1, azaz A = 1.
Mivel 2i a bels koron van, igy ha |z — ¢ > 1, akkor

I 11 1
2=2 z—i—i —i =41 —i 1-=
—1 ) —1
1 z—1 1 n
=5 () = X g
Ugyanakkor —2i a kiils6 koron van, ezért ha |z — i| < 3, akkor
I | 11 1
22 z—i+3i 3 =41 3 1- =
1 (z—i)” = -1 ,
— N (=) =Y ——— (-
3i £\ —3i nZ:O (—3i)n+t

Azaz, ha 1 < |z —i| < 3, akkor
41 1
2244 2—2 2+ 2

1 pt

2 pt

3 pt
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C' csoport
Feladat megoldasa. A szinguléris pontok: |
Z2+1:0 //// ) \\\\
P =—1=e" ! o \:
Z_e§1+k7m’ kIO,l \\\ /
z ==, _1T
azaz a kifejtési hely, a = i egyben zérushely.
Ekkor
z+1 z+1 1 z+1
{0 P e -
2241 (z—d)(z+14) z—i z4i
1 z2+i+1—1 1 1—1 1 1—1 1
= - - = -1+ - | = -+ -
Z—1 Z+1 Z—1 Z+1 Z2—1 Z—1 Z+1
Tovabba
o 1 1 1 1
z4i z—i+20 2 41 21—
miatt
1 & —i\" —
_Z<Z Z) , ha : ‘Z 1,
1 2 = -2
z+i ] 1 « z—i\" —i
2— _z: ( ) s ha DY > 1,

Tehat a Laurent—sorok:

e ha 0 < |z — | < 2, akkor

1 > —1—Z 1 1 _]-_Z 1

f(z):z—z ZO((Qi)”+)1(Z_Z>n _z—z+ (—22 )(Z_Z)
(11— L - o= (1 .
D L CEURED Dp= L
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D csoport

Feladat megoldasa. Az egyetlen szinguléris pont:

224+1=0
1.
z=—=i.
2
A
. - - (_1>n 2n+1
Sin z = ; mz , 2 € C

Osszefliggés alapjan a zg = —§z pont koriili Laurent—sor

oo n 1 2n+1 0 _1)» 1 2n+1

-2 IO
2z+z — 2n+ 2z 41 — (2n+ 1! \2(2 + 31)
o) n 1 2n+1 o] _1)n 1 —2n—1
-3 21( ) = e ()

— ( 2n+1 222l \ 2 4 gi — (2n + 1)1 220F 2

1 1 +1,*3+ 1 Jrl,*"’Jr

= z+ =i z+ =i .

T2 3.2 2 5!.25 2

1
A sornak végtelen sok negativ kitevsji tagja van, ezért a zg = _ii pont lényeges szingula- 2 pt

ritas.

1
A zy = —=i pont a 7y gorbén beliil talal- n

hato, ezért

1
7{+ sin P dz = 2mi - Res(f, zo)

0,1

N [—

1
:27ri-c_1:27ri-§:7ri.
3 pt




LAURENT-SOR; FOURIER-SOR 106

E csoport

Feladat megoldasa.

™ 0 2270 —27
1—
2mcy = / f(z)dx = / e* dr = l%] = Te,

1—e 27
azaz g = ————
0 4
2me, = flx)e ™ dx = / eXe M dy = / ez gy
_ e(2—in)z 0 _ o0 _ e—(2—in)T - =27 pin | pt
2—an | __ 2—1n 2—1n
1= e (=) 1+ (—1)ntle=2m
N 2—1in n 2—1in
1 + (_1)n+1672ﬂ' 2+m 1 + (_1)n+1672ﬂ' <2+ . )
p— . p— . /I/n
2 —1in 2+1in 4 + n?
1 -1 n+1,-27 1 -1 n+1,-27
e ye T e
4 4+ n? 4 4+ n?
ley (—1)"+le2 (—1)nt+le2
14 (—1)"T e =" 14 (—1)"T e 47
= n - , NEL. /
(4+n%)m T 204 +n?)m " 2 pt
A valos Fourier—egyiitthatok:
1—e 2
an = Cnh =
0 0 e
és n € N esetén
1 -1 n+1l_,—27
a, = 2Rec, =2 + ()™ e ,
(4+n?)m
. 14 (=1)mHe2m 3 pt

b, = —2Ime, = —
S O Ry



8.

Események; kombinatorikus val6szintiség

HAzi feladatok

Események

1. Feladat. A miiszaki matematika gyakorlat 25 hallgat6jarol a kovetkezsket tudtuk meg: 14-en
WoW-oznak, 10-en LoL—oznak és a hallgatok 12%-a mindkét jatékkal jatszik. Halmazelmeéleti
miiveletekkel adjunk valaszt a kévetkezd kérdésekre.

(a) Hanyan vannak azok, akik WoW-oznak, de nem LoL—oznak?
(b) Hanyan jatszanak pontosan egy jatékkal?

(c) Hany {6 jatszik legalabb egy jatékkal?

(d) A hallgatok hany szazaléka nem jatszik egyik jatékkal sem?
(e) Hany szazalékuk jatszik legfeljebb az egyikkel?

Megoldas. A helyes vilasz megadésat segiti a Venn—diagrammal vald szemléltetés. Jelolje €2
az alaphalmazt, azaz a miszaki matematika gyakorlat hallgatoit, W a WoW-o0z6, L pedig a
LoLi-o0z6 hallgatok halmazat. Ezen halmazok elemszama:

Q] =25, |[W|=14, |L]|=10.

Q Q Q
25 4 L

Mindkét jatékkal a hallgatok 12%—a jatszik, 0
azaz a W és az L halmaz metszetének elemsza- w L
ma:

12
WNL=25-012=25-—— =3,
| | : 100

107
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(a)

A 14 darab WoW-osbél 3 jatszik a Lol-lal
is, azaz a csak WoW-ozok szama:

W\ L|=|W|—|[WnLl=14—3=11.

Hasonléan, csak a Lol.-lal 10 — 3 = 7 {6
jatszik, igy

WA\ L+ |L\W|=11+7=18

hallgato jatszik pontosan egy jatékkal.

Azokat hallgatokat keressiik, akik WoW-
oznak, vagy Lol.-oznak, azaz a W U L hal-
maz elemeit. Ezt megkaphatjuk, haa WUL
halmazt olyan diszjunkt (egyméast kizaro)
halmazokra bontjuk, melyek elemszamat is-
merjiik:

[WUL|=|W\L|+|L\W|+|WnL|
=11+7+3=21.

A "nem jatszik egy jatékkal sem" esemény
komplementere a "legalabb egy jatékkal jat-
szik" eseménynek, igy az el6z6 feladat alap-
jan ez
[WUL|l=[Q —-|WUL|=25-21=4
4
f6, ami a hallgatok 5 100% = 16%—a.

A "legfeljebb egy jatékkal jatszik" esemény
komplementere a "mindkét jatékkal jatszik"
eseménynek, ami a hallgatok 12%-a, ezért
legfeljebb eggyel a 88%-—uk jatszik, ez

WALl =9 —|WNL =25—3=22
f6.

2

)

)

S = =
t~ t~ &

S

<
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2. Feladat. Liborius mind a harom fidAnak Samsung Note T-es telefont vett. Jelolje Ay, As,
illetve A3z azt az eseményt, hogy a legidGsebb, a kozépsd, illetve a legfiatalabb fiAnak felrobban
a telefonja. Mit jelentenek az alabbi események?

(a) Al ﬂA_g (b) A1UA2UA3, (C) AlmAgﬂAg, (d) A1UA2UA3
Megoldas.

(a) A legid6sebb fitnak felrobban a telefonja, de a kozépsének nem.

(b) Legaldbb az egyik fitnak felrobban a telefonja, vagy méasképp fogalmazva, valamelyik fit-
nak felrobban a telefonja.

(c) A legiddsebb és a kozépss és a legfiatalabb fitinak felrobban a telefonja, azaz mindhdrmuk
telefonja felrobban.

(d) Ez a (b) esemény tagadasa, ami

A UAUA; =A,NAyN A,

tehét egyikdjiknek se robban fel a telefonja.

3. Feladat. Ot héten keresztiil jatszunk az 6toslotton. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik
héten nyeriink valamennyi pénzt. Fejezziik ki az alabbi eseményeket az Ay, ..., A5 események
segitségével.

) Bi = Minden héten nyeriink.

) By = Egyik héten sem nyeriink.

) B3 = Az utols6 héten nyeriink elgszor.

) By, = A maésodik héten nyeriink, de a negyedik héten nem.

Fogalmazzuk meg, és fejezziik ki a By, Bs, B4 események tagadasat is.
Megoldas.

(a) o Az, hogy minden héten nyertink, pontosan azt jelenti, hogy az elsé héten is és a
mésodik héten is és ... és az 6todik héten is nyertink. Igy

BlelﬂA2mA3QA4ﬂA5.

o A B esemény tagadasa pedig a By esemény komplementere, azaz az, hogy van olyan
hét, amikor nem nyeriink, vagyis legaldbb az egyik héten nem nyeriink. Tehat vagy
az elsé héten, vagy a masodik héten, vagy ... vagy az 6tédik héten nem nyeriink. Igy

Bi=ANANA;NANA;
— A, UA, UA;UA U As.

(b) o Egyik héten sem nyeriink, ezért

By=ANANA;N A, NA;.
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o A B, jelentése pedig, hogy van olyan hét amikor nyeriink, azaz legalabb egyszer
nyeriink.

By=ANnANA;NANA;
:A1UA2UA3UA4UA5.
(c) Ha az utols6 héten nyeriink elGszor, akkor az elsé négy héten nem nyeriink, és az utolsd

héten pedig igen, azaz S
BgZAlﬂAgmAgﬂA4ﬂA5.

(d) o A maésodik héten nyeriink, és a negyediken nem:
B4:A2ﬂA_4:A2\A4.
o A By azt jelenti, hogy a mésodik héten nem nyeriink vagy a negyedik héten igen.

By=ANA=4,UA

4. Feladat. Probagyéartas utan két szempontbol vizsgaljuk a késztermékeket. Tudjuk, hogy a
termékek 25%-a anyaghibas, mig 0,4 annak az valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasz-
tott termék mérethibas. A gyartmanyok 10 szazaléka nem felel meg egyik szabvanynak sem. Ha
véletlenszertien kivalasztunk egy gyartményt, akkor adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy

(a) a gyartmany anyaghibas, de megfelel a méretszabvanynak,
(b) a gyartméanynak van valamilyen hibéja,

(c) a gyartmény pontosan egyfajta hibaja van,

(d)

Megoldas. Jelolje A, illetve M azt az eseményt, hogy a kivalasztott termék anyag—, illetve
mérethibés. Ezek alapjan P(A) = 0.25, P(M) =04 és P(AN M) =0.1.

a gyartmany hibatlan.

(a) Ha a gyartmany anyaghibas, de nem méret-
hibas, akkor az AN M = A\ M esemény A M
kovetkezik be, igy

P(A\ M) =P(A) — P(AN M)
~0,25—0,1=0,15.

(b) Ha a gyartmany az anyag—, illetve méret-
hiba koziil legalabb az egyikkel rendelkezik, A M
akkor az A U M esemény bekovetkezik be,
igy a szitaformula alapjan

P(AUM) =P(A)+P(M)—-PANM)
=0,24+0,4-0,1=0,55.
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(c) Ha a terméknek vagy csak anyaghibaja van,
vagy csak mérethibéja, akkor az A M

(A\NM)UMN\A)=AAM
esemény kovetkezik be, igy

P(AAM)=0,1540,3 =0,45.

(d) Ha a gyartménynak semmilyen hibdja sincs,
akkor az A N M esemény kovetkezik be. A A M
De Morgan azonossag alapjan
P(ANM)=P(AUM)=1-P(AU M)
=1-0,55=0,45.
0.45

Kombinatorikus valészintiség

5. Feladat. Egy eSports bajnoksag egyik regionalis dént&jén 10 csapat vesz részt. A TI-
ra a legjobb négy csapat jut be, tovabba az els6 harom helyezett részesiil helyezéstsl fliggs
pénzjutalomban.

(a) Hanyféle sorrend alakulhat ki a 10 csapat kozott, ha nincs holtverseny?
(b) A pénzjutalmak kiosztasa hanyféleképpen térténhet meg?
(c) Hany kiilénbo6z6 lehetséges kimenetele van a tovabbjutoknak?

Megoldas.

(a) Tiz csapatot sorba &llitani
10-9-8...2-1=10!

kiilonb6z6 modon lehet.
(b) Pénzjutalmat csak az els6 harom kap, és a nyeremények kiilonbozéek. A 10 csapatbol 3-at
kiwdlasztani és sorba allitani Gsszesen

10-9-8

kiilonb6z6 moédon lehet.
(¢) A kivdlasztott 4 tovabbjutonal nem szdmit a sorrend, ezért ez

10-9-8-7 (10
4 -\ 4

lehetséges kimenetel.

6. Feladat. Pélinka f6zéséhez vettiink 10 kg cukrot egykilos kiszerelésben. Mikor lemértiik
azokat, azt tapasztaltuk, hogy 4 koziiliik kevesebb, 6 pedig nehezebb volt, mint 1 kg. Talalomra
kivalasztva 3 cukrot, mennyi a valészintisége a kovetkezd eseményeknek?
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(a) A = Pontosan egy konnyebb, mint 1 kg.
(b) B = Legalabb ketts konnyebb, mint 1 kg.
(c) C = Legfeljebb ketté nehezebb 1 kg—nal.

Megoldas. A 10 cukorbol 3 darabot kell kivalasztani, a sorrend nem szamit, tehat
10
3
(a) Ekkor a 4 csomag konnyebb cukorbol 1-et és a 6 nehezebb koziil 2-t kell kivalasztani,
ezért a kedvezd esetek szdma N
(1))
és igy a keresett valoszintiség
4\ (6
_ kedvez6 esetek szama  \1/ \2

P(A) = -
(4) Osszes esetek szama (10>

az 0sszes esetek szdma.

=0,5.
3

(b) A legalabb kettd konnyebb valasztéasa azt jelenti, hogy vagy pontosan kettd, vagy pontosan
harom konnyebbet valasztunk. Ezért, az el6z6 feladat alapjan kapjuk, hogy

(&)()()G)

a kedvez6 esetek szama. Tehat a keresett valoszintség:

£)(0)-()0)
2)\1 3)\0
P(B) = 10 ~ 0,333.
3
(c) A legfeljebb ketts nehezebb valasztasa az jelenti, hogy vagy pontosan 0, vagy pontosan

1, vagy pontosan 2 nehezebbet valasztunk. Ezért ebben az esetben egyszertibb a komple-
menter esemény

C = Mindharom nehezebb, mint 1kg.

segitségével meghatarozni a keresett valoszintiségét:

() ()
— 0/\3
P(C’)zl—P(C)zl—T ~ (0,833.
(5)
7. Feladat. Egy disznévagas sordn a bollérnek kitoltenek 5 pohar vodkat és 10 pohér vizet,

azonban a poharak Osszekeverednek. A bollér negyedéranként legurit egyet, hogy bétorsagot
gytjtson a diszno ledléséhez. Mennyi a valoszintisége a kovetkezs eseményeknek?
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A = Elsére vizet iszik.

B = ElGszor vizet, de mésodjara vodkat iszik.
C' = Mésodikra vodkat iszik.

D = El6szor vizet, vagy masodjara vodkat iszik.

Megoldas.

(a) Osszesen 15 pohar van és egyet valaszt, igy az Osszes esetek szama 15. A kedvezd esetben
a 10 pohéar vizet tartalmazo koziil valaszt egyet, ez 10 lehet&ség. Ezért
10
P(A) = — ~ 0,667 .
( ) 15 )

(b) A 15 poharbdl kettst valaszt, a sorrend szamit, igy az Osszes esetek szama 15 - 14. A
kedvezs esetben elGszor a 10 vizes pohar (B C A), majd az 5 vodkéas pohar koziil valaszt,
igy a kedvezs esetek szama 10 - 5. Ezek alapjan

10-5
P(B) = —— ~ (0,238.
(B) 15-14 ’

(c) Az Osszes esetek szama most is 15 - 14. A kedvezd eset bekévetkezhet tgy, hogy elsére
vizet iszik és mésodjara vodkat, azaz ha a B esemény bekovetkezik , ami 10 - 5 eset, vagy
ha elsére és masodikra is vodkat valaszt, ez 5 - 4 lehetGség. Igy

10-5+4+5-4
P(C)= ———— A :
(C) 514 0,333
MEGJEGYZES. Vegytk észre, hogy B = ANC, azonban P(B) = P(ANC) # P(A)-P(C),
az A és a C események hatassal vannak egymaésra. ed

(d) Mivel D =AUC, és B=ANC, igy a szita formula alapjan

P(D):P(AUO)ZP(A)JFP(O)_P(AHC):gJF% %

~ 0,762.

Teljes eseményrendszer. Ha az Ay, As, ... események pdronként diszjunktak és unidjuk kiadja
a teljes eseményteret, akkor az Ay, As, ... események teljes eseményrendszert alkotnak (T.E.R.).

8. Feladat. A Lich King legyGzésekor 10%—os eséllyel lehet a legendary kardjat lootolni, ami
sajnos egy szerveren csak egyszer esik. Mennyi a valdszintisége a kovetkezd eseményeknek?

(a) A = Legfeljebb haromszor kell legy6zni, hogy megszerezziik a kardot.
(b) B = Legalabb tizenegy alkalom kell, hogy megszerezziik a kardot.

(c) Legalabb hany alkalommal kell a Lich Kinget legy6zniink, hogy legalabb 90%-os eséllyel
lootoljuk a legendary kardjat?
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Megoldas. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik alkalommal esik a kard elGszor és egyben
utoljara is. Az A; események nyilvan paronként diszjunktak, teljes eseményrendszert alkotnak.
Mivel a legendary kard 10%-os eséllyel, azaz p = 0,1 valoszintiséggel, véletlenszertien esik, igy

(a)

P(A)=(1—-p)''p, ieN.

Ekkor
A=A UAUA;,

ahol U a diszjunkt egyesitést jeloli. Ezért
P(A) = P(A}) +P(Ay) + P(A3) =0,14+09-0,1+0,9°-0,1  ~0,271.

Ebben az esetben
B = AHUAHUAK;U ey

igy

P(B)=) 097" 01=> 0901
k=0

=11

=0,9'"-0,1->09=09"-01-
k=0

= 0,99 ~ 0,348
1-09 7 ’

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a B esemény atfogalmazhato:
B = Az els6 tiz alkalom soran nem tudjuk megszerezni a kardot.

Annak a valészintisége, hogy nem tudjuk megszerezni a kardot 0,9, igy a fliggetlenség
miatt

P(B) =0,9'.

Legyen a sziikséges alkalmak szama n, azaz n olyan, hogy

n—1 n

> 097-01<09<> 09701

i=1 i=1

A (b) rész alapjan

io,gi—l 01=1-— i 0,9°1.01=1-0,9",
=1

1=n+1
innen kapjuk, hogy

09<1-09"
0,9" <0,1
n-1n0,9 <In0,1
"> In0,1
~ In0,9

Ezért legalabb 22 alkalommal kell a Lich Kinget legy6zniink, hogy legalabb 90%—os eséllyel
lootoljuk a legendary kardjat.

~ 21,854 .
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Videdk

Események

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez§ kisérletek esetén az elemi eseményeket és a H ese-
ményteret.

(a) Szabalyos pénzérmét egyszer feldobunk.
(b) Szabéalyos dobokockaval egyszer dobunk.
(c) AT és 8 ora kozott a hidra felhajto autok szama.
(d) A hidon kozlekeds autok kovetési ideje.
(e) Egy adott esemény els6 bekovetkezése.

Megoldas. " YouTube

Kisérlet Elemi események Eseménytér
(a) {fej}, {iras} H = {fej, iras}
(b) | {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} | H ={1,2,3,4,5,6}
(c) az autok szama: n € Ny H C Ny véges
(d) teR HCR
(e) n €N HCN

2. Feladat. Hatarozzuk meg egy szabalyos dobokockaval valé dobas esetén az alabbi Gsszetett
eseményeket.

(a) A = Paros szamot dobunk. (e) AUB
(b) B = Paratlan szamot dobunk. (f) AnC
(¢) C' = 2-nél nagyobb szamot dobunk. (g) C
(d) AnB
Megoldas. " YouTube
(a) {2,4,6} (d) 0, a lehetetlen esemény (g) {1,2}
(b) {1,3,5} (e) H, a biztos esemény
(c) {3,4,5,6} (f) {4,6}

3. Feladat. Adjunk meg egy pénzérme
(a) haromszori (b) n-szeri

feldobésa esetén egy teljes eseményrendszert (T. E. R.—t).


https://youtu.be/gD15bR8Owd8
https://www.youtube.com/watch?v=UKRUHrV5Osc
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Megoldas. u YOUTUbe

(a) Példaul az TN
As = Harom fejet dobunk. H
Ay = Két fejet, egy irast dobunk.
Al = Egy fejet, két irast dobunk. Ag A2 Al AO

Ay = Harom irast dobunk.
események T.E.R-t alkotnak.

Ay = k darab fejet dobunk, £ =0,1,...,n

események T.E.R.—t alkotnak.

4. Feladat. Egy évfolyam hallgatoi koziil egyet kivalasztva megnézziik, hogy hany kurzus-
felvétellel tudja teljesiteni a targyait. Jelolje A, azt, hogy a Kalkulust az n-edik felvétel soran
teljesitette, tehat példaul Az az az esemény, hogy a targyat a harmadik kurzusfelvételkor sikeriilt
abszolvalnia. Hasonl6 modon jeldlje B, azt, hogy a Lineéaris algebrahoz pontosan n kurzusfel-
vétel sziikséges, C,, pedig az az esemény, hogy a Valosziniliségszamitéds az n-edik alkalommal
sikeriil. Formalizaljuk a kovetkez& eseményeket:

(a) a Kalkulust az elsd, a Linearis algebrat a masodik felvételkor sikertil teljesiteni,
(b) a Kalkulus sikeriil elsére, de a Valészintiségszamitas nem,

(c) a harom koziil valamelyik kurzust sikeriil az els6 alkalommal teljesiteni,

(d) a harom koziil valamelyik kurzust nem sikeriil az els6 alkalommal teljesiteni,
(e) a Kalkulushoz és a Valoszintiségszamitashoz Gsszesen négy felvétel sziikséges.

Megoldas. u YOUTUhe

(a) AN By (d) AyUB,UC,
(b) A\ C (€) (A, NC5) U (AN Cy)U (43N C)
(C) Al U Bl U 01

5. Feladat. Egy fiokban 1évG 7 fehér és 3 kék zoknibol 3—at kivalasztunk. Adjunk meg egy teljes
eseményrendszert, és vizsgaljuk az elemi események szamat aszerint, hogy visszatevéses, illetve
visszatevés nélkiili modellt hasznalunk. A visszatevéses modellben tekintsiik kiilon esetnek azt
is, amikor a kihtizott zoknik sorrendje szamit.

Megoldas. u YouTube

Az
A, = k db kéket hizunk, £k =0,1,2,3


https://www.youtube.com/watch?v=feoeiTBAIMg
https://www.youtube.com/watch?v=L-72tsdkfPk
https://www.youtube.com/watch?v=YdrDhCOFxqM
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T. E. R.—t alkotnak.

Az elemi események szama:

e visszatevéses modell esetén
o o 10
(a) ha szémit a sorrend, 10-9 -8 (b) ha nem szamit a sorrend, ( ) )

e visszatevés nélkiili modell esetén 103.

6. Feladat. A fiokban talalhatd 20 zokni koziil 3 fehér. Addig hizunk a zoknik koziil visszate-
véssel, amig nem huzunk fehéret. Adjunk meg egy T.E.R—t, és hatarozzuk meg, hogy az ebben
szerepld Osszetett eseményeket hany elemi esemény alkotja.

Megoldas. Az °YOUTUhe
A = k—adik alkalommal huzunk el6szor fehéret, £ = 1,2, ...
események T.E.R—t alkotnak. Az A elemszama

|Ag| =171 3.

7. Feladat. Egy hedge fund harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 19%, 25% illetve 28%
valoszintiséggel mennek tonkre az elkovetkezs 6t évben. Annak az esélye, hogy az els6 és a

masodik cég is cs6dbe megy, 2—0; annak a valoszintisége, hogy az elsd és a harmadik is elveszti a

1 1
vagyonat, 0’ és annak a valoszintisége, hogy a méasodik és a harmadik is becs6dol, 10 Annak
az esélye, hogy mindharom vallalat cs6dbe megy, 2%. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik vallalat cs6dbe megy?
(b) az elsé becs6dol, de a harmadik nem?
(c) pontosan két vallalat megy cs6dbe, és kozottiik lesz a harmadik?
(d) legalabb két vallalat becs6dol?
(e) egyik vallalat sem megy cs6dbe?

Megoldas. ©Youlube  @BYoulube @3 YouTube
(a) 0,39 (b) 0,09 (c) 0,16 (d) 0,21 (e) 0,51
8. Feladat. Legyenek A és B olyan események, melyek valdszintsége 0,7 illetve 0,8. Ezen
informaci6 birtokdban meg tudjuk—e hatarozni egyértelmten a két esemény
(a) unidjanak (b) metszetének

a valoszintiségét? Ha nem, akkor adjunk als6 és felsG korlatot ezekre a valdszintiségekre. A
megoldast illusztraljuk Venn-diagrammal is.


https://www.youtube.com/watch?v=GgUay1A1xJ8
https://www.youtube.com/watch?v=vQqFgnrExBk
https://www.youtube.com/watch?v=ixwHH--nJMI
https://www.youtube.com/watch?v=7jBUs1HntNc
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Megoldas. u YOUTUbe

(a) 0,8<PAUB)<1 (b) 0,5 <P(ANB)<0,7
Ha P(A U B) = 0.8., akkor Amennyiben P(AU B) = 1, akkor
P(ANB) =P(A) = 0,7 P(ANB) =05

Kombinatorikus val6szintiség

9. Feladat. Anna, Bori és Cili véletlenszertien leiilnek egy padra.

(a) Hany lehetséges kimenetel van?
(b) Mennyi a valészintisége, hogy Anna és Bori a pad két szélén il?
(c) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Cili egymas mellé il?

Megoldas. u YouTube
(a) 3 (b) ()

Wl
Wl N

10. Feladat. Anna, Bori, Cili, Dori és Emma véletlenszertien leiilnek egy padra.

(a) Hany lehetséges kimenetel van?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy Anna és Bori a pad két szélén il?

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Dori kozott pontosan ketten vannak?
(d) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna, Cili és Emma egymas mellett il?

Megoldas. ° YOUTUhe

a) 5! 3! 2! 2.9!. 3 3.30.9
(a) (b) =~ () =~ (@) 2=

11. Feladat. Véletlenszertien valasztunk egy valodi 6tjegyi szamot (azaz az els6 szamjegy nem
lehet nulla).

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a szamjegyek kiilonb6z6 paratlan szamok?
(b) Mennyi a valosziniisége, hogy a szamjegyek kozott vannak azonosak?


https://www.youtube.com/watch?v=bWCoPDB7LmY
https://www.youtube.com/watch?v=17WNQ-ioVHc
https://www.youtube.com/watch?v=4OZI2Wzn0o0
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Megoldas. u YOUTUbe

51 9-10*-9-9.-8-7-6
(2) 9.104 (b) 9.10%

12. Feladat. Egy étteremben 9 vendég 6sszesen 3 sort, 4 pohar vordsbort és 2 pohar fehérbort
rendelt. A pincér véletlenszertien osztja ki az italokat.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy a soroket jol, de legalabb egy bort tévesen oszt ki?

Megoldas. u YOUTUhe

31-41- 2] 31-41-41.21+31-41.2-4+3!-41-4-3
(2) —5r— (b) ol

13. Feladat. T6bbszor feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mennyi a valdszintisége, hogy
(a
(b
(c
(d

) az elsé 6-os a negyedik dobasra jon ki?

) az elsé 6-os az n—edik dobésra jon ki?

) az els6 négy dobasban van legalabb egy 6-o0s?

) az els6 n dobasban van legalabb egy 6-o0s?

(e) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire az

A = Az els6 n dobésban van legalabb egy 6-os

esemény valoszintisége legalabb 0,9.

Megoldas. u YOUTUbe

(o) > (€ *r (¢) 13
(b) 5;: @

14. Feladat. A haromszori pénzfeldobas kisérletében hatarozzuk meg a kovetkezs események
valOszintiségét:

(a) A= Harom fejet dobunk. (d) D = Legfeljebb két fejet dobunk.
(b) B = Dobunk fejet is, irast is. (e) E = Legalabb két fejet dobunk.
(c) C' = Pontosan két fejet dobunk.

Megoldas. u YOUTUhe

(a) g (b) (c) (d) (e)

| O
ool w
ol
0| W~

15. Feladat. A rendelkezésiinkre allo 20 csavar koziil 16 jo és 4 selejt, ezek koziil visszatevés
nélkiil, véletlenszertien huzunk 2—t. Hatarozzuk meg az elemi események szamat, majd szamit-
suk ki a kovetkezd események valdszintiségét:


https://www.youtube.com/watch?v=qX3sYb7QWLY
https://www.youtube.com/watch?v=pO1dssBY58c
https://www.youtube.com/watch?v=cAlmi9EX6Gc
https://www.youtube.com/watch?v=8ye8qnN0a14
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Ay = Két selejtet huzunk. Ag = Nem htzunk selejtet.
A; = Pontosan egy selejtet huzunk.

Megoldas. u YOUTUbe

Ha szamit a sorrend Ha nem szamit a sorrend

2
Az alaphalmaz elemeinek szama 20 - 19 < 20)
4.3 4-3
P(4y) 5770 5070
20-19 20-19
2-4-16 2-4-16
P(4) T TR
20-19 20-19
16 - 15 16 - 15
P(Ay) 5070 5070
20-19 20-19

16. Feladat. A rendelkezésiinkre allo 20 csavar koziil 16 jo és 4 selejt, ezek koziil véletlenszertien
hizunk 5-6t. Hatarozzuk meg, hogy hany elemi esemény alkotja az alaphalmazt és szamitsuk
ki a kovetkez6 események valosziniliségét abban az esetben, ha a modell visszatevés nélkiili és
nem szamit a sorrend, illetve, ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend:

A =5 selejtet valasztottunk.
B = 2 selejtet és 3 jot valasztottunk.

Megoldas. n YouTube

Visszatevés nélkiil, Visszatevéssel,
nem szamit a sorrend szamit a sorrend

2
Az alaphalmaz elemeinek szdma < 50) 20°
45
P(A —
(4) 0 200
15-14-6 10 - 43
P(B) 19-18 - 17 55

17. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 10000 csavar koziil 500 selejt, ezek koziil véletlenszertien
huzunk 10-et. Szamitsuk ki az

A = Pontosan 3 selejtet hizunk

esemény valoszintiségét amennyiben a modell visszatevés nélkiili és nem szamit a sorrend, illetve,
ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend.


https://www.youtube.com/watch?v=NBVEo1EDJZM
https://www.youtube.com/watch?v=PbQ2DzMeDhg
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Megoldas. u YOUTUbe

Visszatevés nélkiil, Visszatevéssel,
nem szamit a sorrend szamfit a sorrend

(500> (1500>
3 7 10
P(A . 3, 7
(A) 10000 (3) 0,05° - 0,95
10
18. Feladat. A 32 lapos magyar kiartyabol visszatevés nélkiil htzunk 6 lapot. Mennyi a valo-
szintisége, hogy

(a) pontosan 2 szt huztunk?

(b) pontosan 3 pirosat, 2 zoldet és 1 makkot huztunk?
(c) legalabb 1 aszt huztunk?

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 aszt huztunk?

Megoldas. &3 YouTube
LB, 000 060 606
@ e o e

19. Feladat. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevéssel huzunk 6 lapot. Mennyi a val6szinii-
sége, hogy

(a) pontosan 2 aszt huztunk?

(b) pontosan 3 pirost, 2 zoldet és 1 makkot haztunk?
(c) legalabb 1 aszt huztunk?

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 aszt haztunk?

Megoldas. u YOUTUI]E

6) . 42. 984 6) . (3) .86 326 — 286 320 —21°
(a) %TQS (b) (3)3% (c) a3 (d) 3

20. Feladat. Egy szakkoron a 9 tanulot, akik kozott van egy testvérpar, beosztunk egy 4 f6s,
egy 3 {6s és egy 2 {6s csoportba.

(a) Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?
(b) Hatéarozzuk meg az

A = A testvérpar azonos csoportba keriil

esemény valoszintiségét.


https://www.youtube.com/watch?v=5uVB3rdzk7A
https://www.youtube.com/watch?v=_xg-8vjcHdU
https://www.youtube.com/watch?v=zpHmQjAAakM
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Megoldas. & YouTube
2 ()0 L0000
(5) ()

21. Feladat. A rendelkezésiinkre allo csavarok 5%-a selejt. Visszatevéssel addig huzunk a
csavarok koziil, amig nem taldlunk selejtet. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) 8-adikra, (b) i—edikre
htizunk elszor selejtet?

Megoldas. u YOUTUhe

(a) 0,957 0,05 (b) 0,951 -0,05

22. Feladat. Egy villanykorte varhato élettartama 30.000 kapcsolas.
(i) Mennyi az
A = A villanykorte 30.000-nél t6bb kapcsoléast bir ki

esemény valoszintisége?
(ii) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a

B = A villanykorte n—nél tébb kapcsoléast bir ki

1
esemény valoszintisége legalabb 5

Megoldas. u YOUTUhe

@) (1 B 30.1)00)30.000 (i) 21

23. Feladat. (de Méré) Az A vagy a B eseménynek nagyobb a valoszintisége?

A = Egy kockéval val6 4-szeri dobés utan lesz legalabb egy 6-os dobas.
B = Két kockaval valo 24-szeri dobéas utan lesz legaldbb egy dupla 6-os dobas.

Megoldas. P(A) > P(B). @3 YouTube


https://www.youtube.com/watch?v=_n5FkJ-9LaU
https://www.youtube.com/watch?v=0lYLD4tvvFE
https://www.youtube.com/watch?v=1OVUbD7KMaQ
https://www.youtube.com/watch?v=5HfLhWuU2Q4
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24. Feladat. Az iizemiink termelésének néhany adatat az alabbi tablazat foglalja Ossze.

H K Sze Cs P Y
db 1.000 | 1.200 | 1.250 | 1.200 | 1.100 | 5.750
selejtek szama (%) 5 4 2 3 6

A heti 0ssztermékbdl kivalasztva

(a) egy tetszoleges terméket, mennyi a valoszintisége, hogy kedden gyartottak?
(b) egy tetszbleges terméket, mennyi a valoszintsége, hogy selejt?

(c) Ot tetszoleges terméket visszatevéssel, mennyi a valoszintsége, hogy ezekbdl pontosan
ketts selejt?

(d) egy selejt terméket, mennyi a valoszintisége, hogy azt szerdan gyartottak?

Megoldas. u YOUTUbe
1.200 5\ [ 225 \2 225 \3

(®) 5750 (c) (2)(5.?50) (1_5.75())
225
225 25

(b) 7750 (d) 555

25. Feladat. A vizsgan lehetségesen szerepl 100 kérdésbdl a hallgaté n—re tudja a valaszt. A

vizsgan ebbdl a 100-bol két kérdést kap, véletlenszerden. Tegyiik fel, hogy a hallgaté megbukik,
ha nem tud mind a két kérdésre valaszolni.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy atmegy?

(b) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a hallgato legalabb 0,8 valészintiséggel
atmegy.

Megoldas.

3 YouTube
100 - 99

26. Feladat. Tekintsiik az el6z6 feladatban leirt szituaciot, azzal a kiilonbséggel, hogy a hall-
gato akkor bukik meg, ha egyik kérdésre sem tud valaszolni.
(a) Mennyi a valoszintisége, hogy atmegy?
(b) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a hallgato legalabb 0,8 valészintiséggel
atmegy.

Megoldas.

3 YouTube
1 (100 — n)(99 — n)
(a) 1- 100 - 99



https://www.youtube.com/watch?v=UaMJnfYnANo
https://www.youtube.com/watch?v=23D0uXE-wzo
https://www.youtube.com/watch?v=AOyTLF6QlEU
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Kvizek

A csoport

Feladat. A Dota2 jatékban pontosan 37 strength—es, 37 agility—s és 42 intellect—es hés van.
Random Draft jatékmoédban ezen hésok koziil a gép kisorsol 50-et véletlenszerdien egy random
poolba és ebbdl tudunk vélasztani a jaték elején pontosan egy hést.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy pontosan 20 intellect—es hés van a poolban?

(b) Hany olyan pool van, amiben van agility—s hés?

(¢) A harom kedvenc hgstink Luna, Meepo és Axe. Mekkora a valészintisége, hogy mindhér-
man ott vannak a poolban?

A strength—es hésok koziil 12—vel, az agility—s hGsok kozil 14—gyel és az intellect—es hésok koziil
26-tal még sosem jatszottunk, azokat nem ismerjiik.

(d) Mekkora az esélye, hogy a poolban legfeljebb két hds van, amit ismeriink?

B csoport

Feladat. A World of Warcraft jaték The Burning Crusade kiegészitGjének egyik raidje Karaz-
han volt. Ez egy 10 jatékosra, 3 szerepre (2 tank, 3 healer és 5 dps) kialakitott kihivas. Egyik
este épp 10—en gytltiink Ossze, és kitalaltuk, hogy elmegyiink Karazhanba. A 10 jatékos kozott
volt 3 druid, 3 warrior, 2 priest, 1 mage, és 1 warlock. A druidok a 3 szerep (tank, healer, dps)
barmelyikét képesek betolteni, de egyszerre csak egyet, a warrior nem lehet healer, a priest
nem lehet tank, a mage és a warlock csak dps lehet. Hanyféle szereposztassal mehettiink be
Karazhanba?

C' csoport

Feladat. Egy gyorsétteremben hamburger, gofri és tzatziki kaphat6. A tulajdonos egy pénteki
napon a rendeléseket Osszesitve a kovetkezGket tapasztalta. Hamburgert 32-en, gofrit 17—en,
tzatzikit szintén 32-en rendeltek. Hamburgert és gofrit 9—en, gofrit és tzatzikit 12—en rendeltek.
Pontosan kétféle ételt haromszor annyian rendeltek, mint haromfélét.

(a) Hany olyan megrendels volt, aki hamburgert rendelt, de tzatzikit nem?

(b) Minden 6t6dik vasarlo kapott egy ajandékkupont. Az utolsé vasarld kapott?

(c) Annak az esélye, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott vasarlo evett hamburgert, lehet—e
50%-nal kisebb?
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D csoport

Feladat. Az Eldritch Horror cimt asztali tarsasjatékban a tesztek kimenetelét kockadobasokkal
dontjiik el. A karakter adott tulajdonsaga (ers, befolyas, tudas, kitartés, észlelés) és a modositok
hatarozzék meg, hogy hany kockaval dobhat egy teszt soran. Egy teszt akkor sikeres, ha legalabb
az egyik kockaval sikert, azaz 5—6st vagy 6-ost dobunk.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy Akachi Onyele a 3—es tudasaval, modositok nélkil teljesit
egy tudastesztet?

Harci talalkozasok soréan egy karakternek erétesztet kell tennie egy szorny ellen. Ahany sikert
dobunk, a szorny annyit veszit életpontjaibol, ha minden életpontjat elveszti, akkor legyGzetett.

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a 4—es erejii Mark Harrigannal, akinek a duplacsovii sorétes
puskaja 4-gyel megnoveli erejét és emellett minden 6-os dobas két sikernek szamit, egy
harci talalkozas soran legy6zziik a Dark Young szornyet, akinek 5 életpontja van és 3—mal
csokkenti héstlink erejét?
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa.

. 116
(a) Az Osszes h@s szama: 37 + 37 + 42 = 116. Igy az Osszes lehetséges poolok szama: ( 50 )

20/ \ 30

42\ (74
kedvezd (20) (30)
Gsszes (116) ' ,lit[
50

(b) Megszamoljuk hany olyan pool van, amiben nincs agility—s hés, és ezt kivonjuk az Gsszes
esetbdl:
116\ (79
50 50/
(c¢) A komplementer esemény (egyik sincs benne) valoszintiséget meghatarozva
(113)
ALV
<116> 2 pt

42\ (74
A kedvezs esetek szama: < ) ( ) Tehat a keresett valoszintiség

20

(d) A nem ismert hésok szama: 12 + 14 + 26 = 52, ezért a ismerteké 62. Legfeljebb két ismert
hés van, azaz vagy egy sem, vagy pontosan egy, vagy pontosan ketts van a poolban, ezért

BENBERE)
G RNG -

50
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B csoport

Feladat megoldasa. Dps mindenki lehet, igy csak a tank és healer szerepeket kell kiosztani.
Tankbol csak 2 kell, igy elébb ezeket valasztjuk ki. Csak warrior és druid lehet tank, igy a

lehetséges esetek:

0
— Ekkor a 3 healer szerepre marad 1 druid 2 priest, azaz éppen 3 karakter, ebbdl kell

e Tank: 0 warrior, 2 druid, ami <3> . <;> lehetGség.

) 3 . .
3—-at valasztani, ez (3) eset. Ezért ekkor ez Osszes lehetGség

) () ) L

e Tank: 1 warrior, 1 druid, ami (?) . (?) lehetdség.

— Ekkor a 3 healer szerepre marad 2 druid 2 priest, azaz 4 karakter, ebbdl kell 3—at

4
valasztani, ez (3) eset. Ezért ekkor ez 0sszes lehetség

(1))

e Tank: 2 warrior, 0 druid, ami (3) . <§) lehetGség.

=

2
— Ekkor a 3 healer szerepre marad 3 druid 2 priest, azaz 5 karakter, ebbdl kell 3—at

valasztani, ez (g) eset. Ezért ekkor ez 0sszes lehet&ség
3 3 5
2 0 3
() C)G) (06 C)6)E)
0/\2/\3 1/J\1/)\3 2)\0/)\3
3 pt

kiilonb6z6 esetet jelent.

Tehat ez Osszesen
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C' csoport
Feladat megoldasa. A Venn-diagram segitségével a kivetkezd egyenleteket kapjuk:

1. a+b+d+e=32
H 2. d+e+f+g=17
3. b+c+e+ f=232
4. d+e=9
5
6

e+ f=12

. d+b+ f=3e
Ezért
4.d=9 —¢

5

f=12—¢, ésigy
6. (9—e)+b+(12—e) =3e

b=>b5e—21
l.a+ (e —21)+9 =232
a =44 — de
294+ (12—¢€)+g=17
T G g=c—4
3. (e —21)+c+12=32

1 pt

=

c=41 - be

(a) A diagram alapjan
a+d= (44 —5e)+ (9 —e) =53 — Ge

(b) Osszesen

a+b+c+d+e+f+g = (44—5e)+(5e—21)+(41—5e)+(9—e)+e+(12—e)+(e—4) = 81—be
2 pt
vaséarlo volt, ami nem oszthatd 5-tel, tehat az utols6 nem kaphatott ajandékkupont. P

(c) Annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott vasarlo evett hamburgert
kedvezé 32

Osszes 81 — be’
Ez az érték akkor kisebb mint 0,5 ha
32 1
T < 3 17 > be
DB T,
32 5}
81 — 5e > 64

azaz, ha e < 3. Azonban b = 5S¢ — 21 nem lehet negativ, igy e > 5. Ezért a vizsgalt 3 ot
valoszintiség nem lehet 1/2-nél kevesebb. Pt
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D csoport

Feladat megoldasa.

(a) Osszes esetek szama 6°.
Rossz esetek (a dobas 1, 2, 3 vagy 4) szdma 4°.
Igy annak a valoszintisége, hogy a dobassorozat sikeres:

3
1_4_ 1 pt
63

(b) Osszesen 4 + 4 — 3 = 5 kockaval dobunk. Ezért az 6sszes lehetéség szama 6°.
A kedvez§ esetek szama a legaldbb 5 sikert tartalmazoé dobéasok szama. Mivel a 6-o0s
dobasok dupla sikernek szamitanak, ezért a 6-os dobasok szama alapjan haladunk.

e 0 db 6-0s és b db 5-0s (g) . (2) eset.

e 1 db 6-o0s esetén még legalabb 3 db 5-6s dobasra van sziikség:

5 4 4
— 1 db 6-0s, 3 db 5-0s, 1 db més szamjegy: (1) . (3) . <1> eset,
4 2 pt
— 1 db 6-0s, 4 db 5-0s: > . eset. P
1 4
o2 db 6-o0s esetén a maradék 3 kockabol még legalabb 1 darab 5-6st kell dobni.
Osszese 5% db olyan 3-hosszti dobassorozat van, amiben nincs 6-os, és 4% db olyan

amiben nincs 5-6s sem, igy 53 — 43 olyan 3-hosszti dobassorozat van, amiben van
5-0s, de nincs 6-o0s. Ezért ekkor
)
A 53 __43
(5) -

o k= 3,4,5 db 6-0s esetén a maradék dobéas(ok) a 6-oson kiviil tetszéleges(ek) le-

het(nek), azaz
5
_557k
(&)
Tehat a kedvezd esetek szama

)G OG0 O+ G0 ()= () () <

Igy a keresett valoszintség
¢ 3 pt

eset kapunk.

eset adodik.



9.

(Geometrial valoszintiség; feltételes
valoszintiség, fiiggetlenség

HAazi feladatok

Geometriai val6szintiség

Egyenletességi hipotézis: az események valoszinisége egyenesen ardnyos az események mér-
tékével, azaz annak a valdsziniisége, hogy a kisérlet kimenetele az A C Q) tartomdnyba esik, csak
a tartomdny mértékétol figg, az elhelyezkedésétdl nem.

1. Feladat. Egy kor alaku, 3 méter sugart kerti to6 felszinén, a szélétsl 2 méterre egy molnarka
all lesben. A vizfelszinre esé apré rovarok koziil azokat veszi észre, amik téle legfeljebb 1 méterre
vannak. Ha egy rovar véletlenszertien esik a vizbe, akkor mennyi az esélye, hogy ezt a molnéarka
észreveszi? A rovar vizbe érkezésének helye a t6 felszinén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

Megoldas. Az egyenletességi hipotézis szerint a té barmely részére ugyanakkora eséllyel esik a
rovar. A keresett valoszintiség a kedvezs rész teriiletének és az 6sszes rész teriiletének hanyadosa,
azaz a molnarka koriili 1 méter sugari kor teriilete és a to teljes felszinének hanyadosa.

Az Osszes teriilet a 3 méter sugara kor alaki
to teriilete, igy

T5 = 327T.

A kedvezs teriilet pedig egy 1 méter sugari
kor teriilete

Tk = 127T .
Ezek alapjan
P = T = — ~ 0,111.
Tb' 97

130



GEOMETRIAI VALOSZINUSEG; FELTETELES VALOSZINUSEG, FUGGETLENSEG 131

2. Feladat. Véletlenszertien valasztunk egy P pontot egy 6 egység oldalhossziisdgi négyzetben.
Mennyi a kovetkezs események valoszintisége?

(a) A =P a legkozelebbi oldaltol legfeljebb 1 egységnyire van.
(b) B =P a hozza legkozelebb esd oldaltol pontosan 1 egységnyire van.
(c) C =P alegkozelebbi oldaltol pontosan 3 egység tavolsagra van.

Megoldas. Mindharom esetben az Osszes teriilet a 6 egység oldali négyzet teriilete, tehat
T; = 36 egységnégyzet.

(a) Az abran a pontozott rész jeloli a négyzet-
nek azon pontjait, amelyek a négyzet bal
oldalatol legfeljebb 1 egység tavolsédgra van-
nak. Mind a 4 oldalhoz tartozik ilyen ponto-
zott rész, ezek egyiitt a kék sikrészt adjak,
ez kedvez6 halmaz.

Konnyebb kiszamolni a komplementer halmaz teriileté, ami a 4 egység oldalhosszisagu
fehér négyzet, ennek 16 egységnégyzet a teriilete. Igy a keresett valoszintiség

— 16
P(A)zl—P(A)zl—% ~ 0,556 .

(b) A kedvez6 halmaz az &dbran a fehér négyzet

pirossal jelolt hatara. Azonban a vonal, mint

egy 1 dimenzios halmaz teriilete 0, ezért a

keresett valoszintiség 1

0
P(B)=—==0

(c) Egyediil a négyzet kozéppontja elégiti ki a
feltételt. Hasonldan az el6z6 részfeladathoz,
a pont teriilete is 0, tehéat a keresett valoszi-
niiség most is

Feltételes valoszintiség, fliggetlenség

o Tegyiik fel, hogy P(B) > 0, ekkor az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valdszi-

nisége:
P(AN B)

PAIB) = =5

o Az A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANnB)=P(A)P(B).
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3. Feladat. A vihar véletlenszeri helyen elszakit egy 20 km hosszt légvezetéket, ezért a vezeték
két végérsl egy—egy keresGesapat indul, hogy felderitsék a szakadas helyét. A nehéz terep miatt
az els6 csapat 4 km /h, a masodik 6 km /h sebességgel halad. Tekintsiik a kévetkez§ eseményeket.

A = A szakadas helyét a lasabban haladé csapat talélja meg.
B = Valamelyik csapat fél éran beliil megtaldlja a szakadas helyét.

(a) Mennyi a valoszintisége az A, illetve a B eseménynek?

(b) Fiiggetlenek-e az A és a B események?

(c) Mennyi a B esemény valoszintisége, ha tudom, hogy az A esemény bekovetkezett?
(d) Mennyi az A esemény valoszintisége, ha a B esemény bekovetkezett?

Megoldas.

a e Az A esemény valdszintsége.
y g
A két csapat egyiitt oranként 10 km—t tud atfésiilni a keresés soran, igy 2 6ra mulva
talalkoznak. Ez id§ alatt a lassabb csapat 8 km—t tesz meg.

1. csapat 2. csapat
o O 0
0 A 8 20

Tehdt tett 0t h 8
P(A>:mfzge u ossza 8 04,
Osszes Ut hossz 20

e A B esemény valoszintisége.
A csapatok fél ora alatt 2, illetve 3 km—t tesznek meg, tehét

243

=0,25.
20 ’

P(B)

1. csapat 2. csapat

N -
O O O O

0

[\
—
BN |
[\)
o

(b) A két halmaz metszete:

ANB
o
0 2 20

Igy ,
P(ANB)=—
( ) 20
azaz a két esemény fiiggetlen.
(c) Ebben az esetben az A esemény bekovetkezett, tehat a szakadas a [0, 8] intervallumban
tortént, ezért az eseményteret lesziikitjiik erre az intervallumra:
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O O

0 2 A 8

Ezen megfontolas alapjan most az dsszes rész a [0, 8] intervallum, a kedvezs rész pedig a
B eseménynek a [0, 8] intervallumba es6 része, azaz a [0, 2] intervallum. Igy

2
P(B|A):§ =0,25.
A feltételes valoszintiség definiciojat hasznélva is ugyanerre az eredményre jutunk:
P(BNA) 2
P(B|A) = ———> =2,
P(A) %
(d) Az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valoszintisége definicio szerint:
P(ANB) 2
P(A|B)= —— 2 =2 =04.

P(B) %

Természetes az abrardl is ugyanez az eredmény olvashato le.

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a két esemény fliggetlensége miatt a feltételes valoszin-
ségekre P(A|B) = P(A) és P(B|A) = P(B) teljesiil; az egyik esemény bekovetkezése nem
befolyésolja a masik esemény bekovetkezését. M

4. Feladat. Egy 30 km hosszi egyenes utszakasz véletlenszert helyén lerobban az autonk. A
kozelben csak egy mobiltelefon atjatszo torony van, ez az ut felénél az uttol 6 km tavolsagra
talalhatd. A torony egy 10 km sugari kor alaku teriiletet képes kiszolgélni.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy telefonon segitséget tudunk hivni?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy telefonon segitséget tudunk hivni, ha az ut elsé 5 kilométeres
szakaszan robbantunk le?

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy tudunk segitséget hivni, feltéve, hogy az elsé 10 kilométeren
robbantunk le?

(d) Annak mennyi az esélye, hogy nem tudunk segitséget hivni, ha tudjuk, hogy az els§ 10
kilométeren nem volt probléménk az autoval?

Megoldas.
(a) Jelolje A azt az eseményt, hogy tudunk telefonon segitséget hivni.
T
N 6
- A
o o
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Az abra alapjan z = /102 — 62 = 8, igy
20 8+8
P(4) = 2o = E
30 30

(b) Jelolje B azt az eseményt, hogy az 1t els6 5 km-én robbanunk le. A P(A | B) valoszintiséget
keressiik.

~ 0,533.

0 0
0 B 30

Mivel AN B =10, igy P(AN B) = 0, tehat a keresett valoszintiség

P(AN B)

PAIB) = =5

=0.

(c) Jelolje C' azt az eseményt, hogy az it elsé 10 km-én robbanunk le. Ekkor a P(A|C)
meghatarozasa a feladat.

O
30
Mivel P(C) = 10 és P(ANC) = i ezért
ED 307
P(AnC) 2 3
A1) = =55 T 0,3
(d) A P(A|C) értékét keressiik.
o
30

— 7
Az &bra alapjan P(ANC) = 30’ igy

P(Z|C):%:% —0,7.
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MEGJIEGYZES. Természetesen -
P(A|B)+P(A|B)=1.

e

5. Feladat. Egy autogyarban napi 1500 aut6é gurul le a gyartosorokrol. A termelés 20%-a
sportaut6 és napi 500 kisautot gyartanak, a fennmaradé mennyiséget SUV-k teszik ki. Napi
100 dizeles sportauté késziil, valamint a kisautok koziil véletlenszertien kivalasztva egyet, az 0,3
valoszintséggel lesz dizeles. Mig a napi termelés 60%—at kitevé benzines autok megfelelnek a
kornyezetvédelmi elGirasoknak, a tobbi autd, amely dizellel megy, sajnos nem.

Az autogyar vezetGje rémilten tapasztalja, hogy egy ellendr sétal a gyartosorok kozott, de
amint felismeri 6t, megkénnyebbiil, mert tudja, hogy &, szemben a tobbi ellendrrel, csupan
egyetlen autot fog kivalasztani véletlenszertien az aznapi termelésbdl.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy az ellendr dizeles sportautot valaszt?

(b) Mekkora eséllyel talal szabéalysértést, ha kisautora esett a valasztasa?

(c) Feltéve, hogy nem tapasztalt szabalysértést az ellenér, mi a valoszintsége, hogy SUV-ra
esett a valasztésa?

(d) Mennyi a valoszintisége, hogy nem talal szabalysértést, ha tudjuk, hogy nem sportautot
valasztott?

Megoldas. A rendelkezésre allo adatok alapjan a kovetkezs tablazat készithetd.

dizeles | benzines || Gsszesen
sportauto 100 200 300
kisauto 150 350 500
SUV 350 350 700
| 6sszesen | 600 | 900 [ 1500 |

Vezessiik be a kovetkezd eseményeket.

A; = Sportautét valaszt az ellendr. D = Dizeles autot valaszt az ellendr.
Ay = Kisautot valaszt az ellendr. B = Benzines autét valaszt az ellendr.

Az = SUV-t valaszt az ellendr.

Természetesen B = D.

(a) A tablazat alapjan 100 darab dizeles sportautd van, ezért

100

P(AiND)=—— ~ )
(A;N D) 1500 0,067
(b) A dizeles autok gyartasa soran szabalysértést kovettek el, igy a tablazat masodik adatsora
alapjan
150
P(D|Ay) = — =0,3.
(D142) = 550 ’

Természetesen dolgozhatunk a feltételes valoszintiség definicidja alapjan is.
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(c) A benzines autok gyartasa soran nem kovettek el szabalysértést, ezért

P(A;NB) 2% 350
P(A-.| B) = _ 1500 _ %%
A 1B) = =5 5) 2. 900

~ 0,389.

A tablazat masodik oszlopa alapjan is a fenti eredményt kapjuk.
(d) Ebben az esetben

_ P (BN (AyUAy)) 30350
P(B|A4;) =P(B| Ay U A3) = — _1500 ~ 0,583.
! 2 P(A; U As) 500-+700

6. Feladat. A komplex és valos fiiggvénytan szobeli vizsgan 4 konnyt és 6 nehéz tétel van
a boritékban. A méar kihtizott tételek nem keriilnek vissza. Sziintiiké harmadikként megy be
vizsgazni, maga elé engedve Koront és Sztillat.

(a) Feltéve, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségii tételt hiizott, mennyi a valoszintisége,
hogy Sziintiiké konnytt huz?

(b) Feltéve, hogy Koron és Sztilla eltérs nehézségii tételt huzott, mennyi a valoszintisége, hogy
Sziintiiké konnytt hiz?

(¢) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségi tételt hiz, ha
tudjuk, hogy Sziintiiké konnytit huzott?

(d) Fiiggetlen-e az az esemény, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségii tételt huz, attol
az eseménytdl, hogy Sziintiiké konnyd tételt huz?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd eseményeket.

A = Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségi tételt huz.

B = Sziintiiké konnyt tételt haz.
(a) A keresett feltételes valoszintiség P(B | A), azaz

P(BNA)

PBIA) = =5 p

o Az A esemény valOszintisége.
Tiz tételbsl visszatevés nélkiil huznak két tételt, igy az Osszes esetek szama 10 - 9.
A kedvezs esetek megvalosulhatnak tgy, hogy vagy mindketten a 4 konnyt tételbdl
hiznak, ami 4 - 3 lehetGség, vagy mindketten a hat nehéz tételbsl huztak, ez 6 - 5
lehetdség. Igy a kedvezs esetek szama 12 + 30. Ezért

P(A):4-3—|—6-5
10-9

e Az BN A esemény valosziniisége a kovetkezd.
Tiz tételbdl kell harmat kivalasztanunk tugy, hogy a sorrend szamit, igy az Osszes
esetek szama 10 -9 - 8. A kedvez§ esetek a kovetképpen kovetkezhetnek be. Vagy
az els6 két tétel nehéz és a harmadik konnytd, ami 6 - 5 - 4 lehetGség, vagy pedig
mindhérom tétel konnyd, ami 4-3-2 lehetGség. Igy a kedvezd esetek szama 120 + 24.
Tehat

~ 0,467 .

6-5-4+4-3-2
P(BNA) = 1038 —0.2.
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Ezért a keresett feltételes valoszintiség:

P(BN A i
5

—_

(b) Most a kovetkezd valoszintséget keressiik:

p(p|a) = LBOA)
P(4)
e Az A esemény valészintsége
P@pap&&@:1—% ~ 0,533.

e Az AN B esemény valoszintisége.
Az 6sszes esetek szama 10-9-8. A kedvez§ esetben vagy az elsé tétel nehéz, a masodik
és a harmadik pedig kénnyt, ami 6 -4 - 3 eset, vagy az els6é konnyti, a masodik nehéz
és a harmadik pedig ismét konnyt, ami 4 - 6 - 3 lehetséges kimenetel. Ezért

. 6-4-34+4-6-3

P(BNA) = =0,2.
( ) 10-9-8 ’
Igy a keresett feltételes valoszintiség
— P(BNA) i
P(B|A) = ( — ):% ~ 0,375.
P(4) i

MEGJEGYZES. Azaz B
P(B|A)+P(B|A)#1.

M
(c) Ebben az esetben pedig az alabbi valészintiséget keressiik.
P(AN B)
P(A|B) = ———=
(1B =55

A B esemény vagy ugy kovetkezik be, hogy Sziintiiké el6tt két egyforma tételt huztak
(BN A), vagy tgy, hogy elétte két kiilonbozst (BN A), igy B = (BN A)U(B N A) miatt

P@ﬂ:PwﬂAy¥HBﬂZ%:%+% =0,4.
Tehat ( ) .
P(ANB) +
P(A|B)= ——=—2=3 =0,
(d) Mivel

P(BAA) = & P(B)-P(A)=;-

ezért a két esemény nem fiiggetlen.
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7. Feladat. A Real Madrid és a Barcelona 5-5 jatékosa talalkozik egy tengerparti focipalyan és
pihenésképpen focizni szeretnének. Koztudott azonban, hogy jelenleg a Barcelona sokkal jobb,
mint a Real Madrid, ezért eldontik, hogy kevert csapatok lesznek. Beledobja mindenki a mezét
egy zsakba, és sorban egymés utéan hiznak 1-1 mezt, majd az igy kialakult felosztas szerint
jatszanak. Messi valaszt el6szor, majd utana Sergio Ramos kovetkezik. Vezessiik be a kovetkezd
eseményeket.

A = Sergio Ramos és Messi is Barca—s mezt huz.
B = Sergio Ramos és Messi ugyanabba a csapatba keriil.

C = Messi Real-0s mezben jatszik.

(a) Vizsgaljuk meg az A és a B esemény kapcsolatat (egymaéast kizaroak, egyik maga utan
vonja a masikat, vagy fliggetlenek), majd hatarozzuk meg az P(A| B) és a P(B| A) valo-
szintiségeket.

(b) Vizsgaljuk meg az A és a C' esemény kapcsolatat, majd hatarozzuk meg az P(A|C) és a
P(C'| A) valoszintségeket.

(c) Vizsgaljuk meg a B és a C' esemény kapcsolatat, majd hatarozzuk meg a P(B|C) és a
P(C'| B) valoszintiségeket.

Megoldas.
(a) Az A esemény bekovetkezése maga utan vonja a B eseményt, A C B. Emiatt ANB = A,

és igy

P(BNA) P(A)

P(B|A) = = =1
(B[ A) D(A) pa)
P(ANB P(A
P(4|B) = TADB) E g

P(B)  P(B)

e Az A esemény valdszintsége.
Tiz mezbdl kell kettdt kivalasztanunk gy, hogy a sorrend szamit, igy az 6sszes esetek
szama 10 - 9. A kedvez§ esetek akkor valosulnak meg, ha mindketten Barca—s mezt
véalaszthatnak; ez 5 - 4 lehetséges kimenetel. Igy
5-4
P(A) = —— ~ 0,222.
( ) 10 . 9 )
e A B esemény valoszintisége.
Az Osszes esetek szdama most is 10 - 9. A kedvezs eset vagy akkor kovetkezik be, ha
mindketten Barca—s mezt valasztanak, vagy pedig, ha mindketten Real-osat, ami
5 -4 vagy 5 -4 lehetség. Igy

5-4+5-4
P(B) = ——— ~ 0,444 .
(B) 0.9 ,
Tehat a keresett feltételes valdszintiség
P(4)

P(A|B) = =~ =

RIPNIN
I
=
t
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(b)

Mivel Messin nem lehet egyszerre a Real Madrid és a Barcelona meze is, ezért az A
és C események kizarjak egymast, azaz A N C = (. Mivel P() = 0, ezért a keresett
valoszintségek

_PAnC) 0
PO =" “ R
CP(CNA) 0
PO14) = =5 = By = O

A B és a C események nem diszjunktak, egyik sem vonja maga utan a mésikat. A fiig-
getlenség vizsgalatahoz sziikségiink van még a P(C) és a P(B N C) valoszintségre is .
A 10 mezbdl 5 Real Madridos van, igy

5

= 0,5.

A BN C esemény azt jelenti, hogy mindketten Real-os mezben jatszanak, ami az A
eseményhez hasonl6 esemény, igy

2
P(BNC) = 5 ~ 0,222.
Azaz

P(BﬂC)zg 6s P(B)-P(C) = %

O W~

miatt a B és C' események fiiggetlenek, és igy természetesen

P(B|C):%:

— P(B). P(C|B):P(§(—;)B>:

NI

RN
I
i)
—
Q
S~—
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Videdk

Geometriai valoszintiség

1. Feladat. EjtGerny6s ugrast hajtanak végre egy 500 négyzetméter teriiletti mezén. Az ugrés
akkor sikeres, ha az ugré a mezén kijelolt 10 méter oldalhosszisagi négyzetben ér foldet. Kii-
londijat kap az, aki a négyzet kozepén megrajzolt 2 méter sugaru kéron beliil érkezik. Feltehetd,
hogy az érkezés helye a mezén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

(a) Mekkora valoszintiséggel lesz sikeres az ugras?

(b) Mennyi az esélye annak, hogy az ugré kiilondijat kap feltéve, hogy az ugras sikeres?

(c) Milyen kapcsolat van az aldbbi események kozott (kizarjak egymast, vagy valamelyik
maga utan vonja a masikat)?

A = Sikeres az ugras. B = Kiilondijat kap az ugro.
Megoldas. u Yﬂ“TUhe
1 7r A
(a) - (b) % (¢) B maga utan vonja A-t

2. Feladat. Adott egy 10 cm sugart kor alaki céltabla. Erre felrajzolunk egy vizszintes és egy
fiiggbleges egyenest gy, hogy mindketté atmenjen a kor kézéppontjan. Ilyen moédon a tablat
négy tartomanyra osztjuk fel. Véletlenszertien raloviink a céltablara.

(a) Mennyi az
A = A céltablat a kozépponttol legalabb 5 centiméterre talaljuk el

esemény valoszintisége?
(b) Mennyi a
B = A talalat a bal also tartomanyba esik
esemény valoszintisége?
(c) Mennyi az A esemény valoszintsége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezett?

(d) Milyen kapcsolatban all egymassal a két esemény (azaz fliggetlenek, vagy kizarjak egy-
mast, vagy valamelyik maga utan vonja a masikat)?

Megoldas. " YouTube

(c) (d) Fiiggetlenek.

Ry
o

(a) 7 (b)

3. Feladat. A [0, 1] intervallumon véletlenszertien valasztunk egy pontot. Ez a pont két sza-
kaszra bontja az intervallumot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a szakaszok hosszanak

)
szorzata nagyobb, mint 36 ?


https://www.youtube.com/watch?v=o3emYFMME6A
https://www.youtube.com/watch?v=uN9eOHiqXis
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Megoldas. g u YOUTUbe

4. Feladat. Egy 120 km hosszi egyenes autopalyan a 40-edik és a 100-adik kilométernél van
mentdallomés, nevezzilk ezeket X-—mnek és Y-—nak. Ha baleset torténik, akkor azt az allomast
riasztjak, amelyik kozelebb esik a baleset helyszinéhez.

(a) Egy véletlenszerii baleset esetén mennyi az esélye annak, hogy az X allomast riasztjak?
Tegyiik fel, hogy négy baleset torténik egymastol fiiggetlentil.

(b) Mennyi az esélye, hogy pontosan két alkalommal riasztjak az X alloméast?

(c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy idérendben az elsé két esethez az X, a masodik
kett6hoz pedig az Y allomast riasztjak?

(d) Mi a valészintisége annak, hogy a négybdl legalabb egy esethez az X allomast riasztjak?

(e) Hany baleset esetén teljesiil az, hogy legalabb 99% eséllyel valamelyik esethez az X allo-
mast fogjdk majd riasztani?

Megoldas. &3 YouTube
(a) 1_72 © ( % >2 . ( % )2 (¢) legalabb 6
DO @G o)

Feltételes valoszintiség, fliggetlenség

5. Feladat. Legyen A és B két esemény, és legyen P(B) pozitiv. Mennyi a P(A | B) feltételes
valoszintiség értéke, ha

(a) A és B kizarja egymast, (b) B maga utan vonja A—t, (c) A és B fiiggetlenek?

Megoldas. u YOUTUbe

(a) O (b) 1 (c) P(A)

6. Feladat. Az egyetemen végzett felmérés szerint a hallgatok 60%—a né és 40%—a férfi. Azt
is megallapitottak, hogy a n6k 30%—a dohanyzik, a férfiaknél ez az arany 60%. Véletlenszertien
valasztva egy hallgatot, mekkora a valoszintisége, hogy

(a) dohényzik?
(b) dohanyzik, ha tudjuk, hogy a valasztott hallgatd holgy?
(c) holgy hallgatot valasztottunk, ha tudjuk, hogy az illet6 dohanyzik?


https://www.youtube.com/watch?v=837zHXaq8WQ
https://www.youtube.com/watch?v=4SOzRvWqkwI
https://www.youtube.com/watch?v=oOaLr3cbAu4
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Megoldas. u YOUTUbe

(a) 0,42 (b) 0,3 (c) B
12

7. Feladat. Egy tévés vetélked6ben harom egyforma ajté mogott egy f6nyeremény és két kis
értékd ajandék van véletlenszertien elhelyezve. A jatékos megjelol egyet az ajtok koziil, de
azt most még nem nyitjak ki neki. Ehelyett a mtisorvezeté nyit ki egyet véletlenszertien a
megmaradt ajtok koziil. Tegyiik fel, hogy a kinyitott ajté mogott nem a fényeremény talalhato.
A jatékosnak ezen a ponton lehet&sége van modositani a valasztasan, és az eredetileg megjelolt
ajtoé helyett a harmadik, kimaradt ajtot kinyitni.

(a) Figyelembe véve, hogy a miisorvezetd kis értéki ajandékot talalt, a fényeremény mekkora
eséllyel van a jatékos altal megjelolt ajto illetve a kimaradt ajté mogott? Ezek alapjan a
jatékosnak érdemes modositania az eredeti valasztasan?

(b) Hogy modosul a feladat akkor, ha a miisorvezets tudja, melyik ajto mogott mi talalhato,
és mindig egy olyan ajtot nyit ki, mely mogott kis értékid nyeremény van? (Ha két ilyen
ajto is rendelkezésre all, akkor a miisorvezets véletlenszeriien valaszt.)

Megoldas. u YOUTUhe

(a) Mindegy, hogy modosit—e. (b) Megéri modositani és ekkor duplajara né
a nyerés valoszintisége.

8. Feladat. Adott 20 termék, melyek koziil 16 elsGosztalyt és 4 masodosztalyi. Visszatevés
nélkiil 2 terméket vilasztva mennyi a valoszintisége annak, hogy

(a) a masodszorra kihuzott termék masodosztalyd, ha tudjuk, hogy az elgszorre kihuzott
termék elsGosztalyi?

(b) a masodszorra kihtuzott termék méasodosztalyt, ha tudjuk, hogy az el&szorre kihtzott
termék masodosztalyi?

Megoldas. ° YOUTUhe

(%) 75 ) =

9. Feladat. Egy 6vodas csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpér, egy fia és egy lany. Egy
foglalkozason véletlenszertien kivalasztunk 4 gyereket. Mennyi a valoszintisége annak, hogy

(a) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk;
(b) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy a fiut kivalasztjuk;
(c) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy legalabb az egyikiiket kivalasztjuk?


https://www.youtube.com/watch?v=kTrMRU0aMy0
https://www.youtube.com/watch?v=sQSBL2x1X1U
https://www.youtube.com/watch?v=qNDYGbdHXo0
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3 YouTube

i ) 00

10. Feladat. Egy iizem egy napi termelésének néhany adatéat az alabbi tablazat foglalja ossze.

7
(a) (b) (2)

Reggel | Délutan | Este
elsGosztéalyu 4.000 2.000 | 1.500
termékek szama
masodosztalyi 1.000 640 630
termékek szama
selejtek szama 100 60 70

A napi 6ssztermékbdl egyet véalasztva mennyi a valosziniisége, hogy

(a) az selejt? (c) selejt, feltéve, hogy este gyartottak?

(b) délutan késziilt? (d) délutan gyartottak, feltéve, hogy selejt?

3 YouTube

Megoldas.
230 2700 70 60
(a) (b) (©) 5500 (d) o2
10.000 10.000 2.200 230

11. Feladat. Egy iizem heti termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a hétfén gyartott termékek
8%—a selejt. Tovabba tudjuk, hogy kedden 20%kal nagyobb a termelés, mint hétfén, de a keddi
termékek csupan 5%-a selejt. A heti 6ssztermékbdl egyet kivalasztva mennyi a valoszintsége,

hogy

(b) hétfon késziilt, feltéve, hogy selejt?

3 YouTube

(a) az selejt?

Megoldas.
14 8
(a) 220 (b) 14

12. Feladat. Négy gép termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a napi 6ssztermék rendre 30%—

at, 25%-at, 25%at illetve 20%-at adjak, valamint ezek a gépek rendre 4%, 5%, 3% illetve

2% selejttel dolgoznak. A napi Ossztermékbdl egyet valaszottunk ki, és az selejt. Mennyi a

valdszintisége, hogy a mésodik gép gyartotta?
125

Megoldas. —
360

3 YouTube


https://www.youtube.com/watch?v=UTyqodOnVo8
https://www.youtube.com/watch?v=z5duen6cxMY
https://www.youtube.com/watch?v=evUP6X3wBOI
https://www.youtube.com/watch?v=hiB4ZkcD2oE
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13. Feladat. Tudjuk, hogy egy iizem termelésének 3%-a selejt, viszont 0,01 valoszintiséggel
a termékvizsgélat egy selejtet jonak itél, mig egy jo terméket 0,05 valoszintiséggel selejtnek
nyilvanitanak. Mennyi a valoszintisége, hogy a termékvizsgalaton

(a) egy selejtnek nyilvanitott termék selejt? (b) egy jonak nyilvanitott termék jo?

Megoldas. " YouTube

9297 0.215
270 by 242
(2) 75 ®) 5518

14. Feladat. Tudjuk, hogy egy iizem nappali termelésének 2%-a, és az esti termelés 10%—
a selejt. Egy napon véletlenszertien kisorsoljuk, hogy vagy a nappali, vagy az esti termelésbdl
hizunk egy tetszéleges terméket. Ha a kivalasztott termékiink jo, akkor ugyanebbdl (tehat vagy
a nappali, vagy az esti termelésb6l) kihtizunk még egy termeéket. Ha a kivéalasztott termékiink
selejt, akkor a mésik miiszak termelésébél hizunk egy terméket. Mennyi az esélye, hogy a
masodik kihizott termékiink jo?

Megoldas. 050,982+ 0,5-0,02-0,9+0,5-0,9% + 0,5-0,1-0,98 &3 YouTube

15. Feladat. A fogadoéirodék szerint az NBA—ben a Chicago Bulls 0,5; a San Antonio Spurs
0,8; illetve a Los Angeles Lakers 0,3 valoszintiséggel nyeri meg a kdvetkezd meccsét. Tudjuk,
hogy a csapatok nem egyméssal jatszanak, tovabba a harom mérkézés eredménye fiiggetlen
egymastol. Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét:

(a) Mindharom csapat megnyeri a kovetkezé mérkGzését.

(b) A Bulls nyer, viszont a Lakers veszit.

d

)
)
(c) A harom csapat koziil pontosan egy nyer.
(d) A harom csapat koziil legfeljebb egy nyer.
)

(e) A Bulls, a Spurs illetve a Lakers éri el a gy6zelmet, feltéve, hogy a harom csapat koziil
pontosan egy nyer.

Megoldas. 3 VYouTube @D YouTube

a) 0,5-0,8-0,3
b) 0,5—-0,5-0,3

(a)
(b)
(c) 0,5-0,2-0,74+0,5-0,8-0,74+0,5-0,2-0,3
(d) 0,5-0,2-0,7+0,5-08-0,7+0,5-0,2-03+0,5-0,2-0,7
0,5-02-0,7
) 0,5-02-0,7+0,5-08-0,7+0,5-0,2-0,3
0,5-0,8-0,7
0,5-02-0,7+0,5-08-0,7+0,5-0,2-0,3
0,5-0,2-0,3
0,5-02-0,7+0,5-08-0,7+0,5-0,2-0,3

(e



https://www.youtube.com/watch?v=kW-0jIV0SOM
https://www.youtube.com/watch?v=WZ-2RRyc0eE
https://www.youtube.com/watch?v=ayUQOBPbvbw
https://www.youtube.com/watch?v=mkZnBw2ADGg
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16. Feladat. Adott egy urna, benne pedig 4 piros és 2 zold goly6. Kihuzunk harom golyot
elGszor visszatevés nélkiil, majd visszatevessel.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy sorban egy pirosat, egy zoldet, és még egy pirosat
kapunk?

(b) Mennyi az esélye, hogy a kihtzott golyok kozott pontosan egy zold lesz?

(c) Mennyi annak az esélye, hogy a méasodik goly6 zold?

(d) Feltéve, hogy a masodik goly6 z6ld, mi annak a valoszintisége, hogy az els§ goly6 piros
volt?

(e) Fligg az els6 golyo szine attol, hogy milyen szinii a méasodik?

Megoldas. 3 VYouTube @D YouTube

(e) Igen, nem.

DD~ W=


https://www.youtube.com/watch?v=oZLqDYvoqv4
https://www.youtube.com/watch?v=ngR1ExRPIGo
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Kvizek

A csoport

Feladat. Egy raktarhoz egy 12 6ras iddintervallumban két iires kamion, egy 10 tonnas, illetve
egy 18 tonnas érkezik. A rakodas a 10 tonnas kamionnél egy, a 18 tonnasnél két orat vesz
igénybe. Az elsének érkez6 kamion rogton megkezdi a rakodéast. Ha a mésodik kamion akkor
érkezik, amikor az elsére még rakodnak, akkor varakoznia kell a rakodas befejezéséig. Mekkora
a valoszintisége, hogy a két kamion koziil valamelyiknek varakoznia kell?

B csoport

Feladat. Liverpoolban a napok egyharmada esds. Es6s id6ben 50% az esélye annak, hogy
forgalmi dugéd keletkezik, es6 nélkiili idGjaras esetén csak 25%. Ha esik, és kialakul forgalmi
dugo, akkor Bob, egy helyi bankar 50% valoszintséggel elkésik a munkajabol. Ha nem is esik,
¢és dugo sincs, akkor csak 12,5% valoszintiséggel késik. Minden mas esetben 25% valoszintiséggel
késik el. Mennyi a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott napon

(a) Bob idében ér be dolgozni, feltéve hogy esett, de nem volt dug6?
(b) nem esik, dug6 van és Bob nem keésik el?

Bob a munkijat délutan 4 és 5 ora kozott fejezi be (az egyenletességi hipotézis alapjan). La-
zitasként beugrik a 13 perces sétara taldlhatéo Easy Pubba, ahol volt felesége Moonracket hé-
romnegyed 5-ig dolgozik.

(¢) Mennyi a valoszintisége, hogy Bob talalkozik Moonrackettel?

C' csoport

Feladat. Az alabbi tablazatban a 2018-as Gszi félév kalkulus gyakorlatok Osszesitett eredmé-
nyeit, illetve két gyakorlatvezeté eredményeit latjuk.

megajanlott jegy | atment gyakorlaton | 6sszes hallgato
Egész évfolyam 127 324 614
Dr. Szabdé Tamés 2 8 24
Dr. Németh Zoltan 4 17 26

Természetesen aki megajanlott jegyet kapott, az at is ment a gyakorlaton.

(a) Hunorka atment a gyakorlaton. Mekkora az esélye, hogy megajanlott jegyet is kapott?

) Bolojtke megajanlott jegyet kapott. Mi a valdszintsége, hogy Szabé Tamasnal volt?

(c¢) Krizosztom sajnos megbukott. Mekkora a valoszintisége, hogy Németh Zoltannal tanult?

) Pomponia masik 37 hallgatotarsaval egyiitt 0 pontot szerzett a félév soran. Kivalasztunk

egy bukott hallgatét az évfolyambol. Mekkora valoszintiséggel Pompoénia az?

(e) Kovacs Tavaszka és Tizvirag ikrek, és 6k is megbuktak, mint Pomponia. Szabé Tamas
emlékszik, hogy Tavaszka hozza jart gyakorlatra. Mekkora a valoszintisége, hogy Ttzvirag
is?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa. Legyen
A = Valamelyik kamionnak varakoznia kell.

Jelolje x az 1 oras rakodasi id6vel rendelkez6 kamion érkezési idejét, y pedig a 2 6ras rakodéasi
id6vel rendelkez6 kamionét. Kétféleképpen torténhet varakozas:

1 pt
Der<y<az+1 vagy 2y<z<y+2. P
Ha az érkezési id6ket abrazoljuk egy (z,y) koordinata rendszerben, akkor
(1) az y = x egyenes folotti, de y = x + 1 alatti tertilet;
(2) az y = x egyenes alatti, de y = z — 2 folotti tertilet.
)
12
1
Ekkor
P(A) = k?dvezé I:ész te'r'iilete 2 pt
Osszes rész tertilete
2 2
Az als6 fehér haromszog teriilete 5 a felsgé - Igy a szines, azaz a kedvezs rész teriilete
102 112
T, =122 — — — —.
2 2
Tehat
192 _ 102 12 3 pt
P(A) = 2 Z_

122
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B csoport

Feladat megoldasa. Legyen

E = Esik.
D = Dugo6 alakul ki.
K = Bob elkésik.

Ekkor a kovetkezdket tudjuk:

1 1 _ 1
P(E) = - P(D|E) = = P(D|E) = -
(B)=73. (D|E) =, (DIE)= .
1 — = 1
P(K|DNE) =3, P(K|DNE) =g,
— 1 1
P(K|DNE) =, P(K|DNE)= 7
(a) ;
P(F\Eﬂﬁ)zl—P(IﬂEﬂﬁ):Z—l 1 pt

P(ENDNK)=PKN(DNE))
= <f|DmE>-P< E)
= K|DmE)) P(DNE)

(c) Bob pontosan akkor ér haromnegyed 5-re az Easybe, ha 13 perccel hamarabb, 4 éra 32
perckor indul el. Tehat legfeljebb eddig dolgozhat, ha szeretne talalkozni volt feleségével.

Legyen
A = Bob talalkozik Moonrackettel.
Ekkor
A . 13 J
1 | | 1 !
4:00 4:32  4:45 5:00
Igy

3 pt

sy

=
w
G
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C' csoport

Feladat megoldasa.

(a) Mivel 324 hallgatd6 ment at, és ebbdl 127 kapott megajanlott jegyet, ezért a keresett

valOszintiség
127
324"
(b) Legyen
A = Bolojtke megajanlott jegyet kapott.
B = Szabo Tamaés volt a gyakorlatvezetdje.
P(BNA) 2
P(B|4)=———> =544 1 pt
P(A) %
(c) Legyen
C = Krizosztom megbukott.
D = Németh Zoltan volt a gyakorlatvezetGje.
Az 6sszes bukott hallgato szama 614 — 324 = 290. Németh Zoltannal megbukott hallgatok
széma 26 — 17 =9 o
P(DNC) &3
PD|C)=———2 =31,
P(C) v
(d) Osszesen 290 bukott hallgaté van. Tehat annak a valészintisége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott bukott hallgaté pont Pomponia, az 2 pt
1
290
(e) Legyen
T, = Tavaszka Szab6 Taméshoz jart.
T, = Tizvirag Szabd Tamashoz jart.
P(T,NT,)
P(T,|T,) = ————
el ==
Tavaszka és Ttizvirdg megbukott. Szabd Tamas csoportjaban 24 — 8 = 16 hallgaté bukott
meg, ezért
16 (%)
P(Ta> = % es P(Tu N Ta) = @,
tehat

P(T,|T,) = (%) 3 pt
(Tu|Ta) = 5~ -




10.

Teljes valoszintiség; véletlen valtozo

HAzi feladatok

Teljes valoszintiség

e Bayes-formula. Ha P(A),P(B) > 0, akkor

P(B|A)-P(4)
P(A|B) =
(4]B) = “2s
o Teljes valdsziniiség tétele. Ha az Ay, As, ... események teljes eseményrendszert alkotnak,

és P(A;) > 0 minden i-re, akkor

P(B) =) P(B|A;)-P(4).

1. Feladat. Veturiusznak lejart a bérlete, mégis felszall az els§ jarmtire, ami hazaviszi. A
megalloban 25% valoszintiséggel érkezik elGszor busz, az esetek 40%-aban troli jon elsGként,
egyébként pedig villamos. A buszon 30% eséllyel jon ellendr, a trolin 10% ennek a valoszintisége,
a villamoson pedig 20%.

(a) Mekkora valoszintiséggel taldlkozott ellendrrel Veturiusz?
(b) Ha megbiintették, akkor mennyi a valoszintisége, hogy busszal utazott?
(c) Mennyi a valoszintisége annak, hogy busszal utazott, amennyiben nem biintették meg?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkez§ eseményeket:

A; = Buszra szallt. B = Megpbiintették.
Ay = Trolival utazott.

As = Villamossal ment.

Ekkor az Aj, Ay és Az események teljes eseményrendszert alkotnak. A rendelkezésre allo infor-
méciok alapjan a kovetkez6 valoszintiségeket tudjuk.

P(B|A;) =03 P(B|A;) =0,1 P(B|As) =0,2

150
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(a) A teljes valoszintiség tétele alapjan

3
P(B) =) P(B|4,)-P(4)
i=1
=0,3-0,25+0,1-04+0,2-0,35 =0,185.
(b) Mivel P(A;),P(B) > 0, ezért a Bayes-formula alapjan

P(B|A)-P(A)  03-0,25

P(A]B) = P(B) ~ 0,185

~ 0,405.

(c)

_ _P(BJA)-P(A4) _ (1-P(B|A))-P(A) _(1-03)-025
Pl4:[B) = P(B) - 1—P(B) T 1-0,185 ~0.215.

2. Feladat. A hiit6ben négy doboz tej van: egy friss; egy, ami egy hete lejart, és biztosan
romlott; tovabba van két doboz, ami egy napja jart le, és 0,3 valoszintiséggel romlott. Véletlen-
szertien kivalasztunk egy doboz tejet.

(a) Mekkora az esélye, hogy ez a tej nem romlott?
(b) Ha megkostoljuk a kivett tejet, és az romlottnak bizonyul, akkor mi a valészintisége annak,
hogy egy egy napja lejart tejet vettiik ki?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd eseményeket.

A = A kivett tej friss. As = A kivett tej egy napja jart le.
Ay = A kivett tej egy hete lejart. B = A kivett tej romlott.

Ekkor az Aq, Ay és Az események teljes eseményrendszert alkotnak. A rendelkezésre allo infor-
méaciok alapjan a kovetkezs valoszintiségeket tudjuk:

P(A;) = 0,25 P(A,) = 0,25 P(A3) = 0,5
P(B]A) =0 P(B|A;) =1 P(B| As) = 0.3

(a) A P(B) értéket keressiik. Az adatok alapjan a komplementer esemény valoszintiségét
tudjuk meghatarozni a teljes valoszintiség tétele segitségével.

3
P(B) =) P(B|A;)-P(A)=0-025+1-0254+03-05 =04,
=1
ezért -
P(B) =0,6.

(b) A Bayes-formula szerint

P(B|As)-P(As)  03-0,5

P(4s]B) = P(B) 0,4

=0,375.
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Véletlen valtozo

o Ha a & diszkrét véletlen vdltozo lehetséges értékei x; és p; = P(§ = x;), aholi € T, T
megszdamldlhato, akkor az (x;,p;) pdrok dsszessége a & valdsziniségeloszlasa, €s

2 pi=1L

o A diszkrét £ valdsziniiségi vdltozo vdrhato értéke, illetve mdsodik momentuma
= inpi, illetve E (52) = fopz
iel i€l
o Tetszdleges & valoszintségi vdltozo szorasnégyzete
D*(€) = E (&*) — E*(€).
o Tetszdleges & valoszintségi vdltozo eloszldsfligguénye
Fe(z) =P < x).
3. Feladat. Egy iskolaban tanuld 500 gyerek koziil 130-nak nincs testvére, 200-nak van 1,

150-nek van 2 és 20-nak pedig 3 testvére van. Legyen £ egy véletlenszertien kivalasztott gyerek
testvéreinek a szama. Adjuk meg & valdszintiségeloszlasat, varhato értékét és szorasat.

Megoldas. A £ véletlen valtozo a 0, 1,2 és 3 értékeket veszi fel, és

130 200
150 20

igy a & véletlen valtozo valoszintiségeloszlasa a kovetkezd tablazattal irhato le.
x; 0 1 2 3

130 | 200 | 150 | 20
500 | 500 | 500 | 500

A testvérek szémémak varhato értéke:
130 200 150 20
iDi —+1-—+2-
Z“’ 0500 71 500 T2 500 T2 500

~0-130+1-200+2-150+3-20
N 500

A szords meghatarozasahoz sziikségiink lesz ¢ masodik momentumara, azaz a &2 varhato
értékére is.

Di

= 1,04.

130 200 150 20
=0 1. 4429 2 — 196,
Zx P 500 ~ 500 T 500 T 500

Ezek alapjan a szorasnégyzet
D*(¢&) =E (&%) —E*(¢) =1,96 — 1,04  =0,8784,

igy a & véletlen valtozo szorasa

D(¢) = /0,8784  ~0,937.
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4. Feladat. Hatarozzuk meg az a valés paraméter értékét gy, hogy az alabbi értékek a véletlen
valtozé valoszintiségeloszlasat alkossak. Tovabba abréazoljuk grafikonon a valdszintiségeloszlast
az eloszlasfiiggvényt és szamoljuk ki a varhato értéket és szorast.

(a) pp =P =1)=0,15a, ps =P =2)=055a, p3=PE=3)=0,25a,
p4:P(£:4):O730’
(b) po=P(n=0)=025, p,=P(n=2)=a, pio=Pn=10)=a.

Megoldas. A p; értékek valoszintiségeloszlast alkotnak, ha p; € [0;1] és az Osszegiik 1.

(a) A
P14+ p2 + p3 4+ ps = 0,15a + 0,55a + 0,25a + 0,3a = 1,25a = 1

Osszefiiggés alapjan a = 0,8. Tehat
b1 = 0712 P2 = 0744 P3 = 072 bs = 07247

és mindegyik p; érték 0 és 1 kozé esik.
Ekkor a valoszintiségeloszlas és az eloszlasfliggvény grafikonja:

1 41
0,24
0,76 |
0,2
0,56 |
0,44
012 190 |
1 2 3 4
A varhato érték
4
B =) api=1-012+2-044+3-02+4-024 =256,
n=1
A masodik momentum
4
E() =) afpi=1-012+4-044+9-02+16-024 =752,
n=1
igy
D?(€) =E (€%) —E*(&) = 7,52 — 2,56 = 0,9664,

tehat ¢ szorasa

D(¢) = 1/0,9664  ~0,9831.
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(b) A
po+pe+po=025+a+a®=1

Osszefiiggés alapjan

3

2
a+a—-=0
* 4
—1++/14+3 —-1+£2
a172 = = N
2 2
3 1 . . . . , L
azaz a=—; vagy a = 7 De a p; = a 6sszefiiggés alapjan a pozitiv, ezért csak a masodik

érték esetén kapunk valdszintiségeloszlast. Tehat a = 0,5 és igy

bo = 07257 P2 = 0757 P10 = 0,25 .

Ekkor
E(n) =0-0,25+2-0,5+10-0,25 =35,
tovabb4
E(n*) =0-0,25+4-0,5+100-0,25 =27,
ezért
D*(n) =E (n*) — E%(n) = 27 — 3,5 = 14,75,

tehat n szorasa

D(n) = /14,75  ~384.

L ]
0,25 & 0,5 { 0,25 {'

| 2 10

A grafikonok

0’7; 0,25 C_

0,5

0,25
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5. Feladat. Otniel elment a josn6hoz, Diotiméhoz, hogy megtudja téle az év végi MM1 jegyét.
Diotima azonban némi zavart érzett a csillagok allasaban, ezért csak a kovetkezé eloszlasfiigg-
vénnyel tudott segiteni Otnielnek az év végi jegyét illetGen.

1+ o
0785 T OoO———o
0,5 | o—
0,3 | o °

— @
)
w4
W
ot

Otthon Otniel elhatarozta, hogy az eloszlasfiiggvény grafikonja alapjan meghatarozza a kdvet-
kez6 események valoszintiségét.

(a) A; =Megbukik.

)
(c) Az =Az év végi jegye négyesnél rosszabb.
(d) A4 = Legfeljebb kettest sikeriil szereznie.
)

(e) As =Teljesiti a targyat.
(f) Ag =Az érdemjegye jobb, mint kettes, de legfeljebb harmas.
Megoldas.

(a) Otniel csak akkor bukik meg, ha egyest kap, azaz P(A;) = P(§ = 1). Mivel az eloszlas-
fliggvény az x = 1 helyen 0,3—et ugrik, ezért a & véletlen valtozo p; = 0,3 valoszintiséggel
veszi fel az 1 értéket, tehat

P(A;) =P =1)=0,3.

(b) Mivel az eloszlasfiiggvény az x = 3 pontban folytonos, nem ugrik, ezért
P(43)=P(¢=3)=0.
(c) Mivel
P(A;) =P(§ <4) = F:(4),
igy az eloszlasfiiggvény grafikonjarol kénnyen leolvashato, hogy P(A3) = 0,5.

(d)
P(A)) =P(€<2) =P =2)+P( <2) =P =2) + F(2)

Mivel az eloszlasfiiggvény « = 2-ben 0,2-et ugrik, és F¢(2) = 0,3, igy
P(A)) =024 0,3=05.
(e)
P(As) =P(€>2)=1-P(€<2)=1-Fe(2) =1-03=0,7

(f) Mivel £ csak egész értékeket vehet fel, igy az Ag esemény megegyezik az A, eseménnyel,
ezért

P(Ag) = P(2 < £ < 3) = P(¢ = 3) = P(4y) = 0.
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6. Feladat. Az idei GTK-s Kalkulus zh—t Adorjan és Boborjan J&Vltotta A kapott x érdemjegy
222

fiiggvényében Adorjannak f(z) = 3z — 1, Boborjannak pedig g(z) = - + 1 percig tartott egy

dolgozat javitasa. Az érdemjegyek eloszlasat a kovetkezé tablazat mutatja

nl 1 ] 213 ] 4] 5
pi 10,25 10,35[0,25 0,1 0,05

(a) Mennyi az érdemjegyek varhato értéke?
(b) Egy dolgozat javitasa atlagosan hany percig tartott Adorjannak, illetve Boborjannak?
(c) Ha 18 oérakor kezdtek hozza a 315 dolgozat javitasahoz, akkor végeztek—e éjfél el6tt?

Megoldas.
(a) Jelolje & egy véletlenszertien kivalasztott hallgato érdemjegyét. Ekkor

5
:inpi:1-O,25+2-O,35+3-O,25—|—4-0,1+5-0,05 =235.

=1

(b) Az egy dolgozat javitasara szant id6t Adorjan esetén az n = f(£), Boborjan esetén a
¢ = g(&) véletlen fiiggvénnyel fejezhetjiik ki.

e Mivel f linearis fiiggvény, igy
E(n)=E(f(§))=EB{—-1)=3E(&)—-1=3-235-1 = 6,05.

e Boborjan esetén csak a definicié alapjan tudjuk meghatérozni a varhato értéket.

E(¢) = Zj: 25: (2§? >pi
7
5

=1
1 2
0,25 + 53 035+33 0,25+3€7.0,1+11-o,05 =3,7.

1
, Boborjané — dolgozat /perc, igy az

1
A fentiek al Ad atlagteljesit
(c) entiek alapjan Adorjan atlagteljesitménye —— 6.05 37

egyiittes teljesitményiik
1 I 374+6,05

6.05 37 6.05-37
dolgozat /perc. Ezért ha a 315 dolgozat javitésa t percig tartott, akkor

3.7 46,05
20O 4 315
6.05-3.7 3
anaz 6.05-3.7
t=315. " ~ 723
5 5605 pere

ami tobb mint 12 éra, igy éjfél utan végeztek.

7. Feladat. Hiacinta és Ladiszla a kovetkezs jatékot jatssza. Feldobnak két szabalyos dobo-
kockat. Ha a dobott szdmok szorzata paros, akkor Hiacinta fizet Ladiszlanak 100 Ft-ot, mig ha
a dobott szamok Osszege paratlan, akkor Ladiszla fizet Hiacintdnak x forintot. Mennyi legyen
x értéke, ha az a céljuk, hogy a jaték igazsagos legyen?
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Megoldas. Egy jatékot akkor neveziink igazsidgosnak, ha minden résztvevd varhatoé nyeremé-
nye nulla. Jelolje £ egyikiik, példaul Hiacinta nyereményét, ekkor Ladiszla nyereményét a —¢&
irja le és természetesen

E() = —E(=¢).

A ¢ valoszintiségi valtozo lehetséges értékei x és —100. Ekkor p; = P(§ = z) annak a
valoszintisége, hogy a dobott szamok szorzata paratlan, p, = P(§{ = —100) pedig annak, hogy a
szorzat paros. Két szam szorzata csak akkor lehet paratlan, ha mindkét szam paratlan, minden
més esetben paros, ezért

33 1
b1 = 6-6 - 4 )
és 5
pp=1-—p1 = Z .
Igy & valoszintségeloszlasa az alabbi tablazattal foglalhato Ossze:
z; || x | —100
1 3
Pi 1 1
Innen Hiacinta varhatoé nyereménye
1 3
E6)=r2-=—100-2 =2 _
&) ==z 1 00 1= 1 75
Az .
——75=0
4

egyenlet megoldasa x = 300, ekkor E(¢) = E(—¢) = 0. Tehat ahhoz, hogy a jaték igazsagos
legyen, Ladiszlanak 300 forintot kell fizetnie Hiacinta részére, ha a dobott szamok szorzata
paratlan.
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Videdk

Teljes valoszintiség

1. Feladat. Stephen Curry, a Golden Gate Warriors kosarlabdéazoja a 2016,/17—es szezonban
a kétpontos dobasokat 54%-os, a harompontosokat 41%-os, a biintetGdobasokat 90%—os ha-
tékonysaggal értékesitette. A probalkozéasainak 44, 36 és 20%-—a volt kétpontos, harompontos
illetve bilintetGdobas.

(a) Curry osszes probéalkozasanak hany %-—a volt sikeres harompontos dobas?
(b) Az 6sszes probéalkozasanak mekkora hanyadat értékesitette?

(c) A sikertelen probalkozasok milyen ardnyban voltak kétpontos, harompontos illetve biin-
tet6dobasok?

Megoldas. n YouTube

(a) 0,41-0,36 - 100 %-a
(b) (0,9-0,2+0,54- 0,44 + 0,41 - 0,36) - 100 %-a

0,46 - 0,44
Ui, - 100 %-
(€) 1= (0,9-0,24 0,54 - 0,44 + 0,41 - 0,36) %2,
0,59 - 0,36
e, - 100 %-
1—(0,9-0,2+0,54-0,44 + 0,41 - 0,36) %2,
0,1-0,2
il - 100 %-a.

1-(0,9-0,24 0,54 0,44 + 0,41 - 0,36)

2. Feladat. Egy vizsgan egy tesztkérdéshez négy lehetséges valaszt adunk meg, melyek koziil

egy helyes. A vizsgazd — valoszintiséggel tudja a helyes vélaszt, és ebben az esetben meg is jeloli

azt. Ha nem tudja a helyes vélaszt, akkor a vizsgazo tippel, tehat véletlenszertien jelol egyet a
négy valasz koziil. A javitas soran azt latjuk, hogy a vizsgazo helyes valaszt adott a kérdésre.
Mennyi a valoszintisége, hogy csak tippelt?

_ i3 3 YouTube

Megoldas.
egoldas Zi' ey

adlanl FNUTER
wiro

Véletlen valtozo

3. Feladat. Tekintsiik a haromszori pénzfeldobés kisérletét, és jelolje a & véletlen valtozo a
fejek szamat, és n a kapott fejek és irdsok szaménak szorzatat.

(a) Hatarozzuk meg & és n értékkészletét.

(b) Adjuk meg és abrazoljuk is £ és n valoszintségeloszléasat.


https://www.youtube.com/watch?v=OdNxVexR_Cc
https://www.youtube.com/watch?v=991FB7UI7xE
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(c) Abrazoljuk ¢ és n eloszlasfiiggvényét.

Megoldas.
(a)
Re = {0,1,2, 3},
(b)
IRBEE
Pillg 8183
1 %
0,5
L ] L ]
s 0% % 5 ¢
1 2 3
(c)
1] [P
J
3
8
05|
3
8
1
g{( : :
1 2 3

3 YouTube
Rﬁ = {07 2}
113
Pi|l 73
1 o
L ]
0,5 3
1
} L ]
4 +
2
1 |1
3
A
0,5 {
1
4
1

4. Feladat. A szervizre behozott autok adatairol a kovetkezot tudjuk: 30%—uknal nincs hiba,
40%—uknal egy, 15%—uknal ketts, 10%-uknal harom, 5%-uknal négy hibat taldltak a szakembe-
rek. Jelolje a & véletlen valtozo a fellépd hibék szaméat. Szamoljuk ki az alabbi valoszintiségeket.

(a) P(¢ <2),
(b) P(§ <2),

Megoldas.

(c) P(0,5<¢<23),
(d) P(J€—-1,2| <1).

@ YouTube


https://www.youtube.com/watch?v=yIUfUiZuz_s
https://www.youtube.com/watch?v=xR9tyfoKwLE
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(a) 0,7 (b) 0,85 (¢) 0,55 (d) 0,55

5. Feladat. Csizmadia tanar ar két csoportjaval is dolgozatot iratott, az eredményeket az
alabbi két tablazat foglalja Ossze.

[degy [1]2] 3 |4]5] [jegy [L]2]3[4]5 |
B:

db |9|7]0]0] 14

Jeloljiik é—vel az A csoportban, n—val a B csoportban szerzett jegyeket. Szamoljuk ki € és 7

(a) varhato értékét, (b) szorasat.
Megoldas. u YOUTUhe
(a) 1-3+2-6+3-10+4-7+5-4 1-3+2-6+3-10+4-7+5-4
30 ’ 30
(b) 1,16, 2,04

6. Feladat. A cégiink termékfejlesztése soran célunk a profit maximalizalédsa és a kockazat
minimalizélasa. Négy termékiink esetében az alabbi tablazat tartalmazza az adatokat.

esély | profit (forint) esély | profit (forint)
20% 10 millié 15% 11 millié
1. termék: 3. termék:
50% 12 millié 45% 13 millié
30% 16 millio 40% 14 millio
esély | profit (forint) esély | profit (forint)
20% 8 millio 25% 9 millio
2. termék: 4. termeék:
40% 13 millié 35% 11 millié
40% 15 millié 40% 18 millié

Jeloljiik &—vel az i—edik termékre vonatkozo profitot. Szamoljuk ki a & véletlen valtozok

(a) varhato értékeét, (b) szorasat.


https://www.youtube.com/watch?v=jpswTsUBrw0
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Megoldas. ° YOUTUbe
(a) E(&) =128 E(&) = 12,8 E(&) = 13,1 E(&) = 13,3
(b) D(&) = 2,22 D(&) = 2,56 D(&) = 0,99 D(&) = 3,91

7. Feladat. A magyar autosok atlagosan egy évben 0,5 valosziniiséggel nem okoznak balesetet,
0,4 valoszintiséggel egy, 0,1 valoszintiséggel legaldbb két balesetet okoznak. A biztositasi dijakat
az alabbi tablazat foglalja Ossze.

fokozat -2 1 -1 0 1|2

éves dij (ezer Ft) || 200 | 130 | 100 | 95 | 85

Ha egy évben az autos nem okoz balesetet, a fokozatban eggyel "jobbra" keriil, ha egy balesetet
okoz, nem valtozik a fokozata, ha egynél tobb balesetet okoz, eggyel "balra" keriil. Jel6lje a &
véletlen valtozo két, egyméstol fiiggetlen év utan az éves dijat. Hatarozzuk meg

(a) & értékkészletét és eloszlasat, (c) E(&)-t
(b) ¢ eloszlasfiiggvényét, majd abrazoljuk is,  (d) D(§)-t.

Megoldas. u YouTube u YouTube
(a) Re = {85,95,100,130,200} x; | 85 | 95 | 100 | 130 | 200

pi || 0,25 10,4 (0,26 | 0,08 | 0,01

(b)

0,25 |
0,25 r

85 05 100 130 200

(c) 200 - 0,01+ 130 - 0,08 + 100 - 0,26 4 95 - 0,4 + 85 - 0,25
(d) 232,73

8. Feladat. Egy betegséget 1% valoszintiséggel kapunk el. Egy teszt 1000 dollarba kertil, igy
10 fliggetlen mintat Osszedntve hatékonyabb 1 tesztet végezni. Ha a teszt negativ, mind a tiz
f6 egészséges. Jelolje a & véletlen valtozo a sziikséges tesztek szaméat tiz {6 esetén. Hatarozzuk
meg


https://www.youtube.com/watch?v=c00O9zFk88g
https://www.youtube.com/watch?v=Sj6Jh6IcTFE
https://www.youtube.com/watch?v=CgVr8ExocaQ
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(a) & értékkészletét és eloszlasat, (d) D(&)-,
(b) ¢ eloszlasfiiggvényét, majd abrazoljuk is,  (e) az egy f6re szamitott atlagos tesztkoltsé-
(C> E(f)itv get

Megoldas. ° YouTube ° YouTube

pi || 0,991 | 1 — 0,990

1 1 W—
1— 0,9910{Q
0,99 | o .

0,9910

11

— @

(e) 200 dollar

9. Feladat. Biztositast szeretnénk kotni egy 9 millié forint értéki lakohéazra. Tegyiik fel, hogy
az elkovetkezendd egy évben 99,9% valoszintiséggel nem lesz karunk, és 0,1% eséllyel teljesen
leég a haz. Ha van biztositasunk, akkor a biztosito a keletkezett kart teljes mértékben megtériti.

(a) Mi az a minimalis biztositési dij, amit a biztosito ki fog majd szabni rank?

(b) Ha a vagyoni helyzetiinket az u(x) = /= hasznossagi fliggvényen keresztiil értékeljiik, ak-
kor racionalisan gondolkodo fogyasztoként mi az a maximalis Osszeg, amit még hajlandoak
vagyunk Kkifizetni ezért a biztositasért?

Megoldas. ° YOUTUbe u YOUTUhe

(a) 9.000 (b) 17.238


https://www.youtube.com/watch?v=yChYN4uQTXg
https://www.youtube.com/watch?v=SUf3lStD1aA
https://youtu.be/_fENID_07vg
https://youtu.be/Dkv8u1xnyEI
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Kvizek

A csoport
1. Feladat. Jelolje a & véletlen valtozd egy T o] 1]2]3]|
MM1 kvizen elért pontszamot. A & valtozo el- P =x;) H 0,3 ‘ 0,4 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘

oszlasat a jobb oldali tablazat irja le.

(a) Rajzoljuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét.

(b) Hatarozzuk meg a kévetkezs események valoszintségét.
A =Algernonnak kevesebb, mint két pontot sikeriil elérnie a dolgozatban.
B =Barakony szerez pontot a dolgozatban.

(c) Cipriana varhatoan hany pontot szerez?

2. Feladat. Evelin konyvelGiroddjaban harom konyvel$ dolgozik. Felvesznek egy 1j kollégat,
Pistit. Pisti még tapasztalatlan a munkaban, az adobevallasok 10%-—4at elrontja, mig a tapasztalt
kollégai csak 3% valoszintiséggel rontanak el egy adobevallast. Mindegyikiik ugyanolyan inten-
zitassal dolgozik, egységnyi id6 alatt ugyanannyi addbevallést toltenek ki. A NAV ellen6rzé
bizottsaga véletlenszertien kivalaszt egy adobevallast.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy ezt a kivalasztott adobevallast rosszul toltotték ki?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy ezt az adobevallast az j kolléga toltotte ki, feltéve hogy az
adobevallas rossz?

B csoport
1. Feladat. A jobb oldali dbran egy cinkelt 1 o
dobokocka eloszlasfiiggvényét lathatjuk. 57 | 5 .
(a) Mekkora a valoszintisége, hogy egy dobas
értéke paros?
(b) Mennyi a valoszintisége annak, hogy egy i?; | ¢

dobas értéke 1 és 5 kozott van? . ‘ ‘ ‘ ‘
(c) Mekkora az esélye, hogy a dobas értéke ez 456
legalabb 37

2. Feladat. Egy gyarban harom nagy teljesitményt dizelmotor iizemel, melyek egy adott id6-
pontban egymaéstol fiiggetleniil 0,5, 0,6 illetve 0,7 valoszintiséggel miikodnek.

(a) Adjuk meg az egy id6pontban miikd6é motorok szamanak szoréasat.
(b) Amennyiben egy adott idépillanatban x dizelmotor tizelem, akkor a dolgozokat 50 + 20x
dB zajterhelés éri. Hatarozzuk meg a zajterhelés atlagos értékeét.
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C' csoport

Feladat. Tegnapel6tt Zeks és Vitold nagyanyjuk Giszmunda padlasén rengeteg forgalombol
kivont 1 Ft—os érmét talalt, amit igazsdgosan megfeleztek. Ma ebéd utan meglepédve tapasz-
taltak, hogy nincs net. A telefonos tigyintézé azt mondta, hogy kabelszakadas tortént, igy estig
esély sincs, hogy helyrealljon a garantaltan 10Mb-es sebességii szolgaltatas. Igy biztosan lema-
radnak az esti raid-r6l, tovabba egyiksjliknek sincs baratndje, sajnos a tv elbfizetést is mar
évekkel ezel6tt lemondték. Unalmukban a kévetkezd jatékot jatsszak. Feldobnak 4 pénzérmét.
Ha a foldre es¢ érmék koziil paros sok mutat fejet, akkor Zeké fizet Vitoldnak, ellenkezd eset-
ben forditva. A nyeremény a dobott fejek szamanak megfelel§ szami érme. Jelolje £ Vitold
nyereményét egy jatszma utan.

(a) Abréazoljuk ¢ eloszlasat.
(b) Igazsagos—e a jaték?

(c) Mekkora a valoszintsége, hogy Vitold a lehetd legkevesebb jatékkal nyer 20 érmét?
(d) Varhatoan hany jatékot kell lefolytatni, hogy Vitoldnak legyen 2 nyert érméje?
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa.

(a)

1 o—_—
079 T O ®
0,7 + o o
0,3 ﬁo
[ 12 3
(b) A grafikon alapjan
P(A)=P(§ <2)=F(2)=0,7. 1 pt

Tovébba
P(B)=P(>0)=1-P(E<0)=1-(P(=0)+P((<0)
=1—(po+ F:(0))=1-(0,3+0)=0,7.

(c)
E@€)=0-03+1-04+2-02+3-0,1.

2. Feladat megoldasa. Legyen

A = A kivalasztott adobevallast rosszul toltotték ki.
B = A kivalasztott addébevallést Pisti toltotte ki.

Az adatok alapjan
P(A|B) =01 P(A|B)=003 P(B)=_ P(B)=".

(a) A teljes valoszintiség tétele szerint
3

P(A) = P(A| B)P(B) + P(A|B)P(B) = 0,1 - i +0.03- .

71 '
1003-3° M ot

(b) A Bayes—formula alapjan

P(A[B)P(B) _
P(A) - 0,1-

.

P(B|A) =

e =)
1
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Jeldljiik £-vel a dobas eredményének megfelels valoszintiségi valtozot.
Ekkor az abra alapjan

(a)

P(adobéspéros):P(§:2)+P(§:4)+P(§:6):;+g+0.
(b) ' ;
P(l<§<5)=PE=2)+PE=3)+PE=4) = - +0+3.
(c)
P(€Z3):1—P(§<3):1—F5(3):1—g. L pt

7
2. Feladat megoldasa. Jelolje ¢ az egyszerre miikdd6 motorok szamat. Legyen

A = Az els6 gép miikodik.
B = A maésodik gép miikodik.
C' = A harmadik gép mukddik.
Ekkor P(A) = 0,5, P(B) = 0,6 és P(C) = 0,7.
(a) A fiiggetlenség miatt
po=P(¢
p1=P(¢

P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C)=0,5-0,4-03
P(ANBNC)+P(ANBNC)+PANBNCO)
=0,5-0,4-0,3+0,5-0,6-0,3+0,5-0,4-0,7
pp=PEl=2)=P(ANBNC)+P(ANBNC)+PANBNC)
=0,5-0,6-0,3+0,5-0,6-0,7+0,5-0,4-0,7
p3=P(E=3)=P(ANBNC)=05-0,6-0,7
Tovabba

0)
1)

E€)=0-po+1-p1+2-p2+3-p3 & 2 pt
E(E)=0-po+1-p+4-p+9-ps,

amibdl

D2(&) = E(€?) — E(€)* = p1 +4pa + 9ps — (p1 + 2po + 3p3)?  és
D(&) = v/p1 + 4pa + 9ps — (p1 + 2pa + 3p3)2.

3 pt
E(50 + 20£) = 50 + 20 E(&) = 50 + 20(p1 + 2p2 + 3p3) ‘—[
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C' csoport

Feladat megoldasa. Ha Vitold veszit, akkor a nyereményét negativ eljellel szamoljuk, ezért

¢ lehetséges értékei 0, —1, 2, —3 és 4.

4\ .
(a) Az osszes esetek szama 2! = 16. Azon esetek szdma amikor k darab fej van ( k:) Igy

pe=0y= L E
16 16’ 16
4
TN O )
Pe=-D=96 "1 ‘ ° 16
() 6
P g :L:—
(4) 4 = ¢
Plé— _3)— ) _ = 16
(& 3) 16 =16 . 1
() 1 N N
P(6 =4) =4 _ —
(€=4) 16 16
(b) Mivel X ) ; ) X
E&=0-——1-—4+92. — —3.—4+4.—
(&) =0 16 6" 16 3 6 16

ezért a jaték igazsagos.

(c) Leggyorsabban akkor nyer 20 érmét, ha az els6 5 jaték mindegyikét agy nyeri meg, hogy

mind a 4 érme fej, ennek az esélye

(i)

(d) Vitold varhato nyeresége n jatszma utan E(n - £), de

ezért Vitold varhatoéan sose fog 2 nyert pénzérmével biiszkélkedni.

1 pt

2 pt

3 pt



11.

Nevezetes diszkrét eloszlasok; kovariancia,
korrelaci6

HAazi feladatok

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Eloszlas P(¢ =k) E(¢) D?(¢)
Bernoulli (p) PE=0)=1-p, PE=1)=p| p p(1—p)
Binomiélis (n,p) (O)p* (1 —p)n* k=0,...,n | np np(1 —p)

.. k—1 1 - p
Geometriai (p) (1—p)*'p k=1,2, - 5
p p
Hipergeometrikus (1}:) (JX:?) k :K ’< 'N’ ™ol K (KN — K*)(Nn —n?)

(N, K,n) ™) N N N3 — N2

Poi o) A k=012 | | \
oisson ke s 0

1. Feladat. Manszvét és kisoccse Melkisédek azt jatsszék, hogy feldobnak harom szabalyos
dobokockat. Melkisédek akkor nyer a jatékban, ha a dobott értékek kozott van egyforma. Mel-

kisédeknek nagyon tetszik a jaték, ezért mar a 20. kort jatsszak.

(a) Adjuk meg Melkisédek nyerésének valoszintiségét.

(b)
()
()

nyert?

168

Vérhatoan hanyszor nyert Melkisédek és mennyi a szérésa a nyerések szamanak?
Mennyi a valoszintsége, hogy Melkisédek legfeljebb egyszer veszitett?
Mennyi a valoszintisége, hogy Melkisédek tébb mint haromszor, de kevesebb, mint hatszor
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Megoldas. Jelolje & Melkisédek nyerésének szamat egy jaték soran, ekkor & Bernoulli-eloszldst
kovet. Ha mindharom kockan kiilonbozé érték szerepel, akkor Melkisédek veszit, azaz & = 0,
ennek a valdszintisége

Kiilénben nyer,

ezért a Bernoulli-eloszlas paramétere p = —.
Jelolje n Melkisédek nyeréseinek szamét hisz jatékbol. Mivel a nyerési esély egymastol

4
fiiggetleniil minden jatékban ugyanannyi, p = 9’ ezért m binomialis eloszldst kovet n = 20 és

4
p = ) paraméterekkel.

(a) Igy

(b) Tovébba

azaz varhatoan kilencszer nyert.
A szoras

(c) Ha legfeljebb csak egyszer veszit, akkor legalabb 19-szer nyernie kell, azaz a keresett

valoszintiség
AN g 4\ 20
P(n >19) =P(n=19) 4+ P(n =20) =20 - <§> 9 + (5) ~ 0,00000235 .
(d) Ekkor

P(3<n<6)=P(y=4)+P(n=>5)
-G G) GG G ~omm

2. Feladat. Bonaventura elhatarozta, hogy a valoszintiségszamitas vizsga 20 tétele koziil csak
az els6 6tot tanulja meg, és ha nem ezen tételek valamelyikét huzza (csak egyet kell huzni),
akkor visszaadja a tételt. Hossza évek tapasztalata azt mutatja, hogy ha megtanult tételt hiz,
akkor 80% eséllyel atmegy a vizsgan. Tovabba a vizsgaztatd volt olyan kedves, hogy megen-
gedte Bonaventiuranak, hogy akarhanyszor vizsgazhasson ebben a félévben. Jelolje £ azt, hogy
hényadik alkalomra sikeriil a vizsgat teljesitenie.

(a) Adjuk meg £ eloszlasat.
(b) Varhatoan hany sikertelen vizsgaja lesz Bonaventuranak ebbdl a téargybol?
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(c) Mennyi a valoszintisége, hogy négynél tobbszor kell vizsgéznia?

(d) Bonaventtra a 407,6 km-re 1év6 Lickovadamosrol utazik be vizsgézni, igy minden egyes
vizsgaalkalom 5.600 forintjaba keriil. Varhatéan mennyibe fog keriilni neki ez a sok vizs-
gaismétlés?

Megoldas. Annak a valoszintisége, hogy Bonaventura egy tetszéleges alkalommal teljesiti a
vizsgat

5 1
= .08=~,
P =50 5
1
igy egy probalkozas sikeressége a p = — paraméterid Bernoulli—eloszléssal irhato le.

Mivel € az elsd sikeres vizsga bekovetkezéséig sziikséges probalkozasok szamat adja, ezért &

geometriar eloszlast kovet a p = R paraméterrel.

(a) Igy € valészintiségeloszlasa

(b) Varhatoan

alakalommal kell elmennie vizsgazni, ahhoz, hogy sikerrel jarjon, igy 4 sikertelen vizsgara
szamithat.
(c) A keresett valoszintiség

AL TR B0/ N 07 B N L |
P(¢ > 4) = - R Z) =~ =0.409.
-3 -r 06 s o

MEGJIEGYZES. Pontosan akkor kell 4-nél tobbszor vizsgaznia, ha az elsé 4 vizsgan meg-

bukott, igy
A\ 4

(d) Az E(5600¢) értéket keressiik, amely a varhato érték linearitdsa miatt

E(5.600£) = 5.600 E(£) = 5.600 - 5 = 28.000 .

3. Feladat. A Kalkulus I. vizsgara késziil6 Evariszt se szeret annyira tanulni. Elhatérozza,
hogy az 50 definiciobol csak 10—et tanul meg, de azokat legalabb hibatlanul le is tudja irni. A
vizsga elGtti beugron az 50 definiciobol csak 6t6t fognak kérdezni.

(a) Adjuk meg annak az eloszlasat, hogy hany olyan definiciot kérdeznek Evariszttol a beug-
rén, amit megtanult.

(b) Varhatéan hany definiciot fog tudni Evariszt a beugro kérdései koziil?

(¢) Mekkora eséllyel mehet vizsgazni, ha a sikeres beugrohoz legalabb két definiciot hibatlanul
kell tudni?
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Megoldas. A beugron N=50 definicié van, ebbdl Evariszt csak K=10-et tanult meg, de azokat
legaldbb hibétlanul. Az 50 definiciobdl az oktatd a beugrora n=5-06t wvdlaszt ki véletlenszert-
en visszatevés nélkil. Jelolje € azoknak a beugron kérdezett definicioknak a szaméat, melyeket
Evariszt megtanult. Ekkor & hipergeometrikus eloszlast kovet.

(a) Igy € valészintiségeloszlasa

10 40
P(g—k)—%, k=0,1,2,3,4,5.
5

(b) A beugron varhatoan csak

B(g) =55 =1
definiciot fog tudni.
(c)
P((>2)=1-P(E<2)=1-(P((=0)+P(E=1))

4. Feladat. Egy adatszerverre érkezd lekérdezések szama Poisson—eloszlast kovet. Tudjuk, hogy
0,2 annak a valoszintisége, hogy egy ora alatt nem érkezik lekérdezés az adatszerverre.

(a) Mennyi a lekérdezések szamanak orankénti varhato értéke?

(b) Mennyi a 20 percre juté lekérdezések szamanak szorésa?

(c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 20 perc alatt legalabb 1, de kevesebb, mint 3 lekér-
dezés torténik?

Megoldas. Jelolje £ az egy ora alatt beérkezett lekérdezések szamat. Felhasznalva a Poisson—
eloszlas valoszintiségeloszlasat, kapjuk, hogy

P=0)=e*=0,2,
azaz a £ eloszlas paramétere
A=—-In02=1nb5 ~ 1,61.
(a) Ezek alapjan a lekérdezések szamanak orankénti varhato értéke
E(¢) =In5.

1
(b) Jelélje n a 20 perc, azaz 3 ora alatt beérkezd lekérdezések szamat. Mivel n is Poisson—

Inb
eloszlast kovet, és varhatdan = lekérdezés fut be 20 perc alatt, ezért n paramétere

_ s

A
3

~ 0,536

Ezek alapjan a szorasa

(c) Az n valoszintiségeloszlasa alapjan

In5 _ws 1 /In5\° _us
P(1<n<3)=P(n=1)+Pn=2)= —¢€ 3 tolog) e ~ 0,398.
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Kovariancia és korrelacid

o A& ésn diszkrét valdsziniségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha minden x,y € R
esetén

P=z,n=y)=P=2)-Pn=y).

o A £ ésm wvaldszintdségi valtozok kovariancidja

Cov(&,n) = E(¢n) — E(§) E(n)

korreldcios egyiitthatoja

Cov(¢,n)
D(€) - D(n)
e Ha & ésn figgetlen valdszinidségi vdltozdk, akkor Cov(€,n) =0, corr(§,n) =0 és

D*(¢ +n) = D*(§) + D*(n) .

5. Feladat. Az egyik amerikai egyetemen a ’60—as években azt vizsgéltak, hogy az LLSD hogyan
hat a matematikai teljesitményre. A vizsga el6tt fél 6raval véletlenszertien harom részre bontot-
tak a csoportot: az elsg csoport nem kapott semmit (7 = 0), a masodik egy (n = 1), a harmadik
pedig fejenként két (n = 2) darab 1 mg-os LSD tablettat kapott. (Mar 20 mikrogrammnak
is érezhets hatésa van.) A kisérletben csak azt nézték, hogy a hallgato atment (£ = 1) vagy
megbukott (£ = 0) a vizsgan. Szazalékosan kifejezve a kovetkezs eredmény sziiletett:

5\7]\0 1 2
0 13 23 14

1 |19 11 20

corr(&,m) =

(a) Irjuk fel & és n szézalékos eloszlasat, varhato értékét és szorasat kiilon-kiilon.

(b) Irjuk fel & - 1 szazalékos eloszlasat és varhato értékét. Adjuk meg & és i kovarianciajat és
korrelacios egyiitthatojat.

(c) Ha egy véletlenszertien valasztott résztvevorsl tudjuk, hogy sikeriilt a vizsgéja, akkor mek-
kora valészintiséggel kapott két tablettat? Fiiggetlen—e egymastol a két véletlen valtozo?

Megoldas.
(a) A & véletlen valtozo széazalékos eloszlasat a tablazat sorainak Gsszegzésével kapjuk.

E\n|0 1 2| %
0 13 23 14| 50
1 19 11 20| 50

Igy & varhato értéke
E) =0-05+1-05 =0,5,

masodik momentuma
E()=0"-05+1*-05 =05,

szorasa pedig

D(¢) = \/E (£2)—E*(¢) =402 =05.
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Az n szazalékos eloszlasdhoz az oszlopok szerint Osszegziink.

E\n| 0 1 2| %
0 13 23 14| 50
1 19 11 20| 50

% 32 34 34

Innen 7n varhato értéke
E(n)=0-0,324+1-0,34+2-0,34 =1,02,
mésodik momentuma
E(n’)=07-032+17-034+2%-034 =17,

és igy szorasa

D(n) = \/E (n?) —E*(n)  ~0812.

(b) A & -n szazalékos eloszlasa

5\77‘0 2 alapjan 5'77‘0‘1‘2

0 [13 23 14 % |69 11|
119 11

Igy & - n varhato értéke
E(-7)=0-069+1-0,1142-0,2 =0,51.
Ezek alapjan & és n kovariancidja
Cov(&,n) =E(€-n) —E(€)E(n) =0,51 —0,5-1,02 =0.
Ezért a korrelacios egytitthato is nulla,

azaz & és n korrelalatlan, nincs kozottiik linearis kapcsolat.
(c) A feltételes valoszintiség definicioja és a tablazat alapjan

P(¢=11=2) 02
P(n=2) 0,34

P(=1|n=2)= ~ 0,588

Jol lathatodan

P({=1,n=2)#P(¢=1)P(n=2), ugyanis
0,2#£05-0,34,

azaz & és n nem fliggetlenek.

MEGJEGYZES. A korrelalatlansagbol nem kovetkezik a fiiggetlenség.
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6. Feladat. Az informatikus hallgatok elmult 20 év Kalkulus I. (§) és Diszkrét matematika I.
(n) tanulmanyi eredményeit a rendelkezésre &ll6 t6bb mint 6.000 adatpar alapjan értékelve az
egyiittes eloszlasukra szazalékban kifejezve a kdvetkezs tabléazatot kaptuk.

\nl1 2 3 45
1 [19 5 16 0 0
2 |1 29 7 30
3 /o 1 7 51
410 0 1 0 3
5 1o 0 1 01

Adjuk meg £ és n kovarianciajat és korrelacios egyliitthatojat. Milyen kapcsolat van a két ér-
demjegy kozott?

Megoldas. Az egyiittes eloszlas ismeretében a Kalkulus I. és a Diszkrét matematika 1. szé-
zalékos eloszlasat a kovetkezd tablazat adja.

E\nl1 2 3 45| %
1 [19 5 16 0 0] 40
2 |1 29 7 3 0| 40
3 /0 1 7 5 1| 14
410 0 1 0 3| 4
5 10 0 1 0 1| 2
% 120 35 32 8 5
Ezek alapjan £ varhato értéke
E(E)=1-04+2-04+3-014+4-004+5-002 =188,
masodik momentuma
B(§?) =12-04+22-04+3%-0,14+4%- 0,04 +5%-0,02 =44,

szorasa pedig

D(¢) = \/E (€2) — E*(€) = 1/0,8656 = 0,9304.

Hasonloan, n varhato értéke
E(n)=1-02+42-0,35+3-0,32+4-0,08+5-0,05 =243,
masodik momentuma
E(n*)=17-02+2%-0,35+3-0,3244%- 0,08+ 5°-0,05 =701,

szorasa

D(n) = \/E (n?) — E*(n) = /1,1051 =~ 1,05.

A £ - n szazalékos eloszlasa a tablazat alapjan a kovetkezd.

En|1]2]3|4[5[6[8|9[10[12]15[16[20]25
% [19]6[16]29]0[8[3[7]0[6][2]0]|3]1




NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK; KOVARIANCIA, KORRELACIO 175

Igy & - n varhato értéke

E(n) =1-0,1942-0,06+3-0,16+4- 0,29+ 6 - 0,08 + 8 - 0,03
+9-0,07+12-0,06+15-0,02+20-0,03+25-0,01  =5,17.

Ezek alapjan £ és n kovariancidja
Cov(&,n) = E(€-n) — E(€) E(n) =5,17—-1,88-2,43 = 0,6016

és korrelacios egyiitthatoja

Cov (&, )
D(¢) - D(n)

A két jegy kozott pozitiv iranyu, kozepes erdsségi linearis kapcsolat van.

corr(§,n) = ~ 0,616.
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Videdk

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Oldjuk meg a kovetkezd feladatokat.
1. Feladat.
(a) Szabalyos dobokockéaval egyszer dobunk. Jeloljiik a dobott szam értékét a & véletlen val-
tozoval. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket milyen valoszintiséggel veszi fel?

(b) Jeloljiik & véletlen valtozoval azt, hogy egy ember a hét mely napjan sziiletett. Milyen
értékeket vehet fel £, és ezeket milyen valoszintiséggel veszi fel?

(c) Egy pénzérme egyszeri feldobasnal jeloljiik a kimenetelt a £ véletlen valtozoval. Milyen
értékeket vehet fel £, és ezeket milyen valoszintiséggel veszi fel?

(d) Az urnaban 1évé 20 goly6 koziil 16 piros és 4 kék. Egy golyot huzunk. Legyen a & véletlen
valtozo értéke 1, ha kéket hiztunk, és 0, ha pirosat. Milyen valoszintiséggel veszi fel £ a
0-at illetve az 1-et?

(e) Egy nem szabalyos pénzérme egyszeri feldobasanal a fej valoszintisége legyen p. Jeldljik
a & valoszintiségi valtozé a kimenetelt. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket milyen
valoszintiséggel veszi fel?

Megoldas. 2 YouTube

(a) & lehetséges értékei: {1,2,...,6}; P({=k)= %, k=1,2,...,6, egyenletes eloszlas.
(b) & lehetséges értékei: {1,2,...,7}; P(E=k) = %, k=1,2,...,7, egyenletes eloszlas.
(c) & lehetséges értékei: {0,1}; P(=0)=P(=1) = %, egyenletes eloszlas.

(d) & lehetséges értékei: {0,1}; P(£=0) = %, P=1)= 20" Bernoulli-eloszlas.

(e) & lehetséges értékei: {0,1}; P(£=0)=p, P(( =1)=1—p, Bernoulli-eloszlas.

2. Feladat. (a) Tizszer feldobunk egy szabélyos dobokockat. Jeldlje £ azt, hogy hanyszor
kapunk paratlan szamot. Hatarozzuk meg £ eloszlaséat, varhato értékét és szorasat. Mennyi
annak a valoszintsége, hogy a 10 dobasbol pontosan annyi paratlan értéket kapunk, mint
péarosat?

(b) Otszor feldobunk két dobokockat. Jeldlje n azt, hogy hanyszor dobtunk két paratlan
szamot. Hatarozzuk meg 7 eloszlasat és varhato értékét.

Megoldas. n YouTube
(a)


https://www.youtube.com/watch?v=MHXOEbACcg0
https://youtu.be/LSZzSAEA8YQ
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PE=h=(Dsh B =5 D(E) = /3 PE=5)=(5)7
(b) Pp=k) = ()5 EE©) =3 D() = /1
3. Feladat.

(a) Az urnaban 1évs 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevés nélkiil 3 golyot kivalasztva,
jelolje a & véletlen valtozd a kék golyok szaméat. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket
milyen valoszintiséggel veszi fel?

(b) Az urnaban 1évs 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevéssel 3 golyot kivalasztva,
jelolje a & véletlen valtozo a kék golyok szamét. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket
milyen valoszintséggel veszi fel?

(c) Két kockaval n—szer dobtunk. Jel6lje az n véletlen véltozo azt, hogy hanyszor lett a dobott
szamok Osszege 7. Milyen értékeket vehet fel 7, és ezeket milyen valdszintiséggel veszi fel?

Megoldas. u YUUTUbe
(a> R{ = {07 17 2a 3} ;
16-15-14 _16-15-12 P 5 16-3-12

(€=0) 20-19-18° (€=1 20-19-18° (€=2) 20-19-18°
P(E=3)= 1:3:2 trikus eloszl4
=3) =55 19,15 Dipergeometrikus eloszlés.
64 48 16 1
P&E=0=-—,P=1)=—, P€E=2)=—, P(=3) = —, bi iali
(€=0)= . PE=1) = o, PE=2) = on. P(€=3) = -, binomidlis
eloszlés.
(c) R,=1{0,1,2,3,...,n}; P(n=k)= (Z) " (1—p)" % k=0,1,...,n, binomiélis
eloszlés.
4. Feladat.

(a) Az urnaban 1évé 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevéssel addig huzunk, amig nem
huztunk kéket. Jelolje a & véletlen valtozo azt, hogy hanyadik hizasra huztunk kéket.
Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket milyen valoszintiséggel veszi fel?

A hidon egy ora alatt athaladé autok széma Poisson—eloszlast kovet A = 200 paraméterrel.
Mennyi a valoszintisége, hogy

(b) 3 perc alatt 8 aut6 halad at,
(c) 2 perc alatt legalabb 8 aut6 halad at?

Megoldas. ° YOUTUhe


https://www.youtube.com/watch?v=2EVZmzhZFSE
https://www.youtube.com/watch?v=Tb8OKNVhsl4
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AN
(a) Re={1,2,3,...}; P({=k)= (—) B k € N, geometriai eloszlas.

108
8

e 10 Poisson—eloszlas.

(b)

L)
(c) 1—2 Z! -e~ 3, Poisson—eloszlas.

k=0

5. Feladat. Egy csatdban az egyik harcolo fél ejtGernyckkel probal utanpotlast eljuttatni egy
korbevett alakulathoz. Az erds szél miatt az ejtGernySk egymastol fiiggetleniil és véletlenszert
helyen érnek foldet a 15 km?2 teriilet(i csatatéren. Az alakulat egy 1 km? teriileti magaslaton
védekezik, és az utdnpotlast csak akkor kapjak meg, ha az erny6 ezen a magaslaton ér foldet.
Eppen ezért a vezérkar addig dob le tjabb és tjabb ejtSernysket, mig valamelyiket meg nem
szerzi az alakulat.

Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 6t ejtGernyét kell majd ledobni?
Mi a valoszintisége annak, hogy 6tnél tobb ledobasra lesz majd sziikség?

Megoldss. &3 YouTube
(a) ! (14)4 (b) (14)5 (c) 15 @ J14/15

15 \15 15 1/15

6. Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk a Skandinav lotton, ahol 35 szambol 7-et kell megjelolni.
A szabalyok szerint a szdmok két sorsoléson is részt vesznek, egy gépin és egy kézin, ez az
ugynevezett ikersorsolas. Mindkét szamsorsolas alkalmaval 7 szamot huznak ki, és akkor nyeriink
pénzt, ha valamelyik sorsolason elériink legalabb 4 talalatot.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy a gépi sorsolason pontosan 4 talalatot ériink el? Mekko-
ra valoszintiséggel ériink el legalabb 4 talalatot? Mennyi a gépi sorsolason a talalatok
szamanak a varhato értéke?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy a két sorsolas koziil az egyiken nincs taldlatunk, a mésikon
pedig pontosan 1 talalatot ériink el? Mekkora annak a valdszintisége, hogy valamelyik
soroléson lesz legaldbb 4 talalatunk, tehat nyertink pénzt?


https://youtu.be/ABHGkcF5bks
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Megoldas. u YOUTUbe

N 49 ~ 0,018
(a> (4)(35()3) 35
7
(b) ~ 0,138 ~ 0,034

7. Feladat. Orvosi kutatasok szerint az egységnyi nagységu radioaktiv besugarzas véletlen
szamu mutaciot okoz egy kromoszéman. A mutaciok széma Poisson-eloszlast kovet, és a besu-
garzasok 13,5 szazalékaban nem torténik egy mutacié sem.

(a) Az egységnyi nagysagu besugarzas atlagosan hany mutaciot okoz?
(b) Mennyi annak az esélye, hogy a besugérzas hatasara a varhato értéknél tobb mutécio
torténik?

Megoldas. u YOUTUhe

(a) 2 (b) ~ 0,68

8. Feladat. Feldobok egy szabalyos dobokockat, és legyen £ a dobott érték kettével, n pedig a
dobott érték harommal vett maradéka. Adjuk meg a két valtozo egyiittes eloszlasat és korrelacios
egylitthatojat. Fliggetlen egymastol a & és az n valtozo?

Megoldas. ° YﬂUT“he

9. Feladat. Egy vallalat egy honapra esé nyeresége a havi teljes bevétel és a havi teljes kiadas
kilonbségeként all eld, ahol a bevétel és a kiadés is valdszintiségi valtozo. A bevétel varhatod
értéke 120 milli6 forint 30 milli¢ forint szorassal, mig a kiadas varhato értéke 80 milli6 forint 20
milli6 forint szorassal, és tegyiik fel, hogy a bevétel és a kiadéds kozotti korrelacios egyiitthato
értéke +0;8. Linearis regresszio segitségével fejezziik ki a bevételt a kiadas fiiggvényeként. A
regressziés modellben mennyi a hibatag szorasa? Milyen becslést adhatunk a havi bevételre
akkor, ha a havi kiadas 70 milli6 forint, illetve akkor, ha 90 milli6 forint volt?

Megoldas. u YOUTUhe


https://youtu.be/LpBJx7rYpYE
https://youtu.be/XmgsFpzwsB4
https://youtu.be/wgoeHnDson0
https://youtu.be/8ji9OWO3XsY
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. A hires kalocsai porcelanmanufaktiraban naponta 40 kézzel festett porcelan ét-
készletet gyartanak, de sajnos ebbdsl 10 mindig selejt. A nap végén a Nemzeti Fogyasztovédelmi
Hatosag rogtonzott mindség ellendrzést végez és megvizsgalnak 5 véletlenszerten kivélasztott
aznap készitett étkészletet.

(a) A megvizsgalt 5 termék kozotti selejtes termékek szama milyen eloszlast kovet?
(b) Varhatoan hany selejtes étkészletet vizsgalnak meg?
(c) Mennyi annak az esélye, hogy legfeljebb egy selejtes étkészlet lesz az ellendrzottek kozott?

2. Feladat. Husvétra piacra keriiltek a Kinder Meglepetés 1j, hires matematikusfigurakat tar-
talmazo Kinder tojasai. Atlagosan minden 4-edik tojas rejt matematikusfigurat, koztitk van
példaul Bernoulli, Cauchy, Lebesgue, Poisson, Darboux, és az egyetlen magyar figura Zadori is.
Ompoly kapott a nagysziileitél, Robinzontol és Jarmilatol 10 Kindert.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Ompoly 3 matematikust talalt?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy megtalalta Bernoullit, ha a cég 6sszesen 50 kiilonb6zé hires
matematikust rejtett a tojasokba?

B csoport

1. Feladat. A statisztikidk alapjan egy kozonséges tuton az egy évben torténd balesetek szama
Poisson—eloszlast kovet. Magyarorszag legveszélyesebb féutvonala a 4—es féut, ahol atlagosan
200 baleset torténik évente, és a balesetek 7%—a halalos kimeneteli. Mekkora a valoszintsége,
hogy ebben az évben legalabb 17 halalos baleset fog torténni a 4-es f6tuton?

2. Feladat. A World of Warcraft jaték Black Temple raidjében Illidan a fGellenség. A Black
Bow of the Betrayer fegyvert csak az 6 megolésével lehet megszerezni. Annak a valdszintisége,
hogy ezt a kardot a halala utan ki lehet a holttestébdl lootolni 17% (dropp rate), tovabba
hetente csak egyszer lehet megdlni.

(a) Atlagosan hanyszor kell megdlni Illidant, hogy megszerezziik a fegyverét.

(b) A jatékokban altalaban szerencsétlennek mondhato Zarnécz Tamas kolléganknak 12 al-
kalomba, azaz majd 3 honapba telt megszerezni a fegyvert tigy, hogy minden héten pro-
béalkozott. Mennyi annak a valosziniisége, hogy pontosan ennyi alkalom kell a targy meg-
szerzéséhez?

(c) Mivel a 10 éves Pistikék sirnak, hogy nehéz a targyat megszerezni, ezért a Blizzard,
a jaték gyartoja az 0j kiegésziténél a 17%-os valoszintiséget gy szeretné modositani,
hogy legalabb 50%—os eséllyel legfeljebb a méasodik alkalommal megszerezhets a fegyver.
Legalabb mekkoranak kell beallitani a Black Bow of the Betrayer dropp rate—jét?
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C' csoport

Feladat. Egy kinai tartomanyban a tiidérakos megbetegedések (£ = 0, 1) és a betegek dohany-
zési szokasai (u = 0,1,2) kozti kapesolatot vizsgaltak. A & véletlen valtozd pontosan akkor
nulla, ha a beteg nem tiidérakos; p pedig attol fiiggéen 0, 1, vagy 2, hogy a beteg nem do-
hényzik, kevesebb vagy legalabb 10 szal cigit sziv el egy nap. A megfigyelt 3000 beteg és 3000
egészséges egyén adatainak feldolgozasa utan a kovetkezd szazalékos eredményt kaptak.

Suplo 1 o
0 32 15 3
1 2 8 40

c s
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Kvizek megoldasa

A csoport
1. Feladat megoldasa. Legyen ¢ a megvizsgalt termékek kozotti hibas étkészletek szama.

(a) Ekkor ¢ hipergeometrikus eloszlasu (40, 10,5) paraméterekkel.

(b)

(c)
P(€ < 1) =P(€ =0) + P(¢ = 1) = -2 2202 4 2

(40) I pt
2. Feladat megoldasa.

(a) Jeldlje & a 10 tojasban talalt matematikusfigurak szamat. Ekkor £ is binomiélis eloszlast
n = 10 és p = 1/4 paraméterekkel, ezért

o= ()" i

(b) Jelolje n a 10 tojasban talalt Bernoulli figurdk szaméat. Ekkor 1 binomiélis eloszlast n = 10
és
1 1 1

P=71"%50 " 200

paraméterekkel, igy

10\ /1 \° /199)"° 199\ '° ;
Pn>1)=1-Pn=0)=1- — — =1—(—=] . 3 pt
(n=z1) (n=10) (o) (200) (200) (200)
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Legyen p az egy évben bekdvetkezett halalos balesetek szama, ekkor
1 is Poisson—eloszlasu, és

E(w) = 200 - 0,07 = 14

miatt A = 14. Igy
= 14 14
Pu>17)=1-Pup<17)=1-— E 27

k=0

2. Feladat megoldasa. Jeldlje £ a targy megszerzéséhez sziikséges alkalmak (hetek) szamaét.
Ekkor ¢ geometriai eloszlasu 0,17 paraméterrel.

(a)

1

E(§) = 017

(b)
P(¢ =12) =0,83'".0,17

(c) Legyen a keresett valoszintiség p. Ekkor a

1
PE<2)=PE=1)+PE=2)2
1
pt(=pp=g
1
—p2 L9y > =
pT+2p B
9 1
—p —|—2p—§20

’ Al 1 P2

2
Tehat p legalabb p; =1 — %

1 pt

2 pt

3 pt
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C' csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

E\p| 0 1 2|%
0 32 15 3 |50
1 2 8 40150

% |34 23 43

és

50 50 1 34 23 43 109

=0 —+1-—== b5 E =0 — 41— 42.— =

9 o 02 & EW 100 7 100 T 100~ 100
50 50 1 34 23 43 195
E(e2)=02. 22 2. 22 2 B(u2) = 02 2= 4 12. 22 492, 22 _ 290
(&%) ot 0=z & EW) 100 T 100 T 100~ 100

1 1 195 1092
DO=\3-7 & D =\15 1005
2 4 100 100

Tovabbé & - u szazalékos eloszlasa

E-n|0]1]2
% | 52|8]40
Ebbal 52 8 10 88
E —0.- 22 4.2 9. 2 22
(€ =0"706 "1 700 7% 200 ~ 100
adodik, azaz :
88 1 109 6
C > - 22
V(&1 =100 72 100 — 200°
tehat
67
200

corr(€, 1) =

1 1 [195 109%
V2~ 1 V100 1002

corr(&, u) ~ 0,768,

MEGJEGYZES. Mivel

igy a két valtozo kozott pozitiv irdnyu kozepesen erds linearis kapcsolat van.

1 pt

2 pt

3 pt



12.

Folytonos eloszlasok

HAzi feladatok

Eqgy & véletlen vdltozo folytonos eloszldsiu, ha létezik eqy nemnegativ | fiiggvény, melyre &

eloszldsfigguénye

Fg(x):P(§<x):/x f(tydt, zeR.

Az fe(z) = f(x) figguény a € véletlen vdltozo siriségfiggvénye, tovdbbd

BE) = [ af(e)do, BE) = [ ) da.

[e.9] —00

Nevezetes folytonos eloszldsok

Eloszlas f(2) F(x) E) | D*()
1 r—a a+b| (b—a)?
<z<
Egyenletes (a, b) — — a<z<b 5 5
1413 Az _ oA z >0 l i
Exponencialis () e 1—e >0 \ 2
Normalis (p, 02) ! e_(x'z_é)Q —0o< T <00 | W o?
’ V2o

1. Feladat. A Black Fridaykor megrendelt csomagomrol értesitést kaptam a futarszolgalattol,
hogy ma fogjak kézbesiteni délutan 1 és 4 kozott. A kézbesités idGpontja egyenletes eloszlast

kovet.

(a) A matekorarol csak délutan kettdre tudok hazaérni. Mi a valoszintisége, hogy a futar akkor

jon, amikor még nem vagyok otthon?
(b) Adjuk meg az eloszlasfiiggvényt, majd abrazoljuk is azt.

185
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(c) Mennyi a valoszintisége, hogy 3 utén érkezik meg a csomag?
(d) Mutassuk meg, hogy az

, haxell,4],

0, kiilonben

W =

fz) =

fliggvény a futar érkezésének strtiségfiiggvénye, majd dbrazoljuk is a fiiggvényt.
Megoldas. Jelolje € a futar érkezési idGpontjat.

(a) A & veéletlen valtozo egyenletes eloszlast kovet, igy a keresett valoszintiséget a kedvezd
intervallum, az [1,2] és az Osszes intervallum, az [1,4] hosszanak hanyadosaként szamit-

hatjuk ki, azaz
2—-1 1
PE<2)=——=—-.

(b) Az el6z6 rész alapjan, ha z € [1,4], akkor

r—1
3

Mivel annak, hogy délutan egy el6tt érkezik a futar, 0 a valészintisége, tovabba £ biztosan
kisebb, mint 4, ezért az eloszlasfiiggvény:

Fe(z) =P({ <z) =

1,,
0, haz <1
—1
Fe(x) = IT, hal<z<4 Fe(x)
1, had < z. " }
1 4

MEGJEGYZES. Mivel F¢(x) folytonos, igy minden z € R szam esetén P(§ = ) = 0, ezért
P(€ < 2) = P(€ < 1) = Fe(x). 3
(c¢) Ekkor
2 1

PE>3)=1-PE<3)=1-F@) =1-7=3.

(d) Az f(z) fiiggvény nemnegativ. Megmutatjuk, hogy az integralfiiggvénye Fg(z).

Ha z < 1, akkor
/ f(u)du:/ 0 du=0=Fe(x).

Ha z € [1, 4], akkor

Végiil, ha x > 4, akkor

T 1 41 T 1 4
/ f(u)du:/ Odu+/§du+/0du:()+[§u} +0=1= F¢(z).
— 00 —00 1 4 u=1

A stirtiségfiiggvény grafikonja:
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fe(z)

Wl

L 4
MEGJEGYZES. Minden pontban, ahol f¢(x) folytonos, fennall az

Fi(z) = fe(x)

Osszefiiggés. M

2. Feladat. Amikor telefonalok, a beszélgetéseim percekben kifejezett hosszusiga egy & valo-
szintiségi valtozd, melynek értékei 1 és 5 kozé esnek, tovabba stirtiségfiiggvénye

a
—, hal<zx <5,
fez) = qz*
0, kiilonben.

(a) Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, majd abrazoljuk ¢ strtségfiiggvényét.
(b) Mennyi annak az esélye, hogy egy telefonhivasom hossza 3 és 10 perc kozé esik?
(c) Atlagosan milyen hossziak a beszélgetéseim, és mennyi a hivasaim hosszénak szorasa?

Megoldas.

(a) Ahhoz, hogy f¢(z) stirtiségfiiggvény legyen, teljesiilnie kell, hogy fe(z) > 0, és

o0

Ezért a > 0, tovabba

i =g ra=s
= _— = —— a = —qa
Ul u=1 5 ’
iatt >
mi a = —.
4
5|
4
fe(x)
L1
2U
1 )

(b) A keresett valoszintiséget az eloszlasfiiggvény ismerete nélkiil, a strtiségfiiggvénybdl is
meghatarozhatjuk:

10 55

5 !
P3<¢<10)= fe(x) do = idle—l{——] =5

3 352
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(c) A & varhato értéke

0o 5 5 5
E(ﬁ):/_ xfg(x)dx:/lx-ﬁdng/l v dx

5 5
Inz]’_, = Jnb—Inl) =I5 ~201,

| Ot

mésodik momentuma

o) 5 5
Be) = [ s [ da= [Ta-[h] <36-y-s,

T

Igy a szorasnégyzete

D*(¢) =E (&%) —E*(¢) =5— (Z In 5) ~0,95.

3. Feladat. Az okostelefonokrol azt allapitottak meg, hogy élettartamuk exponenciélis eloszlést
kovet, atlagosan 5 évig miikodik.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy okostelefon 5 éven beliil elromlik?

(b) Hany éven beliil megy tonkre a telefon 50%-os valoszintiséggel?

(c) Ha a telefon kibirt mar legalabb 100 évet, akkor mennyi a valoszintisége, hogy kibir még
legalabb 5 évet?

Megoldas. Jelolje ¢ az okostelefon élettartamét.

1
(a) A feladat szovege alapjan E(£) = 5. Mivel £ exponencialis eloszlast kovet, tehat E(&) = T

1
ezért az eloszlas paramétere \ = £ Ezek alapjan

1
P<5) =F()=1-¢3°=1-=  ~0,63.

e
1
(b) Azt az x értéket keressiik, melyre teljesiil, hogy P(§ < z) = 5
1
! _Pe<a) - Rl
1 1
—=1—¢e5"
2
e 1
cT T
1
r 1
) 2

1
91;:—51115 ~ 3,47.

(c) AP(£>105| & > 100) feltételes valoszintséget kell meghatarozni.
P(§ > 105, £ >100) P(£>105) 1—P(£<105)

P(§ > 105 | £ > 100) = = -
(&> | {> ) P(£ > 100) P(¢ > 100) 1 —P(¢ < 100)
—1.05 1
_ e — ¢~ 5:(105-100) _ -1 _ 2
~ Tl - e

e 5
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MEGJEGYZES. Az (a) rész alapjan
P(¢ > 105 | € > 100) = P(¢ > 5),

azaz a telefon tovabbi miikodésének esélyét nem befolyasolja az, hogy méar mennyi ideje
iizemel. Ezt orokifja tulajdonsédgénak nevezziik, és ez csak az exponencialis eloszlasra igaz.

e

4. Feladat. Egy telefonkozpontba beérkezé hivasok szama Poisson—eloszléast, két hivas kozott
eltelt id6 pedig exponenciélis eloszlast kovet. Tiz perc alatt atlagosan 2 hivas érkezik.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy negyed ora alatt legalabb 4 hivas érkezik?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 két hivas kozott legalabb 10 perc telik el?

Megoldas.

(a) Ha 10 perc alatt atlagosan 2 hivas érkezik a telefonkézpontba, akkor 15 perc alatt atla-
gosan masfélszer annyi, azaz 3 hivas érkezik. Igy, amennyiben £ jeloli a negyed ora alatt
beérkezd hivasok szamat, akkor az A = 3 paramétert Poisson eloszlast kévet. Tehét

P(>4) =1-P(§ <4)
— 1 (P(§=0)+P(£ = 1) + P(£ = 2) + P(¢ = 3))
2 33

3
=1- (6_3 +3e 3+ e B4

-3 ~
o Tk ) ~ 0,353.

(b) Jelolje n a két hivas kozott eltelt id6t percekben mérve. Mivel 10 perc alatt atlagosan 2
hivéas érkezik, ezért két hivas kozott eltelt id6 atlagosan 5 perc, azaz E(n) = 5. Tehat az

1 .
71 exponencialis eloszlas paramétere A\ = £ Igy
P(n>10)=1—-P(np<10)=1—F,(10) =1—(1—¢ 5%  ~0,153.

5. Feladat. Epifania néni a zoldség— és gytimolcsboltjaban latszolag teljesen véletlenszert aron
kinalja az epret 1.000 és 3.000 Ft kozott. A szemfiiles Tonuzoba bacsi azonban megfigyelte, hogy
egy véletlenszertien valasztott napon 1 kilogramm eper ara a kovetkezd stirtiségfiiggvénnyel
irhato le:

3

— h 1,3
fx) = 2695, ax€ll3],

0, kiilonben,

ahol az ar ezer forintban értendd.

(a) Atlagosan mennyibe keriil az eper Epifania néninél?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy Tonuzoba bécsi legalabb 3 kil6 epret tud venni, ha 5.000
forintot visz magaval?

(c) Atlagosan hany kil6 eperre lesz elég Tonuzoba bacsi 5.000 forintja?
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Megoldas. Jelolje € az eper arat egy véletlenszertien valasztott napon.
(a) Egy kilogramm eper aranak varhato értéke

3 473
3 3 [z 3 81—1
E(E) — = — | = 2 & ~ 2.308 Ft.
(&) /1x26x g 26[4]1 26 4

(b) Harom kil eper ara 3¢, igy a keresett valoszintiség:

5 5 3
5 33 3 (2378 3 (3) -1
PBE<H) =P (é< - )= =a?dr=—|%| =— - 3—— =0]l4.
(8¢ =5) (5—3) /126”“" v 26{3}1 26 3 ’

. d .. L.
(¢) Tonuzoba bacsi dtezer forinthol — kilo epret tud venni. Igy varhatoan

5 35 3 15 [3 15 221 15 9-1
E(—):/— —z? dr = mdx:—[x—] =% 3 ~ 2,308 kg
1

¢ z 260 T2 ), 2% | 2 2
epret tud hazavinni a csalddjanak.
MEGJIEGYZES. Vegyiik észre, hogy 2.308 - 2,308 = 5.325 # 5.000. M

6. Feladat. Epifania néni 1 kiloés csomagokat is drul, mert tudja, hogy Tonuzoéba bacsi unokaja,
Tarziciusz mindig igy kéri az epret. Atlagosan hany csomag kilos eperre lesz elég Tonuzdba bacsi
5.000 forintja, ha Tarziciuszt kiildi el epret venni?

Megoldas. Jelolje 7, hogy hany csomag kilos epret tud venni Tarziciusz. O csak egész cso-
magokat véasarol, ezért n diszkrét valoszintiségi valtozo. Mivel 1.000 forintos eperar mellett 6t
kilora, 3.000 forint esetén pedig csak egy kilora elegends 5.000 forint, ezért n lehetséges értékei
1,2,3,4,5. Hatarozzuk meg n valoszintiségeloszlaséat.

Akkor tudunk pontosan egy kil6t venni, ha az eper ara 2.500 forintnal tébb, azaz

5 33 3 [«°1° 3 3—(3)°
pr="Pn=1) <5> 2) / 26" T 26 {31 E ’

5
2

Hasonloan végiggondolva

5 3 3
5 5 3 72212 (3) - (%)
—Prn=2=P|(2 <)== =] =2 3 ~ (.42
p:=Ply=2) <3<5—2> 26{3L 26 0,423,
5 3 3
5 5 3 7213 (3) - (%)
:P — :P — < — = — | — = 3 4 ~ ]_
ps=P(n=23) <4<5_3 26[3}2 5 0,103,
5 3
5 3 (227 (2) -1
—Pp=4)=P(l<e<)="2]2| =4 ~
ps=P(n=4) <<§_4> 26[3}1 5 0,037,
ps=P(n=5)=P(E=1)=0.
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7. Feladat. Az eperszezon kozepén megjelent a malna is Epifania néninél. Tonuzoba bécsi
baratngje a rejtvényfejts klubbol, Baucisz néni meghatarozta, hogy az eper és a malna aranak
egyiittes strtségfiiggvénye

6

flz,y) = 13(1+¢€?)
0, kiilonben.

yr’lny, haxz€[l,3] és y<c[l e,

(a) Hatarozzuk meg a malna aranak stirtségfiiggvényét.

(b) Fiiggetlen-e az eper és a malna ara egyméastol?

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy a méalna ara 2.000 forintnal dragabb?
(d) Mennyi a valosziniisége, hogy a mélna dragabb mint az eper?

Megoldas. Jelolje ¢ a malna arat.

(a) Az egyiittes striiségfiiggvény alapjan a malna aranak strtségfiiggvénye

o(y) = / " flay) de.

Ha y € [1,¢], akkor

3 3
6 ) 6
= | ————yi’lnydr= ———yhy- | 2°d
9() /1 BTt M= ma vy /lx x

6 | z37° 6 by 2T 4
= —— n . e = - n . g
B+ 3], T Barer)?! Y s 1+ e

ylny,

kiilénben ¢(y) = 0.
(b) Mivel
f(x)-g(y) = f(z,9),

ezért az eper és a malna ara fiiggetlenek egyméstol.
(c) Ekkor a malna stirtiségfliggvényének ismeretében

o e 4 4 (&
P((>2) = dy = Iny dy = Iny dy.
(¢>2) /2 9(y) dy /21+62yny Y 1+62/2yny Y

Parcialis integraléas segitségével

2 2 q 2

/y~lny dy:y—-lny—/y—-— dy:y—lny—/gdy.

[ 2 2y 2 2
f'g — —

fg fq'

Igy a keresett valoszintiség

2 27¢€ 4 2 2
{y—lny—y—} (6——6——(21112—1)) ~ 0,697

P(C>2)= 5 1), 1+e

1+ e2
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Az egylittes siirtiség fiiggvény ismeretében y1 .
kapjuk, hogy y=x
et il
P((>¢) =// f(x,y) dry
y>x //
]_ T ///
Az abra alapjan valasztjuk az integralési g
sorrendet, tovabba a fenti integralok alap- 1 3 x'
jan

6
P(¢>¢) = / / f(z,y) dycaly—/1 (/1 mym lnyd:c)d
B 35’59 e y3_1 J
_/113(1+e2)y1y'{ ] 13 1+ yny'( 3 )y

© 2
:/1 m(gf—y)lmydy.

Parcialis integraléssal kapjuk, hogy

5 2 5 2
1)1 :y__y_l_/y__y_
[t =y ar= (% -y [ (5

f/g L ] L ]

amibdl

_ 2 y _ ¥ _y v
P(€>€)_13(1+62)K3 2)lny 25+4L
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Videdk

Folytonos eloszlasok

1. Feladat. Vélasszunk a [0, 1] intervallumon véletlenszerten egy pontot. Jeloljik a & valoszi-
niségi valtozdval az origotdl valo tavolsagat. Adjuk meg &

(a) értékkeészletét, (e) szorasat,
(b) eloszlasfiiggvényét 1 3 e
’ f) aP| = - 1
(c) stirtségfiigavenyét, (f) a 3 <é< 1) 6szintséget,
(d) varhato értekét, (g) a P(|¢ —1,2| < c) valoszintséget (¢ > 0).

Megoldas. u YOUTUhe

(a) Re=1[0,1]

(b) (c)

1
z g
(@) 5 (8)
(e) 1_1 2c, O<C§1
3 4 P(¢-12/<c)= ) 2
5 1, _<C
() = 2
12

2. Feladat. A biztositotarsasagok valoszintiségi valtozokkal modellezik azt, hogy mekkora a kir
nagysaga, ha bekovetkezik a karesemény. Egy speciélis biztositas esetén a kar milli6 forintban
kifejezett nagysaga egy olyan folytonos valosziniiségi valtozo, melynek strtiségfiiggvénye: f(x) =
0 ha x kisebb 1, és f(z) = a/z* egyébkeént.

(a) Abréazoljuk a stirtségfiiggvényt és adjuk meg az ,a” paraméter értékét! Mi a valoszintiségi
valtozo értékkészlete?

(b) Hatarozzuk meg a karnagysag varhato értékét és szorasat!


https://www.youtube.com/watch?v=7apSIsePKok
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Megoldas. 3 VYouTube @D Youlube

3. Feladat. Véletlenszertien kivalasztunk egy egyedet egy allatpopulaciobol. A koréabbi kutaté-
sok alapjan ismert, hogy ekkor a kivalasztott egyed testtomege egy olyan valdszintiségi valtozo,
melynek stirségfiiggvénye: £/ ha 1 <z <4, és f(x) = 0 egyébkeént.

(a) Hatarozzuk meg a valtozo értékkészletét! Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kivalasz-
tott egyed tomege legfeljebb 27 Mennyi annak az esélye, hogy az egyed tomege legaldbb
37 Mekkora valoszintiséggel kapunk 2 egységnél kisebb tomegi egyedet?

(b) Irjuk fel a véltozo eloszlasfiiggvényét! Hatarozzuk meg a valtozoé medianjét illetve alsé és
fels6 kvartilisét! Mi a jelentése ennek a harom értéknek a populaciora nézve?

Megoldas. 3 VYouTube @D Youlube

4. Feladat. Roger Federer a vilag legsikeresebb teniszezGje. Amikor szerval, a labda sebessége
egy olyan valoszintiségi valtozo, mely egyenletes eloszlast kovet 48 és 60 m /s kozott. (Tehat 173
és 216 km/h kozott.)

(a) Federer szervainal mennyi a labda sebességének varhato értéke illetve szorasa? A szervak
mekkora hanyada gyorsabb, mint 50 m/s?

(b) A teniszpalydk 24 méter hossziak. Jelolje n azt, hogy Federer adogatésainal a labda
mennyi id6 alatt teszi meg ezt az utat! Adjuk meg az n valdszintiségi valtozo értékkészletét!
Mennyi annak az esélye, hogy az n kisebb, mint 0,48 masodperc? Ezek alapjan az n valtozo
egyenletes eloszlast kovet?

(c) Hatarozzuk meg az .eta” valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat!

(d) Irjuk fel az ,eta” valtozo eloszlasfiiggvényét illetve stirtiségfiiggvényét!

Megoldas. u YDUTUbe u YOUTUbe

5. Feladat. Két barat véletlenszertien taldlkozik 8 és 10 ora kozott. Mennyi a valoszintsége,
hogy lekésik a 9:30—as mozit?

Megoldas. % u YﬂUT“he

6. Feladat. Egy internetes aruhazban az egymast kdvets vasarlasok kozott véletlen hosszisagu
id6 telik el, és ez az id6 exponencialis eloszlast kovet. Azt is tudjuk, hogy a vasarlasok atlagosan
2 percenként kovetik egymast. A webaruhazban éppen most vésarolt valaki, és arra vagyunk
kivancsiak, hogy mikor érkezik be a kovetkezs rendelés.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kévetkezd rendelés 1 percen beliil megérkezik?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy a kovetkezs rendelésre legalabb 1, de legfeljebb 2 percet
kell varni?

(c) Tegytik fel, hogy mar 1 6raja varunk a kovetkezs rendelésre! Mennyi az esélye, hogy ezek
utan a rendelés 1 percen beliil meg fog majd érkezni?


https://youtu.be/7StZc1aOGrE
https://youtu.be/t80holE5mZA
https://youtu.be/48J1HV5Fxyg
https://youtu.be/Ae9Qpoxzr74
https://youtu.be/zCNXsFtIzlM
https://youtu.be/Wnd7co8h-T0
https://www.youtube.com/watch?v=Pi_SkpEX494
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Megoldas. u YOUTUbe

7. Feladat. Egy villanykorte atlagos élettartama exponenciélis eloszlast kovet, varhatoan
10.000 ora.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb 10.000 orat vilagit?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy még legalabb 5.000 orat vilagit, feltéve, hogy eddig mar
legalabb 7.000 oraja ég?

Megoldas. u YOUTUhe

(a) et (b) ez

8. Feladat. Egy szoveten a szovéshibak exponencialis eloszlast kovetnek. Azt tapasztaljuk,
hogy 100 méteren 10 hiba talalhato.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 10 méteren 3-nal tébb hiba talalhato?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy hiba utan legaldabb 8 méteren keresztiil hibatlan az
anyagunk?

Megoldas. u YouTube

_ -2 L2 2 2 2 2 € 5
(a) 1 (e +2-e°+ 51¢ + T )

9. Feladat. Az abran a normalis eloszlas siirtiségfiiggvénye van abrazolva kiilénb6z6 paramé-
tervalasztasok mellett. Adjunk becslést az f1, fa, f3, f4 stirtiségfiiggvények paramétereire! Haté-
rozzuk meg, hogy a fliggvények koziil melyik tartozik az alabbi p varhato értékkel és o szorassal
definialt normalis eloszlasokhoz! Ezek utan adjuk meg a kimaradt stiriiségfiiggvény pontos pa-
ramétereit is!

(a) p=2,0=0,5 (b) pu=2,0=1 (c) p=0,0=2

Megoldas. u YOUTUbe

10. Feladat. A kinai holgyek atlagmagassaga normalis eloszlast kovet. Az dtlagmagassag 150
cm, 10 cm szorassal. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy holgyet véletlenszertien valasztva

(a) magasabb, mint 160 cm, (b) alacsonyabb, mint 145 cm?

Megoldas. n YUUTUhe
(a) 1—a(1) b) 1— <1>


https://youtu.be/nhjMtQWMlb8
https://www.youtube.com/watch?v=lru-UatNRuw
https://www.youtube.com/watch?v=crCih9K_3ZE
https://youtu.be/idKi0N_2PzM
https://www.youtube.com/watch?v=BC1nLMYrAcA
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11. Feladat. Legyen £ egy véletlenszertien kivalasztott felnétt ember szisztolés vérnyomasa hi-
ganymilliméterben (mmHg) kifejezve. A statisztikai adatok alapjan & egy-egy foldrajzi teriileten
lognormélis eloszlast kovet, ami azt jelenti, hogy az In & valoszintiségi valtozo normalis eloszlasi.
A paraméterek orszagonként valtozoak, példaul az Egyesiilt Allamokban az In € valtozo varhato
értéke és szorasa p = 4,78 illetve o = 0,16.

(a) Az orvosi szakirodalom a 140 mmHg feletti vérnyomast tekinti kérosan magasnak. Ez az
amerikai felnétt népesség mekkora hanyadat érinti?

(b) Az emberek mekkora hanyadanak esik a vérnyoméasa az egészségesnek tekintett tarto-
ményba, tehat 90 és 130 mmHg kozé?

(¢) Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a felntt népesség 95 széazalé-
kanak a szisztolés vérnyomasa ide esik!

Megoldas. 3 VYouTube @D Youlube

12. Feladat. Egy lift terhelése normalis eloszlast kovet. Az atlagos terhelés 660 kg, és tekintsiik
egy ember tomegét N(80,100) eloszlastnak.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a lift 8 embert elbir?

b) Adjunk meg olyan, az egyiittes varhato értékre szimmetrikus intervallumot, amely a 8
J g oly gy y
ember témegét 0,95 valoszintiséggel tartalmazza.

Megoldas. u YOUTUhe

(a) © (%) (b) [584, 696


https://youtu.be/bUX104teOWk
https://youtu.be/FAEvafnMS0w
https://www.youtube.com/watch?v=8y-AkwkwoXs
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Kvizek

A csoport

Feladat. Gotham Cityben annyira elharapozott a btinozés, hogy érdnként atlagosan 4—szer
riasztjak Batmant. A megfigyelések alapjan a riasztasok kozott eltelt id6 exponencialis eloszlasi,
az oranként érkezett riasztasok szama pedig Poisson-eloszlast.

a) Két riasztas kozott atlagosan mennyi id6 telik el?

b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy két riasztas kozott eltelt id6 kevesebb, mint 10 perc?
)
)

—~~

¢) Mennyi a valoszintisége, hogy fél 6ran beliil kevesebb, mint 3—szor riasztjak Batmant?

d) Ha feltételezziik, hogy Batman, mint minden rendes szuperhds, csak napi nyolc 6rat dol-
gozik, este 9 és hajnal 5 kozott, mekkora az esélye, hogy munkaidejében tényleg annyi
riasztast kapott, amennyit vart?

(e) Kedden Batman rogton riasztassal kezdte a munkaidejét, utana viszont este 10-ig nem

kapott riasztast. Mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezs fél 6raban sem fog?

N~

B csoport

1. Feladat. A Ferrari autégyarban az ikerpar Ozor és Ozul két gépen motordugattytukat ké-
szit. Ezek élettartama exponencialis eloszlast kovet, az els§ gépnél 15 év, a masodiknal 18 év
varhato értékkel. Az elsé gép a termelés 40%-at adja. Mekkora a valoszintisége, hogy az egy
helyen gytjtott dugattyuk koziil a mindségellenér Principusz egy olyat valaszt, amely tovabb
fog miikddni, mint 20 év?

2. Feladat. Egy erdsen korroziv koriilmények kozé tervezett vezeték szigetelésének vastagsaga
egyenletes eloszlasu 20 és 40 mikron kozott. Irjuk fel a szigetelés vastagsaganak eloszlasfiiggvé-
nyét és abrazoljuk is. Mekkora a valdszintisége, hogy a szigetelés vékonyabb, mint 35 mikron?

C' csoport

1. Feladat. Egy csokoladégyarban a nugatkrémnyomoé berendezés mér nem szamit tjnak, at-
lagosan 20 percenként elakad és 5 percbe telik tjra elinditani. Az elakadésok kozott eltelt id6
exponencialis eloszlast kovet. Varhatéan mennyi idébe telik, mig a berendezés egy nett6 1 oras
munkét elvégez?

2. Feladat. A £ véletlen valtozo strtségfiiggvénye

Je(z) =

ar’lnz, haz e (1,e);
0, kiilonben.

Hatéarozzuk meg az a paramétert. Mennyi & varhato értéke?
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D csoport

Feladat. Brit tudésok kimutattak, hogy karacsonykor a Tescoban kaphato hecsedli (z) és pu-
szedli (y) £-ban adott aranak egyiittes strtiségfiiggvénye
cx?+ay+1, haO0<uz,y<I;
fla,y) = -
0, kiilonben.
(a) Mennyi a ¢ paraméter értéke?

(b) Fiiggetlenek—e a termékek arai egyméastol?
(c) Mennyi a valoszintisége, hogy a hecsedli dragabb, mint a puszedli?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa.

(a) Atlagosan 4 riasztas érkezik 60 percenként, tehat atlagosan

60

15
4

perc a két riasztas kozott eltelt id6.
(b) Legyen ¢ a két riasztas kozott eltelt idS percekben. Ekkor az (a) rész alapjan E(£) = 15,

et A = —.
ezér B

P (€ <10) = Fe (10) = 1 — ¢~ 151
(c) Legyen n a félorankénti riasztasok szama. Mivel 30 perc alatt atlagosan 2 riasztés van,
ezért E(n) =2 és igy A = 2.
222
2!

P(n<3)=P(n=0)+Pn=1)+Pn=2)=¢7+27+

(d) Jeldlje ¢ Batman munkaidejében torténd riasztéasok szaméat. Munkaidejében, azaz 8 ora
alatt atlagosan 32 riasztés torténik, igy E(() = 32, azaz A = 32.

32326_32

PC=32) 32!

P(¢ > 90,6 >60)  P(6>90) 1—P(¢<90)

P(£>90 | £ > 60) = P(€>60)  P(E>60) 1-P(¢<60)

1 — (1 N 671*1590) e 1590

- 1—(1— 671—15-60) - o~ 1560

1 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Legyen

Ay = Az els6 gépen gyartottak
Ao = A masodik gépen gyartottak

Ekkor
P(Al) - O,4 P(AQ) == 0,6

Ha ¢ a kivalasztott dugattyu élettartama, akkor

P(¢>20|A)=1—P(E<20]A)=1- (1_6—%20) -

és
P>20]Ay)=1-P(<20]| Ay) =1— (1 - e*fls’”) = e 1s. 1 pt
Tehat

P({>20) =P(¢ > 20| Ay) P(A1) + P(£> 20 | A2) P(A,)
—e15.04+e15-0,6.

2. Feladat megoldasa. Legyen £ a szigetelés vastagsaga, ekkor az eloszlasfliiggvénye:

0, ha = < 20;
x— 20
Fe(z) =P <2)= 50 ha 20 < z < 40; -
ot
1, kiilénben. I
1+ °
Fe(x)
20 10

Igy
35-20 15

20 20’ 3 pt

P(¢ < 35) = F¢(35) =
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C' csoport

1. Feladat megoldasa. Az elakadésok szama Poisson—eloszlast kovet. Ha & az 1 ora alatt
bekovetkezs elakadasok szama, akkor E() = 3. A gép a 60 perces munkat 60 + 5¢ id§ alatt

végzi el, ennek a varhato értéke
E(60 4+ 5£) =604+ 5E() =60 +5-3 = 175.

2. Feladat megoldasa. A strtiségfiiggvény tulajdonsiga miatt

/ fg(x)dx:a/ 2lnzde=1.
- )

Parcialis integraléssal

3 3 3 3
/.CL"QHIQZ dx:x—lnm—/x—-—dx:x—lnx———l—c,
AR L

azaz

A & varhato értéke

ekkor

4 4 q 4 4
/:c3lna: dx:%lhl_:cl—/% - d:czzln:c—f—G—i-C
g —_ g —_ LJ
f f g
alapjan
9 xt x*° 9 et et 1 1
- T -2 = Chme—S — Sl —
(©) 2e3+1{4 n 16]1 ze3+1(4 ST +16)
B 9 et et 1
S 234+1\4 16 16

1 pt

2 pt

3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa.

(a) A siirtségfiiggvény tulajdonsiga miatt az

/ f(z,y) da:y:// (cx® +axy+1) doy =1
R2 [0,1]2

egyenletet kell megoldanunk. Vélasszuk a kovetkezd sorrendet:

1 1 1 xy2 y=1
/ (/ (ca® + 2y + 1)dy) dr = / {cﬁy + 3 + y} dx
0 0 0

y=0
1 3 2 z=1
9 x x c 1
= > 1) dr = |c— + — =—+-+1=1
/0<ca: —|—2+ x {63+4+$:|w:0 3+4+
c 3
ezért — = ——, azaz c=—-.
3 4 4
(b) Mivel
1 2 y=1
3 3 x 3 x
fhecs(x>:/ __ZEQ‘f‘CL'y‘f“l dyz ——ny—i-i—l—y :——I2+—+1
0 4 4 2 =0 4 2
1 3 2 =1
3, 3 Ty 1y
usz = - 1 de = |— - — - = — = 1,
Jousz (V) /0(4::: +:cy+) x {4 3+2+:cL:0 15t
és
F(2,Y) # frees(T) + fouse(y),
ezért a két termék ara nem fiiggetlen egymastol.

(c) Ha & jeloli a hecsedli arat és n a puszedliét, y1 )
akkor az egylittes stirtiség fliggvény ismere- y=1z
tében kapjuk, hogy ‘

1 =
N A
>y y
Az abra alapjan valasztjuk az integralési 1 ;
sorrendet

P(§>n):/01/ozf(a:,y) dydx:/ol (/Ox (—zx2+xy+1>dy)da;

1 2 y=x 1 3
3 3
= {——xzy%—ﬂ%—y} dx:/ (——x3+x—+x) dx
0 4 2 0

S 4 2
yf

[ 3 :L‘4+$4+33'2 le_ 3 1 1

Sl 4 0408 2., 16 8 2

1 pt

2 pt

3 pt
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Markov—egyenl6tlenség; centralis
hatareloszlas—tétel

HAazi feladatok

Markov—, Csebisev—egyenl&tlenség

o Markov—egyenldtlenség. Ha a & nem negativ véletlen valtozonak létezik a vdrhato értéke,
akkor barmely o > 0 esetén
E(¢)

P(£>a) < —22.
(2 a) <™
e Csebisev—egyenldtlenség. Ha a & véletlen vdltozonak létezik a szordsa, akkor barmely o > 0

esetén )
D*(¢)

a2

P(I€-E©)]=a) <

1. Feladat. Vitalij bacsi, felesége, Vaszilia néni unszoldsara minden évben vesz egy malacot,
hogy felhizlalja kardcsonyra. Mivel mindig ugyanugy tartja a joszagot, ezért feltehets, hogy a
diszno vagosilya, £, egy olyan véletlen valtozo, amely csak a genetikatol fiigg. Mivel mar sok az
unoka — a lanyok Derien, Dusmaéta, Firtos, Fébe, és a fiak Acsad, Atad, Gyécs, Gyeke, Zerénd
és Zebadias —, ezért Vitalij azt szeretné, ha legalabb 240 kil6s lenne a diszn6 karacsonyra.

(a) Legfeljebb mekkora valoszintiséggel teljestil Vitalij bacsi kivansaga, ha sokéves tapaszta-
lata szerint a diszn6 varhatoéan 200 kilos lesz.

(b) Hogyan valtozik a valoszintiségre adhatd becslés, ha Vitalij fia, Zajzon azt is megfigyelte,
hogy ¢ atlagosan 1/1.200 kiloval tér el a 200 kg-tol.

(c) Vitalij unokaja, a miiszaki matekot is tanulo Zebadiés azt is megéllapitotta, hogy £ egyen-
letes eloszlast kovet. Mennyi a valészintisége, hogy Vitalij bacsi kivansaga teljesiil?

Megoldas.

(a) A diszno silya csak pozitiv értékeket vehet fel, és a varhato érték is létezik, igy alkalmaz-
hatjuk a Markov—egyenl6tlenséget. Mivel E(£) = 200, ezért

200
P& > 240) < — ~ .
(€ >240) < 510 0,833

203
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(b) A szoras, D(§) = v/1.200 ismeretében a Csebisev—egyenl6tlenség pontosabb becslést ad.
A Csebisev—egyenl&tlenség az

A=|E—B()] > a=|¢—200] > a
esemény valoszintiséget becsli, és ennek segitségével becsiiljiik a
B =¢>240 =¢ — 200 > 40
esemény valoszintségét. Ezért o = 40, és ekkor B C A miatt P(B) < P(A), tehat

D*(&)  1.200
402 402

P(¢ > 240) <P (|¢ — E(¢)| > 40) < =0,75.

(c) Az eloszlas ismeretében a keresett valoszintiség pontosan meghatarozhato. Mivel € egyen-
letes eloszlast kovet valamilyen [a, b] intervallumon, igy

P(¢ > 240) = 1 — P(€ < 240) = 1 — F(240)
240 —a b — 240
b—a  b—a’

=1

azaz meg kell hataroznunk az a, b értékeket.
A varhato érték és a szoras ismeretében kapjuk, hogy

a+b 5 (b—a)?
E - D fd
©=2 © ="
400=a+b 14400 = (b — a)?
b=400—a 120=b—a
b=a+120.
Igy
400 —a =a+ 120
a = 140,
és ezért b = 260. Azaz a keresett valoszintiség:
b—240 260 — 240
P(§ > 240) = = ~ 0,167 .

b—a 260 — 140

2. Feladat. Rozsalyon az éves csapadékmennyiség atlagos értéke 640 mm. Feltehets, hogy a
csapadék mennyisége az egyes években fiiggetlen egymastol.

(a) Legfeljebb milyen valoszintiséggel fog tiz év alatt Osszesen legalabb 5.800 mm csapadék
lehullani?

(b) Ha azt is tudjuk, hogy az évi csapadék szorasa 100 mm, akkor legfeljebb mekkora eséllyel
fog a tizéves csapadékmennyiség 6.000 és 6.800 mm kozé esni?
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Megoldas. Jelolje &, az n-edik évben, n pedig a 10 év alatt hullott csapadék mennyiségét
milliméterben.

(a) Amennyiben csak a varhato értéket ismerjiik, a Markov—egyenlGtlenség segitségével tu-
dunk a keresett valoszintiségre becslést adni.

P(n > 5.800) < £l

5.800
Tudjuk, hogy minden n esetén E(&,) = 640, igy a varhato érték linearitdsa miatt

E(n)=E (i&) = ;K);E(fn) = 6.400.

Ezek alapjan

6.400
P(n > 5. < — ~ 1,1
(77_5800)_5.800 103,

azaz a Markov—egyenl6tlenséghdl csak a trividlis
P(n > 5.800) < 1

becslést kaptuk.
(b) A Csebisev—egyenlétlenség alapjan

P(6.000 < 1 < 6.800) = P ( — 400 < n — 6.400 < 400) = P ( — 400 < n — E(n) < 400)

_ D*(n)
=P (Jn — E(n)| < 400) < 1002

Mivel &,—ek fliggetlenek egymastol, ezért

10 10 10
D*(n) = D (Z@) =Y " D*&) = > 100% = 100.000.
n=1 n=1 n=1
Tehat

100.000
P(6. . <
(6.000 < 1 < 6.800) < 160.000

—0,625.

Normalis eloszlas

o A & véletlen vdltozé mnormdlis eloszldsi p vdrhato értékkel és o szordssal, & ~ N(u,0?),
ha siriségfigguénye

1 _(@—w?
Je(w) = e h

o A =0 éso =1 paraméterekhez tartozo eloszldst standard normdlis eloszldsnak nevezziik,
eloszlasfiigguénye
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o Standardizdlds. Ha & ~ N(u,0?), akkor n := c =
o
azaz n ~ N(0,1).

standard normdlis eloszldst kovet,

3. Feladat. A legutobbi felmérések alapjan a magyar egyetemisték testtomege normalis elosz-
last kovet 80 kg varhatod értékkel és 15 kg szorassal. Ennek fényében a kozbeszerzésen 95 kg
teherbirdsi székeket vettek a feltjitott egyetemre.

(a) Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszerten valasztott egyetemista konnyebb 80 kg-—nal?

(b) Mekkora valoszintiséggel fog az 0j szék egy véletlenszertien valasztott egyetemista alatt
leszakadni?

(c) Mekkora teherbirasu széket kellett volna beszerezni, ha azt szeretnénk, hogy az a hallgatok
95%-a alatt ne szakadjon le?

(d) A 10/2015. (VIL.30.) HM rendelet alapjan 50 kg a megengedett minimalis testtomeg a
harcolé alakulatoknél. A hallgatok hany szazaléka alkalmatlan ezen kdvetelmény miatt?

Megoldas. Jeldlje & a véletlenszertien valasztott egyetemista tomegét. Ekkor & ~ AN(80, 152).

(a) A normalis eloszlas striiségfiiggvénye szim- |
metrikus az x = E(§) fiiggdleges egyenesre, l
ezért !

P(¢ < 80) =P (€ < E(©) = 5.

50 80 110
(b) A szék akkor szakad le, ha az egyetemista nehezebb mint 95 kg, ezért a P(€ > 95) valo-

szintiséget keressiik. Ekkor az n = véletlen valtozo kialakitasaval standardizalunk:

P(¢ > 95) =P (£ — 80 > 95 — 80)

_p (680 9580\ _ [ 6-80
15 15 15 16

=Pn>1)=1-P(n<1)=1-o(1). 95

A fejezet végén talalhato @ eloszlastablazat alapjan ®(1) ~ 0,8413, tehat a keresett
valoszintség
P(E>95)=1-®(1)~1-08413 ~0,16.

(c) Keressiik azt az x értéket, amelyre teljesiil, hogy
P(¢ < z) = 0,95,

azaz

§—80 _x—80
P(ggx)zP(g—Sogx—ézo):P( 5SS 1 )

x — 80 x — 80
(’7— 15 ) ( 15 ) 0,95
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A standard normalis eloszlés tablazata alap-
jan

x — 80 3
~ 1,645, 95% i

ahonnan x ~ 104,675. Tehat egy 105 kg te-
herbirasu szék mar megfelelt volna az igé- 10 4‘675
nyeknek. ’

(d)

Ekkor a strtségfiiggvény szimmetridja mi-
att

P(¢ <50) =P(n < —2) 2,2%
— B(—2) = 1—d(2) '

= 4

50 11
azaz a hallgatok 2,2 %—at biztosan nem vennék fel harcol6 alakulathoz testtomegiik miatt.

4. Feladat. Két jo barat, Barlam és Cirjék tgy dontott, hogy kézmiives sort fognak elGallitani.
Vettek is ehhez egy adagologépet, amely 2 cl szorassal dolgozik. A rafindlt Barlam tgy allitotta
be a gépet, hogy az atlagosan 4,8 dl sort t6ltsén minden iivegbe. Az elGvigyazatos Cirjék azonban
figyelmezteti, hogy ha a hatésdg 470 ml-nél kevesebbet talal egy véletlenszertien ellenérzott
iivegben, akkor megbiintetik Gket.

(a) Mekkora valoszintiséggel biinteti meg Gket a hatosag?

(b) Barlam szerint vallalni kell a kockazatot, mert igy is 10% felett van a fél liternél t&bb sort
tartalmazo iivegek részaranya. Igaza van? Mi az az érték, amely felett lesz az elkészitett
sorok 10%-a?

(c) Mekkora valoszintiséggel esnek a sorok 4,5 és 5 dl kozé?

(d) Cirjék azt szeretné kideriteni, hogy mely értékre all fenn, hogy a sorok 95%-a ennél
kevesebbel tér el a beallitott 4,8 dl értéktsl.

Megoldas. Jelolje £ egy véletlenszertien kivalasztott iivegben 1év6 sér mennyiségét centiliter-

ben. Ekkor & ~ N/ (48,4).

—48 .
(a) Standardizalunk, majd bevezetjiik az n = gT ~ N(0, 1) valoszintiségi valtozot. Igy

L (E—48 4T 48
P(§<47)—P< <3 >

1 1
=r(n<-3)=2(-3)
31%

1
:1_q>(_) , \
2 43 47

~1-06915 ~031.
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(b) A fél liternél, azaz 50 cl-nél tobb sort tartalmazo tivegek részaranya

P(§>50):P(£_248>50;48) =P(n>1)

=1-P(n<1)=1-®(1)~1-08413  ~0,16,

tehat igaza van, az tivegek 16%—aban tobb sor van, mint fél liter.
Ha a 10%-os valoszintiséghez tartozo érték x, akkor

O,l—P(§>m)—P(§_248>x_248)—P(n>x_248)

T — 48 T — 48
=1-P < =1—-®
(r=57) =12 (57

alapjan
r — 48
09=9¢
9=o(*5%).
aAZaZ

x — 48 |
~ 1,282 |
2 ’ |
z ~ 50,56 . |

(c) Annak a valoszintisége, hogy £ értéke 45 és 50 kozé esik

P(45§§§50):P<45_48<§—48<5O—48)

2 -2 = 2

()
:<I>(1)+<I>(g) 1

~ 0,8413 +0,9332 — 1 ~ 0,77. 45 50
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(d) Most azt az x értéket keressiik, melyre a sorok 95%—a 48 — x és 48 4+ x kozé esik.

(o= p0< ) -0() (5 ()

o (%) — 0,975,

Azaz

és igy az eloszlastablazat alapjan

L2196
T~ 3,92.

[\

Centralis hatareloszlas—tétel

o Ha&y, &, ... &, fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, p és o kozos varhato értékkel
és szorassal, tovdbba n elég nagy, akkor

Gt b\
P( o~ <x)~®(x),

ahol ®(z) a standard normdlis eloszlds eloszldsfiggvénye.

5. Feladat. A Diablo 3 szamitogépes jaték elején sikeriilt egy Fjord Cutter fegyvert lootolni,
amely ttésenként 8% eséllyel egy Chilling Aurat von korénk egy pillanatra, amely lefagyasztja
a kornyezetiinkben allokat. Az egyes fagyasztasok bekovetkezése egyméstol fiiggetlen. A Fjord
Cluttert 2.500 iités utan cseréltiik le, amikor is lootoltunk egy jobb fegyvert.

(a) Mi a valoszintisége, hogy hasznalata soran legalabb 220 alkalommal vont kérénk Chilling
Aurat a fegyver?

(b) Adjunk meg egy olyan értéket, melyre teljesiil, hogy 90%—os eséllyel ennél t6bbszor jelent
meg Chilling Aura korilottink.

Megoldas. Jeldlje &; azt, hogy az i—edik iités soran jelent—e meg Chilling Aura koriilottiink,
1 =1,2,...2.500 = n. Ekkor a &k egyméstol fiiggetlenek, Bernoulli—eloszlast kévetnek p = 0,08
paraméterrel, és igy

p=E&) =008 é& o=D(&)=1/0,08 002.
(a) A centralis hatéareloszlas—tétel alapjan

= S50 9500-0,08 _ 220 — 2.500 - 0,08
P(Y g>220)|=p = >
£ 0,08 0.02 - v/2.500 /0,08 0,92 - v/2.500

_p(ZEra 200 20 N L (EEg 200 20
V184 ~ V184 V184 V184

20
~l1-0|— | ~1—-P(1,474) ~1—0,9292 ~ 0,071.
(\/184> ( )
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MEGJIEGYZES. Természetesen ) 500

n= Zfi
i=1

binomilis eloszlast kovet p = 0,08 és n = 2.500 paraméterekkel és

2.500 2 500
P(n>220) = ) ( 'k )0,08k-0,922-50°—k ~ 0,076..

k=220
(b) Ekkor azt az x értéket keressiik, melyre

2.500 2.500
250069200 & — 200
09=P(> &>a|=P 2ty § > L
- V184 V184
b <Zf-j§°§i —200 _ - 200)

Vise T V184
o) o (£72)

Az eloszlastablazat alapjan

z — 200
V184

z 2~ 200 — 1,282 - V184

z ~ 182,61.

1,282 ~ —

6. Feladat. Vitalij bacsi ugy dontott, hogy a diszndéodlba UV lampat szerel fel, hogy a diszné ne
fazzon, és ne is féljen a sotétben. Felvasarolta a helyi kozértbdl az 6sszes UV izz6t, 6sszesen 150
darabot. Az izzok élettartama egymaéstol fliggetlen és exponenciélis eloszlast kovet. Sajnos az
izzok igen gyenge mindségliek, és csak atlagosan 180 6raig miikodnek. Mennyi a valészintisége,
hogy legalabb 3, de legfeljebb 3 és egynegyed évig lesz elegendd a megvasarolt izzomennyiség,
ha amint kiég egy izz6, Vaszilia néni rogton betekeri a kovetkezst?

180
Megoldas. Jeldlje &; az i—edik izz6 élettartamat napokban. Mivel E(§;) = o= 7,5, ezért
1
az exponencialis eloszlas paramétere A = — | és igy D(&;) = 7,5 . Ha 7 jeldli, hogy hany napig

7,5

150
elegend§ a 150 izz6, akkor n = Z & . Egy évet 365 naposnak szamitva a keresett valoszintiség
i=1
150
365
P(3-365 <n<3-365+ T) = P(1095 < n < 1186,25) = P(1095 < Zf’i < 1186,25)
i=1
_p 30 _ S0 —150- 7,5 _ 6125
B 150/7,5 — 1504/7,5 — 1504/7,5
~ ¢(0,15) — ®(—-0,07) = ®(0,15) + ®(0,07) — 1
~ 0,0596 40,5279 — 1 ~ 0,088.
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Videdk

Markov—, Csebisev—egyenl6tlenség

1. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatokat:

(a) A & > 0 véletlen valtozora igaz, hogy E(£) = 5. Legyen tovabba ¢ eloszlasfiiggvénye F.
Becsiiljiik meg P(§ > 12)-t és F¢(12)-t.

(b) Egy tizletben hétfén atlagosan 250-en vasarolnak. Becsiiljiik meg az
A = hétfén legfeljebb 300—an vasaroltak
esemény valoszintiségét.

(c) A £ >0 véletlen valtozora igaz, hogy F¢(10) = 0,8. Becsiiljitk meg E(&)-t.

Megoldas. u vﬂ“TUhe

5 T <R (b) P(A) >

(c) E(§) >2

2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatokat a Csebisev-egyenlGtlenség segitségével.
(a) A & véletlen valtozora igaz, hogy E(§) = 10 és D(§) = 2. Becsiiljiik meg a
P(5 < ¢ < 15)
esemény valosziniiségét.
(b) A £ > 0 véletlen valtozora igaz, hogy E(£) =5 és F¢(10) = 0,8. Becsiiljik meg D(§)-t.

(c) Szegeden a sokéves atlagesapadék 800 mm és a mért adatok szordsa 50 mm. Becsiiljiik

meg az
A =900 mm-nél tobb csapadék hullott
valoszintiséget.
Megoldas. ° YOUTUhe
21 1
(a) P(5<€<15) > o (b) D(&) > V5 (c) P(4) < 5

Centralis hatareloszlas—tétel

3. Feladat. A villanykorténk varhato tizemideje 10.000 6ra. Ebbdl 200 darabot véve, mennyi
a valoszintisége, hogy

(a) atlagban 10.000 orat vilagitanak?

(b) atlagban legalabb 9.000, de legfeljebb 11.000 orat vilagitanak?


https://www.youtube.com/watch?v=SmBH9VNB0vM
https://www.youtube.com/watch?v=pDlBS_BATLk
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Megoldas. u YOUTUbe
(a)

N —
=
S—
[\
KH
N
sl-
[\
~_
|
—_

4. Feladat. Az 1 kg-os liszt tomegét N (98, 9) eloszlasunak tekintjiik, ahol a tomeget dkg—ban
értjiik. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) egyet valasztva, az 96 dkg—nal kisebb tomegt, azaz selejt?
(b) 6tot valasztva legfeljebb kettd lesz selejt?

Megoldas. &3 YouTube
() o (220

5. Feladat. A valoszintiségszamitéas kurzust ebben a félévben 280 hallgato vette fel, és a korabbi
tapasztalatok alapjan az egyes hallgatok egymastol fiiggetleniil 65% eséllyel teljesitik a kurzust.

(a) Varhatoan hanyan fognak majd megbukni? Mennyi a bukott hallgatok szaméanak a szo-
rasa’

(b) Mennyi a valosziniisége, hogy ebben a félévben legalabb 90, de legfeljebb 106 bukéas lesz?

(c) Milyen t értékre teljesiil, hogy 0,9 eséllyel legfeljebb t hallgaté bukik meg?

Megoldas. ° YﬂUT“he

6. Feladat. Egy jatékautomatabol egy mozgathatd karral lehet pliisallatokat kiemelni, de ez
egy kis szerencsét igényel. Az automataban 50 pliisallat van, egy jaték 100 forintba kertil, és a
probalkozasok egymaéastol fiiggetlentil 20% valoszintiséggel lesznek sikeresek.

(a) Varhatoan héany jaték alatt fogynak el a pliisallatok az automatabol? Mennyi a jatékok
szamanak a szorasa?

(b) Varhatéan mennyi pénz lesz az automataban, mire elfogynak a pliisallatok? Mennyi az
automataban Osszegytilt pénz szorésa?

Megoldas. n YouTube

7. Feladat. Egy vallalat egy honapra esé nyeresége a havi teljes bevétel és a havi teljes kiadés
kiilonbségeként all eld, ahol a bevétel és a kiadés is valdszintiségi valtozd. A bevétel varhatod
értéke 120 millié forint 30 milli6 forint szorassal, mig a kiadas varhato értéke 80 milli6 forint 20
milli6 forint szorassal. Hatéarozzuk meg az egy honapra jutod nyereség varhato értékét és szorasat
akkor, ha a bevétel és a kiadas fliggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1év6 korrelacios egyiitthato
0,8! A korrelacio fiiggvényében irjuk fel formulaval és dbrazoljuk grafikonon a nyereség varhato
értékét és varianciajat!

Megoldas. ° YﬂUT“he


https://www.youtube.com/watch?v=GTxLCqwNUeQ
https://www.youtube.com/watch?v=QzETx29_SFY
https://youtu.be/GOTUB-_03Ts
https://youtu.be/sHhp4NmmliA
https://youtu.be/hvl9ZiMyhPE
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8. Feladat. Adott egy kotvény és egy részvény. A kétvény a mai napon 1000 forintba keriil, és
8%-o0s éves hozamot fizet. A részvény jelenlegi dra 2000, és egy év mulva 1900, 2300 vagy 2700
forintot érhet rendre 0,3, 0,5 és 0,2 valoszintiségekkel. 3 milli6 forint all a rendelkezésiinkre,
ebbdl allitunk Ossze egy portfoliot.

(a) Ha "a" darab részvényt vasarolunk, akkor ez az értékpapircsomag varhatéan mennyit fog
majd érni egy év milva? Mennyi a portfolio értékénck a szorasa? Abrazoljuk a varhato
értéket és a szorast az "a" mennyiség fliggvényében.

(b) Hogyan éallitsuk ssze a portfolionkat, ha az a célunk, hogy varhato értékben 400 ezer
forint hozamot realizaljunk?

(c) Hany darab részvényt vasaroljunk, ha azt szeretnénk, hogy a portfolio jovébeli értékének
a szorasa 140 ezer forint legyen? Mennyi ebben az esetben a hozam varhato értéke?

Megoldas. ° YOUTUbe ° YﬂUT“he

9. Feladat. Egy Coca-Cola automataban 50 doboz jéghideg idit6 taldlhato. Egy forré nyari
napon az emberek atlagosan 5 percenként vasarolnak egy doboz iiditét, a vasarlasok kozott
eltelt id§ szorasa 3 perc.

(a) Varhat6an mennyi id6 alatt fogy el az idit6 az autéomatabol? Mennyi ennek az idének a
szorasa’

(b) Mennyi a valosziniisége, hogy ez az id6 220 és 270 perc kozé esik?

(¢) Adjunk meg egy olyan t értéket, melyre teljesiil, hogy az automata 99% eséllyel kifogy
ennyi id§ alatt.

Megoldas. ° YouTube


https://youtu.be/cAJueGvkf1U
https://youtu.be/Pfhqgkc6AUc
https://youtu.be/XEOz2fxz7sY
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Kvizek

A csoport

Feladat. A mozambiki Zambézia Licua varosdban az orszag f6 exportcikkébdl, kesudiofabol
éplilnek az iskolak (is). A helyi lakosok, a makuék a bejarati ajtokat pontosan 120 cm szélesre
épitik. A malawi Chilwa toban eld vizilovak atlag szélessége 115 cm, 8 cm szorassal. A helyi
makua iskolaigazgatonak, Oluwafunmilayo Quadratnak fel kell késziilnie minden eshet@ségre,
ugyanis a vizild az egyik legveszélyesebb éllat az emberre nézve Afrikaban.

(a) Milyen becslést tudunk adni arra az esetre, hogy egy, az emlitett to6bol elkéborolt vizilo
minden nehézség nélkiil be tud menni egy iskola ajtajan?

(b) Mekkora ez a valosziniiség, ha a vizilovak szélessége normalis eloszlast kovet?

(c) Mekkora lenne ez a valoszintiség, ha a helyi asztalosok altal készitett ajtok szélessége is
normélis eloszlast kovetne 120 cm varhato értékkel és 5 cm szorassal.

B csoport

Feladat. A colorad6i Oak Creek véaroskajanak a Lupita Cantine’s melletti izemanyagtolts
allomas jelenlegi készlete 74.000 gallon 6lmozatlan benzin. A heti fogyasztas normalis elosz-
last kovet 50.000 gallonos varhato értékkel és 10.000 gallonos szérassal. A 900 lakost szamlalo
kisvarosba azonban csak heti 47.000 gallon benzinutanpotlas érkezik.

(a) Ha 4 dollar/gallon tlizemanyagérral szamolunk, mekkora az esélye, hogy a heti bevétel
nem éri el a 196.000 dollart?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy a 9. hét végére a benzinkut készlete 20.000 gallon ala esik?

(c) Mekkora szallitmanyt kellene rendelni hetente, hogy az elébbi valoszintiség 5% legyen?

C' csoport

Feladat. Egy kupakgytjtds nyereményjaték fédijasaként a 23 éves Bakta Polidor ellatogatha-
tott a Las Vegas-i Excalibur Casinoba, ahol még 2.000 szabadon elkolthets zsetont is kapott. A
kaszinoban éppen jaték—expo volt, ahol a jatékgyartok aj jatékotleteit mutattédk be. Polidor az
1j Kakekiko jatékot probalta ki. Ebben a nyerési esély 1 a 10-hez, és nyereményként a jatékos
visszakapja a feltett Osszeget, és annak kilencszeresét. Bakta Polidor nagyon szeretett volna
nyerni, mert a Budapest Févaros Kormanyhivataldhoz benytjtott masodszori névvaltoztatasi
kérelme, amelyben baratngje, a 22 éves Hina Ivid§é Kandida javaslatara a Sjam Upor Zdenkd
név felvételét kérvényezte, mar 50.000 Ft-ba keriil. Sajnos egy zseton csak 9,5 centet ért, és
a bank 1 dollart csak 250 Ft—ért vett meg. Ezért az 6vatos Polidor a jaték soran midig csak
egy zsetont tett fel. Mennyi a valoszintisége, hogy a 900-adik Kakekiko jaték utan 30-cal tébb
zsetonja volt?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa.

(a) Legyen n a vizilovak szélessége cmm—ben. Ekkor
E(n) =115 é D?*(n) = 64.

A P(n < 120) valoszintiséget keressiik, azonban becslést P(n > 120)-ra tudunk adni.
A Markov—egyenlétlenség alapjan

115
P(n > 120) < ——
(n 2 120) < 355

A Csebisev—egyenl6tlenség alapjan

64

P(n 2 120) = P(n — E(n) 2 5) < P(In —E()| 2 5) < ¢, 1 pt

ami nagyobb, mint 1. Ezek alapjan a Markov—egyenl6tlenség adja a jobb becslést:

11
P(n < 120) = 1 — P(n > 120) > 1-%

(b) Ha n ~ N(115,64), akkor

—~115 5 5 |
P(n < 120) = P (" < —) =0 (—) = $(0,65) ~ 0,7422. m

8 8 8

(c) Legyen & az ajtok szélessége cm-ben. Ekkor & ~ N(120,25), és ¢ =n — & ~ N (-—5,89).
A keresett valoszintiség

P(n <& =P((<0)= <C+5 )

:<I>(\/@> $ (0,53) ~ 0,7019. m
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B csoport

Feladat megoldasa. Jelolje ¢ az egy heti fogyasztést ezer gallonban, ekkor & ~ N(50, 102).
(a) A heti bevétel 4¢ ezer dollarban. Ekkor

B L (€-50 _49-50\ _ [£-50
P(4§§196)—P(§§49)—P( TR )—P( T g—o,1)

=®(-0,1)=1-®(0,1) = 1 —0,5398. 1 pt

(b) Ha &; jeldli a heti fogyasztast, akkor a 9. hét végén a készlet

9
44947 &
i=1

ezer gallon. Ekkor

9 9 9
P (74+9'47—Z&<20) =P (477<Z§i> :1-P<Z&§477)
1=1

=1 i=1

9 9
. P(E)m& 9-50 _ 477 -9 50> . P(E i & 50<0’9>

10v/9 - 10V9 30
~1—0(0,9)~1-0,8159. 2 pt

(c) Legyen a heti szallitmany x ezer gallon. Ekkor

9 9 9
P(?4+9~x—2§i<20> :P<54+9x<2§}> :1—P<Z§z‘§54—|—9x>
=1 =1

=1

9
1—P i=1 & —9-50 < 5449z —9-50 1@ (956 396) 0,05

azaz

9z — 396
o =22 ) =095,

A tablazat alapjan ®(1,645) ~ 0,95, ezért

9z — 396
30

xz

~ 1,645

1,645 - 30 + 396
- 9

=

3 pt
ezer gallon.
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C' csoport

Feladat megoldasa. Jelolje & az i—edik alkalommal nyert, vagy vesztett zsetonok szamaét.

Ekkor
9

900 900 1 pt
P<Z§i>30>:1—P<Z&§30> ‘j
i=1 i=1

valoszintiséget keressiik. Mivel

P(=9=— & PE=-1)

1 9
E()=9-——1-— =0,
(&) =9 10 10 0
1 9 90
E(€2) =81 - —+1.— == —
(&) =8 10+ 10 10 %
és yr L 2 pt
D*(&) =9, azaz D(&) =3,
igy
900 900
> & —0 _30-0
P ;<30 =P = <
(; : ) ( 34900 34900
S 1
=P = < = | ~®(0,33) ~ 0,6293
( 90 — 3 (0,33) ’ ’
tehat

900
1—P<Z&§30>%1—0,6293. 3 pt

i=1
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o(2)

A standard normélis eloszlasfliggvény téablazata

o(2)

z

®(2)

z

®(2)

z

@(2)

®(2)

0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43

0,5040
0,5080
0,5120
0,5160
0,5199
0,5239
0,5279
0,5319
0,5359
0,5398
0,5438
0,5478
0,5517
0,5557
0,5596
0,5636
0,5675
0,5714
0,5753
0,5793
0,5832
0,5871
0,5910
0,5948
0,5987
0,6026
0,6064
0,6103
0,6141
0,6179
0,6217
0,6255
0,6293
0,6331
0,6368
0,6406
0,6443
0,6480
0,6517
0,6554
0,6591
0,6628
0,6664

0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,33
0,84
0,85
0,36

0,6700
0,6736
0,6772
0,6808
0,6844
0,6879
0,6915
0,6950
0,6985
0,7019
0,7054
0,7088
0,7123
0,7157
0,7190
0,7224
0,7257
0,7291
0,7324
0,7357
0,7389
0,7422
0,7454
0,7486
0,7517
0,7549
0,7580
0,7611
0,7642
0,7673
0,7704
0,7734
0,7764
0,7794
0,7823
0,7852
0,7881
0,7910
0,7939
0,7967
0,7995
0,8023
0,8051

0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29

0,8079
0,8106
0,8133
0,8159
0,3186
0,8212
0,8238
0,8264
0,8289
0,8315
0,8340
0,8365
0,8389
0,8413
0,8438
0,8461
0,8485
0,8508
0,8531
0,8554
0,8577
0,8599
0,8621
0,8643
0,8665
0,3686
0,8708
0,8729
0,8749
0,8770
0,8790
0,8810
0,8830
0,8849
0,8869
0,8888
0,8907
0,8925
0,8944
0,8962
0,8980
0,8097
0,9015

1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72

0,032
0,9049
0,9066
0,9082
0,9099
0,9115
0,9131
0,9147
0,9162
0,9177
0,9192
0,9207
0,9222
0,9236
0,9251
0,9265
0,9279
0,9292
0,9306
0,9319
0,9332
0,9345
0,9357
0,9370
0,9382
0,9394
0,9406
0,9418
0,9429
0,9441
0,9452
0,9463
0,9474
0,9484
0,9495
0,9505
0,9515
0,9525
0,9535
0,9545
0,9554
0,9564
0,9573

1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,02
2,04
2,06
2,08
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30

0,9582
0,9591
0,9599
0,9608
0,9616
0,9625
0,9633
0,9641
0,9649
0,9656
0,9664
0,9671
0,9678
0,9686
0,9693
0,9699
0,9706
0,9713
0,9719
0,9726
0,9732
0,9738
0,9744
0,9750
0,9756
0,9761
0,9767
0,9773
0,9783
0,9793
0,9803
0,9812
0,9821
0,9830
0,9838
0,9846
0,9854
0,9861
0,9868
0,9875
0,9881
0,9887
0,9893

2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48
2,50
2,52
2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68
2,70
2,72
2,74
2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,36
2,38
2,90
2,92
2,94
2,96
2,98
3,00
3,20
3,40
3,60
3,30
4,00

0,9898
0,9904
0,9909
0,9913
0,918
0,9922
0,9927
0,9931
0,9934
0,9938
0,9941
0,9945
0,9948
0,9951
0,9953
0,9956
0,9959
0,9961
0,9963
0,9965
0,9967
0,9969
0,9971
0,9973
0,9974
0,9976
0,9977
0,9979
0,9980
0,9981
0,983
0,9984
0,9985
0,9986
0,9987
0,9993
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000




ElGismeretek

Trigonometrikus fliggvények

0 T T T T
6 4 3 2
) 1 V2 | V3 Ccos T
sinx || 0 — — | — |1
2 2 2 Sy )
NEE RV !
cosz || 1 5> | 5 3 0 g
N4
1
tgx || 0| — 1 V3| -
V3
1 RREE T 11 SRR
~ \\> ,I \\\
; ”,” \\\ % ,/ \\\ J ’
.5 ”,’ \‘ ,,/ \\ I,I
,"’W/ﬁ\ ‘»1 )4 \1 S /3
COS T 1 COS T 1 COS @

Sorok

e Ha a, /4 0, akkor a ) a, szamsor divergens,
ha a,, — 0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

e A > ¢" geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha |¢| < 1, és ekkor
>
"=
n=0 1- q
1
e A> — sor pontosan akkor konvergens, ha p > 1.
n
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e Osszehasonlito teszt. Amennyiben a,, b, > 0 és
a
lim — =L €R",
n—oo n
akkor > a, ~ > b,, azaz a két sor hasonloan viselkedik, vagyis, ha valamelyik konvergens
(divergens), akkor a masik is konvergens (divergens).
e Hanyados teszt. Legyen a,, > 0, és
a
lim —* = p e R,

n—oo a'fl

ekkor a " a, sor

0 < 1 esetén konvergens,
0 > 1 esetén divergens,

0 = 1 esetén tovabbi vizsgéalat sziikséges .
e A > b, sor

o abszolut konvergens, amennyiben a » |b,| sor konvergens;
o feltételesen konvergens, amennyiben konvergens, de nem abszolit konvergens.

e Legyen a, > 0, ekkor a ) (—1)"a,, szamsort alternalo sornak nevezziik.

e Leibnizkritérium. Ha a,, — 0 és a, monoton csokkend, akkor a > (—1)"a,, alternalé sor
konvergens.

e A fu(x) fiiggvénysor konvergens az xy pontban, amennyiben a »_ f,(zq) szamsor kon-
vergens. Egy fliggvénysor konvergenciatartomanya a kozos értelmezési tartomany azon
pontjainak a halmaza, amelyekben a megfelel§ szamsorok konvergensek.

e Néhany nevezetes fiiggvény a = 0 pont koriili Taylor—sora:

T - z"
e = Zﬁ, I’GR
n=0
o xZn
cosr = Z(—l) @ reR
n=0
e 1,2n+1
sinr = ZO(—l) m, IER
o0 xQn
chx = Z(2n)!’ relR
n=0
e x2n+1
she = nzzom, reR.

e Barmely o € R esetén, ha |z| < 1, akkor

ahol

(g) o (a) _ala-@=2)(a-n+1)

az altalanositott binomiélis egyiitthatok.
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Fourier—sor

A 27 szerint periodikus f(z) figgvény valos Fourier—sora az

f(x) =ao+ Z (an cosnz + b, sin nx)

n=1
fiiggvénysor, ahol

1 ™ 1 s 1 s
ag ::2—/ f(x) dz, a, ::—/ f(x)cosnx dx, b, ::—/ f(z)sinnx dz.
™ —T

™ ™

—T —T

Halmazelmélet

De Morgan—azonossagok és kévetkezmények:

AUB=ANBAB
ANB=AUB
AUB=ANB
ANB=AUB
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