Név: L2 3 [4[5 6 S
Beadott lapok szédma (ezzel a lappal egyiitt):
Linearis algebra gyakorlat
1. ZH — 2012. marcius 19.
V csoport
1. Feladat. (5 pont) Szamolja ki az
AB+20, (AT-B)C, BA-C?
matrixok koziil azokat, amelyek léteznek, ha
-2 3
-1 0 -2 -1 2
A:( ) B=| 51}, C:( >!
11 3 B 10
Megoldas:
-2 3
-5 1
o-(3 1) ()
-1 0 -2 4 -—11
1 1 3 |—-10 16
2 4 4 11 2 =7
AB +20 (2 0>+<—10 16>_<—8 16)
-1 1 1 -2
Al=1 0 1], (A'-B)=|( 5 0
-2 3 -1 -1
-1 2
1 0 -3 2
1 2|3 2 |=(A"-B)C=| -5 10
) 0 |-5 10 0 -2
-1 —-1| 0 =2

A BA szorzas elvégezhetd, és az eredmény egy 3 x 3-as métrix. A C? szorzas is elvégezhetd, és az
eredmény egy 2 x 2-es matrix. A BA — C? matrix nem végezhetd el, mert csak azonos méret matrixok

mellett értelmezhetd a kivonés.

2. Feladat. (6-+2 pont) Dontse el a kivetkezd vektorrendszerekrsl, hogy linearisan fiiggetlenek, genera-
torrendszerek, bazisok-e! (Természetesen a megfelels R™ vektortérben vizsgéalja a vektorrendszereket!)

Lo(1; 3, =4), (=2 =5 7), (=1; =2; 5), (1; 4 —9)
2. ( =3 1; = ) (2' —8; —2; _1>7 (_1; (E 0)
3. (1; —1; 2), (1; 0, 6), (—3; 1; —12)

Megoldas:




1 3 -4 1 3 4 1 3 -4 1 3 -4 1 3 _4
-2 -5 7 Q) 01 -1 (2) 01 -1 3) 01 -1 ) 01 -1
-1 -2 5 01 1 0 0 2 0 0 2 00 2

1 4 -9 01 =5 0 0 —4 00 O

(1) : Az 1. sor 2-szeresét hozzadadom a masodik sorhoz, az 1. sor 1-szeresét hozzédadom a 3. sorhoz,
az 1. sor (—1)-szeresét hozzdadom a 4. sorhoz.

(2) : A 2. sor (—1)-szeresét hozzdadom a 3. és 4. sorhoz is.

(3) : A 3. sor 2-szeresét hozzédadom a 4. sorhoz.

(4) : A ,csupa nulla” sort el kell hagyni.

Rang =3 == Mivel a rang egyenld a vektorok koordinatainak szaméaval, ezért a vektor-
rendszer generatorrendszer. Mivel a rang kevesebb, mint a vektorrendszerbeli vektorok szama,
ezért a vektorrendszer linedrisan fliggd. Linearisan fiiggs vektorrendszer nem lehet bézis.

1 -3 1 -1 1 -3 1 -1 1 -3 1 -1
2 -8 -2 -1 |]~|0 -2 —4 1 ~ 0 -2 —4 1
-1 7 7 0 0 4 8 -1 0 0 0 1
Rang = 3 = Mivel a rang nem egyenl a vektorok koordinatainak szaméaval, ezért a

vektorrendszer nem generatorrendszer. Mivel a rang egyenlé a vektorrendszerbeli vektorok sza-
méval, ezért a vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Ha egy vektorrendszer nem generdtorrendszer,
nem is lehet bazis.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
1 0 6 ~1 0 1 4 ~( 0 1 4
-3 1 -12 0 -2 -6 0 0 2
Rang =3 == Mivel a rang egyenld a vektorok koordinatainak szaméval, ezért a vektor-

rendszer generdtorrendszer. Mivel a rang egyenld a vektorrendszerbeli vektorok szamaval, ezért a
vektorrendszer linearisan fliggetlen. A bazis pontosan a linearisan fiiggetlen generatorrendszerek,
igy ez a vektorrendszer is bazis.

Igaz-e a kovetkezs allitas: Linearisan filiggd vektorrendszer barmely részrendszere is linedrisan
fiiggd. Valaszat indokoljal

Megoldas: Nem igaz. Ellenpéldaval bizonyithato, példaul az (1; 1; 1), (2; 2; 2) vektorrendszer
linedrisan fiiggd, de barmely valédi részrendszere linedrisan fiiggetlen, mert egy darab nem zé-
rusvektor onmagaban mindig linearisan fiiggetlen.

3. Feladat. (6 pont) Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszert a p paraméter fliggvényében! (Hény
megoldas van és mik a megoldasok?)

Megoldas:

Tl —x9—2x3 = —1

3:L’1—2:132—2:133 = =5

—2x1 4+ 322 + (p2 +4)xs = p+2
1 -1 =2 -1 o 1 -1 —2|-1 . 1 -1 =2 -1
3 2 2| 5 |R[l[o 1 4|20 1 4 | -2
-2 3 p’H+4|p+2 0 1 p*|p 0 0 p>P—4|p+2

(5) : Az 1. sor (—3)-szorosat hozzaadom a 2. sorhoz, az 1. sor 2-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.
(6) : A 2. sor (—1)-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.



I. eset: Az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha van ellentmondé sor. Ellenmondé sor csak az
utols6 lehet, pontosan akkor, ha p? —4 = 0 és p + 2 # 0. Ez a két Osszefiiggés csak akkor all fenn
egyiittesen, ha p = 2. Tehat, ha p = 2, akkor nincs megoldas.

II. eset: Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, ha van szabadismeretlen. Szabadis-
meretlen csak az x3 lehet, méghozza pontosan akkor, ha p? —4 =0 és p +2 = 0. Ez a két Osszefiiggés
csak akkor 4ll fenn egyiittesen, ha p = —2. Tehét, ha p = —2, akkor végtelen sok megoldéis van, és a

megoldasokat a

e B 1 -1 —2|-1

0 1 -2 N(o 1 4—2)

0 0 0] 0
métrixbol kell megkapni. Mint méar lattuk, de a méatrixbol is megallapithatd, hogy az x3 szabadisme-
retlen, értéke tetszGleges valos szam lehet, a tobbi valtozo téle fiigg(het). Az utolsé sorbol kivetkezik,
hogy xo + 4x3 = —2, azaz 1o = —2 — 4dxs. Az els6 sorbdl kivetkezik, hogy z1 — xo — 2x3 = —1, azaz
ry = —1+ mo + 223, azaz x1 = —1 + (=2 — 4x3) + 223 = —3 — 2x3.

II1. eset: Minden mas p érték esetén az egyenletrendszernek egy darab megoldésa van, ami termé-

szetesen fligg a p értékétsl, és a megoldast a

1 -1 =2 -1
0 1 4 -2
0 0 p>—4|p+2
méatrixbol lehet megkapni. Az utolsé sorbdl kovetkezik, hogy (p2 — 4) T3 = p+2, azaz r3 = zf);:%l = p%Q.

A t6bbi sor ugyanazt a megoldast adja mint a II. esetben, de azokban az g értéke ]ﬁ lesz. Tehat

To :"—2—1%2 ésmlz—S—ﬁ.
Osszefoglalva:
(=3 — 2x3,—2 —4x3,x3), hap=-2
nincs megoldas, hap=2
3p—4 2 1
<—;f27—pfpg7m> ) ha p ¢ {2, -2}

4. Feladat. (6+1 pont) Hatérozza meg a p valos paraméter osszes olyan értéket, melyre a kovetkezd
determinéns értéke 42!

p 0 3 1
1 -1 -3 -2
-2 1 1 3
1 0O -1 »p
Megoldas:
Lo—1 =3 =2 =10 =2 1)y e fl 32 1
-2 1 1 3 - 21 1 3|~ 1
1 0 —1 p 1 0 —1 P P
p+3 0 1+4+3p
= (=1)] =3 0 1-=2p |=(=1)(-1)(-1)3*+2 p+3 1+3p‘

= —[(p+3)(1-2p) — (1 +3p)(=3)] =2p* — 4p — 6

Tehat a megoldandé egyenlet a kivetkezs: 2p% — 4p — 6 = 42. A masodfoki egyenlet megoldoképletét
hasznalva kénnyen megkaphat6, hogy két megoldas van: p; = 6 és py = —4.

e Adjon meg két olyan 2 x 2-es métrixot, melyeknek a determindnsa egyenld, de csak egyetlen
helyen kiilénb6znek!
Megoldas: példaul



5. Feladat. (5+3 pont) A v = (2; —1; 9) vektor eleme-e az U = [v;, vg] altérnek, ha vy = (1; 1; 2) és
vy = (—1; 0; =3)7

Megoldas: Pontosan akkor eleme a v vektor az U altérnek, ha léteznek olyan c1és co valos szdmok,
hogy v = c1v1 + cove, azaz ¢1(1,1,2) + c2(—1,0,—-3) = (2,—1,9). Ezt koordinatanként kifejtve a
kévetkezs egyenletrendszert kell megoldani:

ci—cy = 2

cgt = —1

2c1 —3co = 9.
1 =1 2 1 -1 2 1 —-1] 2
1 o|-1|]~1O0 1 |-3]~|0 1]-3
2 =-3|9 0 —-1] 5 0 0 2

Mivel a Gauss-eliminacio végén ellentmondé sort taldlunk, igy az egyenletrendszernek nincs megoldéasa.
Azaz nem létezik megfelel§ c¢; és co konstans. azaz v nem eleme az U altérnek.

e Ha a vy,..., v egyenletrendszer rangja k és a v vektor nincs benne az U = [vq,. .., vx] altérben,
akkor mennyi a vy, ..., vk, v vektorrendszer rangja?
Megoldas: A feltételek szerint szerint a wvy,..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Mivel
v ¢ U, ezért a vy,..., vk, v vektorrendszer is linedrisan fiiggetlen, tehat a rangja k + 1.

6. Feladat. (6 pont) Legyen
U= {(z1; x2; x3; x4) : 221 + 229 — 23 =0} és V =[(1; —1; 0; =3), (0; 1; 2; 1)]

két altere az R* vektortérnek. Adja meg a V alteret linearis egyenletrendszerrel! Teljesiil-e az U = V
egyenlGség?

Megoldas: A V alteret tgy adhatjuk meg egyenletrendszerekkel, hogy megnézziik mely (x1, x2, 23, 24)
vektorok vannak benne a V' generalt altérben. Hasonloan kell felirni az egyenletrendszert, mint az el§z6
feladatban, itt mar csak a megfelel6 bévitett matrixot irom fel.

1 0|z 1 0 T 1 0 T
—1 1| a9 0 1| xz94+ a1 0 1 To + 11
0 2|as | T |0 2] a3 0 0| a3—2(xo+1x1)
-3 1|24 0 1| x4-+3r 0 O0|zg+321— (24 21)
1 0 T
0 1 T2+ 1
~ 0 0| -2z — 229 + x3
0 0 201 — X9 + x4

Az (x1,x9,x3,x4) pontosan akkor eleme a V' vektortérnek, ha az el6z6 bévitett matrixszal megadott
egyenletrendszernek van megoldésa. Ez pedig azt jelenti, hogy nem lehet benne ellentmondé sor, tehat
teljesiilni kell a —2x1 — 2x9 + 3 = 0 és 221 — x2 + x4 = 0 egyenlSségeknek. Ezzel a két egyenlettel
pontosan a V alteret adtuk meg (az elsg egyenletet megszorozva (—1)-gyel):

V:{(wl; To; T3] $4)€R4: 211 + 219 — 23 =0, 2$1—x2+$4:0}.

Koénnyen lathato, hogy ha egy szdmnégyes teljesiti a V' egyenleteit, akkor U egyenletét is teljesiti. Més
szoval, ha v € V, akkor v € U, azaz V C U. Az U = V egyenlGség viszont nem teljesiil, mert U € V,
azaz létezik olyan v vektor, melyre v € U, de v ¢ V. Ellenpéldaval igazolhato: (1; —1; 0; 9) € U DE
(1; —=1; 0; 9) ¢ V, mert 2 — 1+ 9 # 0. (A konkrét ellenpéldat véletleniil valasztottam U elemei koziil.
Tehat ha véletlentl valasztunk egy elemet, melyre az U egyenlete teljesiil, akkor nagy valészintiséggel,
a V vektor ;masik” egyenlete nem fog teljesiilni ra.)




