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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

Definicié
@ Egy A € R szam az A € R™" matrix sajatértéke, ha létezik
olyan v # 0 vektor, melyre Av = Av.
@ A fenti definiciéban szerepl6 v oszlopvektort az A matrix A
sajatértékéhez tartozé sajatvektornak nevezziik.

Megjegyzések:
e Egy matrixnak tobb sajatértéke is lehet.
o Egy sajatértékhez t&bb sajatvektor is tartozik.

Definicié

Az Uy = {x € R": Ax = Ax} vektorhalmazt a \ sajatértékhez
tartozé sajataltérnek nevezzik.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

1. Feladat

Hatarozzuk meg a
7 3
1 5

matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat (a
sajatalterek egy-egy bazisat)!

Egy A € R™" matrix karakterisztikus polinomja fa(x) = |A — xE|,
ahol E az (n x n)-es egységmatrix.

A X szam pontosan akkor sajatértéke az A-nak, ha \ gydke az A
karakterisztikus polinomjanak.

y
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

1. Feladat
Hatarozzuk meg a

(1)

matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat (a
sajatalterek egy-egy bazisat)!

Megoldas

M =4 )\ =8

A\
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

2. Feladat
Hatarozzuk meg a

(s )

matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat (a
sajatalterek egy-egy bazisat)!

Megoldas
A1=3 =1

| \

= BRw
\_/
| I

=[]
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

3. Feladat

Hatarozzuk meg az

matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat (a
sajatalterek egy-egy bazisat)!

Megoldas
A1=2, Ay =-1

1 0
= -1 ||, ua=][ 0
1 1
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

Sajatérték, sajatvektor

4. Feladat

Hatarozzuk meg a

2 -1 -1
3 -2 -3
-1 1 2
matrix A = 1 sajatértékéhez tartozé sajataltér egy bazisat!

v

Megoldas

1
=0, |1
1 0
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5. Feladat

Adjuk meg a kdvetkezé homogén linearis egyenletrendszer egy
fundamentalis rendszerét! (= Adjunk bazist a megoldasalterében!)

3x1 +2x0 + x3 +2x4 =
8x1 +5x +3x3 +5x4 =

—2X] — X0 — X3 — X3 =

6. Feladat

Adjuk meg a kdvetkezd homogén linearis egyenletrendszer egy
fundamentalis rendszerét! (= Adjunk bazist a megoldasalterében!)

|
o o o
A

—2x1+x0+x3+3x4 =
5X1 — 3X2 — 2X3 — 6X4 =

|
o o
A

Megoldas
e (—1,1,1,0); (0,1,0,1)
e (1,-1,1,0); (1,-3,0,1)

A
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Matrixegyenlet

Adja meg a kdvetkez6 matrixegyenlet megoldasat!
-6 -2 2 -4
(5 3 )=(47)
8. Feladat
Adja meg a kdvetkez6 matrixegyenlet megoldasat!

(33 2)x=(52)

13—-6a 5—-6b

a b
X:<—1—3a 2—3b)’X: 8—4a 3—14b
a b

Megoldas
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (rutinfeladatok) Leontyev-modell

Leontyev-modell

9. Feladat

Egy gazdasag raforditasi matrixa
0,6 0,2
A= < 0,1 0,2 > '

© Mennyi nyersanyagra van sziikség ( ? ) vektornyi termékek
elgallitasahoz?
@ Miikod6képes-e a gazdasag?
. 1
© Mekkora legyen a brutté kibocsatas a d = < 20 ) netto

kibocsatas eléréséhez?

O Nyereséges-e a termelés, ha a rdgzitett arrendszer v = (1; 5)7
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (rutinfeladatok) Leontyev-modell

Leontyev-modell

9. Feladat megoldasa

o < g > vektornyi nyersanyagra van sziikség.

O lIgen, mert a (

nemnegativ.

§ ¢ 10 28
o (11)(%)=(%)
Q |. terméken a veszteség 0, 1.

[l. terméken a nyereség 3, 8.
Osszesen a nyereség 3,7.

W|—w]| oo
W[HWIN

) Leontyev-inverz minden eleme
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (rutinfeladatok) | Sajatérték, sajatérték
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (rutinfeladatok) Sajatérték, sajatérték

Sajatérték, sajatvektor

10. Feladat

Hatarozza meg a kdvetkezd matrix sajatértékeit és a hozzajuk
tartozo sajatalterek egy bazisat!

(<)

Megoldas
A1 =09,

()] w0
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (rutinfeladatok) | Sajatérték, sajatérték

Sajatérték, sajatvektor

11. Feladat

Hatarozza meg a kdvetkezd matrix sajatértékeit és a hozzajuk
tartozé sajatalterek egy bazisat!

4 0 0
~1 5 0
—3 4 -2

Megoldas

M=ty In=0 Jg—-—2

6 0 0
Us = 6 , Us= 7 , U= 0
1 4 1
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (nehezebb feladatok) Paraméteres rang

Paraméteres rang

12. Feladat

A p val6s paraméter értékétsl fligg6en hatarozzuk meg a kovetkezs
matrix rangjat!

1 1 -1 2
p 1 1 1
1 -1 3 =3
4 2 0 p

Megoldas

e Ha p = 3, akkor a rang 2.
e Ha p # 3, akkor a rang 4.

12.4+ Feladat

Mindegyik esetben adja meg a matrix egy maximalis méretii

nemeltiind aldeterminansat!
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13. Feladat

A p val6s paraméter értékétsl fliggéen hatarozzuk meg a kovetkezs
matrix rangjat!

p—6 1 -3 —p

Megoldas

@ Ha p =1, akkor a rang 2.

@ Ha p = —2, akkor a rang 3.
e Ha p ¢ {—2,1}, akkor a rang 4.

13.4+ Feladat

Mindegyik esetben adja meg a matrix egy maximalis méretii
nemelting aldetermindnsat!
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Gyakorlé feladatok a zh-ra (nehezebb feladatok) Paraméteres egyenletrendszer

Paraméteres egyenletrendszer

6.9. Feladat

Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat az a valés
paraméter értékétdl fiiggben.
X1 —3x2+2x3 =
2x1 — 4xo + 8x3
—3x1+5x —14x3 = a

Megoldas

@ Ha a =1, akkor a megoldas

|
o

(=2 —8x3,—1 — 2x3,x3).

@ Ha a #£ 1, akkor nincs megoldas.
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20. Feladat

Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat a p valds
paraméter értékétdl fiiggben.

x1+x+3x3—x4 = 1

xi+(p—1)x2+4x3—2x4 = 3

3x1+(2p+3)x2+(p+9)x3 —4xs = 6
—2x3 —2xp — Ix3+3x4 = -3

| \

Megoldas

e Ha p € {1,2}, akkor nincs megoldas.
e Ha p ¢ {1,2}, akkor egyetlen megoldas van:

( 9—p 1 —4 —p2+3p—6>
(P—D(p-2)p—2"(p—1)(p—-2) (P—1)(P—-2))




20. Feladat javitva

Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat a p valés
paraméter értékétdl fiiggben.

xx1+x2+3x3—x4 = 1

x1+(p+l)xo +4x3 —2x4 = 3

3x0+(2p+3)xo+(p+9)x3 —4x4 = 6
—2x1 —2xp — Ix3+3x4 = -3

| A

Megoldas

@ Ha p = 0, akkor nincs megoldas.

@ Ha p =1, akkor végtelen sok megoldas van:
(—3 —2x3,1,1 + X4,X4) , X4 € R.

e Ha p ¢ {0,1}, akkor 1 darab megoldas van:

1
(-1 Lo1).
P’ p
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Paraméteres inverz
15. Feladat

Hatarozza meg az

2 1 -3

matrix inverzét az a paraméter értékétsl fiiggben!

Megoldas

@ Ha a= %, akkor az A matrixnak nem létezik inverze.
@ Ha a# %, akkor

a a 3—a

1 2a—3 2a—-3 2a-3
A" = 0 -1 1
1 1 1

2a—3 2a-3 2a-3

A\




Paraméteres inverz
15. Feladat

Hatarozza meg az

1 x 3
A= -2 x 1
0o 1 2

matrix inverzét az x paraméter értékétsl fliggden!

<

Megoldas

e Ha x = %, akkor az A matrixnak nem létezik inverze.
e Ha x # %, akkor

2x—1 3—2x —2x

6x—7 6x—7 6x=7

Afl _ 4 2 -7
__ 6X§7 6XI7 6x—7

6x—7 6x—7 6x—7

\
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Paraméteres Leontyev-modell

16. Feladat

. ) ) ) 0,5 0,2
Milyen p valés paraméter esetén lesz az A = b 0.1

raforditasi matrixi gazdasag miikodéképes?

Megoldas

Ha 0 < p < 2,25, akkor a gazdasag miikédéképes.

7.8. Feladat

Az x paraméter mely értékei esetén lesz az alabbi matrix egy
miikod6képes gazdasag raforditasi matrixa?

0,2 x
0,4 0,5

Ha 0 < p < 1, akkor a gazdasag miikddsképes.

Megoldas
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