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Ismétlés
NEAES

Legyen adott a kdvetkezd vektorrendszer:
Vi = (1, 2,4, 1) , Vo = (—2, —4 -5, —3) ,
v3 = (—1,-2,-7,0), vs = (1,2,-2,3).

O Linearisan fliggetlen-e, generatorrendszer-e, bazis-e?
@ Mennyi az U = [v1, v», v3, v4] altér dimenziéja?
© Adjuk meg az U altér egy bazisat!

Q Adjuk meg a vyvp, v3, vq vektorrendszer egy maximalisan
fliggetlen részrendszerét!
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Koordinatasor
Koordinatak

Tétel - emlékeztets

Egy véges dimenzids vektortér barmely két bazisinak elemszama
egyenld.

Legyen V egy n-dimenzi6s vektortér, és B legyen ennek egy
rogzitett ey, ..., e, bazisa. Ekkor a V vektortér barmely v vektora
EGYERTELMUEN el6all a B bazisbeli vektorok linearis
kombinaciéjaként: v = cie1 + ... + chen.

Az el6z6 tételbeli cq, ..., c, szamokat a v vektor B bazisbeli
koordinatainak, a (ci, ..., cn) vektort pedig a B bazisbeli
koordinatasoranak nevezziik.
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Koordinatasor
Koordinatak

v=(1,-1)
e & bazis: g = (1,0), & =(0,1)
v=1¢ — le&

Koordinatasor az £ (standard) bazisban: (1, —1)
e F Bazis: 1 =(1,1), » = (1,0)

v=—1f +2f

Koordinatasor az F bazisban: (—1,2)
e G Bazis: 81 = (072)7 &2 = (17 _3)

v=1g +1g

Koordinatasor a G bazisban: (1,1)
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Koordinatasor
Koordinatak

2. feladat

Adjuk meg a v = (1,—1,1) vektor koordinatasorat az
er =(1,1,1), & =(1,1,0), e3 = (1,0,0) bazisban.

Megoldas

v =1e; — 2e; + 2e3, tehat a koordinatasor (1, —2,2).
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié

Definicié

Elemi bazistranszformaciénak nevezziik azt a miveletet, melynek
soran egy bazis egy vektorat kicseréljiik egy masik vektorra. Ekkor
azt is mondjuk, hogy j vektort visziink be a bazisba.

| A

Tétel

Legyen e, ..., e, egy bazisa a V vektortérnek. Ekkor a v € V
vektor pontosan akkor cserélhets ki az e; vektorral a bazisban, ha a
v-nek a e;-hez tartoz6 koordinataja nem nulla.
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié

3. Feladat
Adott egy e1, e, e3 bazis, illetve a

vi=(1,-2,1), »=(0,3,1), s =(-1,-1,1)

vektorok. Vigyiink be annyi vektort a vy, vo, v3 vektorok kéziil a
bazisba, amennyit csak tudunk!
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié
Gyakorlati végrehajtas

Készitiink egy tablazatot az alabbiak szerint.

O A tablazat bal széls6 oszlopa az ey, ..., e, bazisneveket
tartalmazza.
@ A tablazat legfelss oszlopaba irjuk a vq, ..., v, vektorok neveit.

O A tablazat kdzéps6 részébe a v; vektorokat irjuk be a megfelels
oszlopba, igy reprezentalva, hogy mi az egyes bazisvektorokhoz
tartozé koordinatai.

Vi Voo Vg A v; vektor ponto-
ey | a1 ... ay ... an san akkor cserélhetd
ki az e; bazisvektor-
ral, ha a;; # 0.
' ij
[=H Eh c. ajj c. dik
€n | dn1 -.. @pj ... Aapk
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié
Gyakorlati végrehajtas

Az elemi bazistranszformacié |épései a kovetkezék:

© Vilasztunk egy nemnulla generaléelemet a tablazatbdl. (Csak
olyat valaszthatunk, amely e-s sorban és v-s oszlopban van.)

@ Felcseréljiik a generaldelem sorat és oszlopat jelzé e és v jelet.

A generaléelem helyére a reciprokat irjuk.

© 0

A generéléelem soranak tobbi elemét leosztom a
generaléelemmel.

@ A generaléelem oszlopanak tébbi elemét leosztom a
general6elemmel és megszorzom (—1)-gyel.

O A tdbbi elemet téglalapszaballyal szamitjuk ki.

@ A fenti lépéseket addig ismételjiik, amig csak tudunk
generaléelemet valasztani.
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié
Gyakorlati végrehajtas

Téglalapszabaly

Vi %) %} Va4
€1 o S1 o k
€
€3 5 8 5 S

Itt a g a generaléelem, k-t pedig téglalapszaballyal kell kiszamolni.
Ekkor az 4j tablazatban a k helyére a

kg — 515
g

elem kerul.
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié

Gyakorlati végrehajtas

Vi . vj Vi
€1 ai ay; Ak
& aj1 Ajk
€n dnl anj ank \{
Vi € Vk
a113jj—3a1;di1 aij A1k 3jj — ik A1j
€1 | — 5. 2 Ee—
ajj ajj ajj
a; 1 aj
vj i ™ Sk
ajj ajj ajj
e an1jj—3aj18nj _ nj 3nk 3ij — ik Anj
n ajj ajj ajj
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Bazistranszformacié és alkalmazasai

Elemi bazistranszformacié

3. Feladat
Adott egy e, &, e3 bazis, illetve a

v =(1,-2,1), v, = (0,3,1), v3 = (—1,—1,1)

vektorok. Vigyiink be annyi vektort a vy, vo, v3 vektorok koziil a
bazisba, amennyit csak tudunk!

Megoldas
Mindegyik vektort be tudjuk vinni a bazisba.
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4. Feladat
Adott egy e1, 2, €3, &4 bazis, illetve a

Vi = (17 17072)7 V2 = (172a _271)7
V3 = (_25 _3a 15 _4)7 Vg = (07 15334)

vektorok. Mennyi a vi, vy, v3, v4 vektorrendszer rangja?

Megoldas

Csak 3 vektort tudunk bevinni a bazisba, igy a rangja 3.




Bazistranszformacié és alkalmazasai Vektorrendszer rangja

Vektorrendszer rangja

44. Feladat

Adjuk meg az el6z6 vektorrendszer egy maximalisan fliggetlen
részrendszerét!

Megoldas

A bazisba bevitt vektorok egy max. lin. fiiggetlen részrendszert
alkotnak.

N

44+, Feladat

Adjuk meg az U = [v1, v, v3, v4] altér egy bazisat!

Megoldas

A bazisba bevitt vektorok egy max. lin. fiiggetlen részrendszert
alkotnak, amelyek bazist alkotnak a generalt altérben.
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Matrix rangja

e Egy matrix sorrangja a sorvektoraibdl allé vektorrendszer
rangja.

e Egy matrix oszloprangja az oszlopvektoraibél allé
vektorrendszer rangja.

@ Egy matrix egy k X k-s aldeterminansanak neveziink egy olyan
determinanst, melyet tgy kapunk, hogy a matrixbdl
kivalasztunk k sort és k oszlopot, és ezek metszéspontjabadl
allé determinanst vessziik.

e Egy matrix (determinans)rangjanak nevezziik a legnagyobb
méretli nem nulla aldetermindnsanak a méretét.

Matrixok rangszamtétele

Tetsz6leges matrix esetén a matrix sorrangja egyenl§ az
oszloprangjaval és egyenlé a determinansrangjaval.




5. Feladat

Mennyi a kovetkezé matrix rangja?

1 4 2 0 1
2 -4 0 -1 0
-1 8 2 1 1
7 4 6 -2 3

\

Megoldas

2
54. Feladat

Adjunk meg a fenti matrixban egy maximalis nemeltiing
aldeterminanst!

Megoldas

Valasszuk azokat a sorokat, melyeket kivittiink a bazisbél, és azokat
az oszlopokat, amelyeket bevittiink a bazisba. (Természetesen igy
gondolva, mintha vektorrendszer rangjat szamolnank.)

A\




Szorgalmi (jellegii) feladatok

Tartalom

@ Szorgalmi (jellegti) feladatok

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (7. gyakorlat)



Szorgalmi (jellegii) feladatok

Paraméteres rang

6. Feladat

Hogyan valtozik a

(2,1,0); (p,0,-1); (3,1,—p)

vektorrendszer rangja a p paraméter fliggvényében? (Mely p
értékekre lesz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
generatorrendszer, bazis?)

Megoldas

@ p = +1 esetén a rang 2 = linearisan fiiggd, nem
generatorrendszer, nem bazis

@ p # +1 esetén a rang 3 —> linearisan fiiggetlen,
generatorrendszer, bazis
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Szorgalmi (jellegii) feladatok

Paraméteres rang

5.16. (b) Feladat

Adjuk meg az x paraméter értékét agy, hogy az adott
vektorrendszer NE legyen bazisa az R* vektortérnek:
(-1,1,0,1),(x,1,2,1),(1,x,—1,2),(1,0,1,0).

Megoldas

Ha x = 1 vagy x = 2, akkor a rang 3, azaz ekkor NEM bazis a
vektorrendszer; minden mas esetben a rang 4, azaz bazis.
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7. Feladat
Hogyan valtozik az

(1,0,2,—1); (=2,0,—1,1); (0,1,a,2); (1,-2,1,2)

vektorrendszer rangja az a paraméter fliggvényében? (Mely a
értékekre lesz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
generatorrendszer, bazis?)

Megoldas

@ a= —10 esetén a rang 3 — linearisan fiiggd, nem
generatorrendszer, nem bazis

@ a # —10 esetén a rang 4 — linedrisan fiiggetlen,
generatorrendszer, bazis




8. Feladat

Hogyan valtozik az

(1,0,2); (—2,-1,1); (0,a,2); (—2,1,a)

vektorrendszer rangja az a paraméter fliggvényében? (Mely a
értékekre lesz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
generatorrendszer, bazis?)

Megoldas

| A\

Minden a esetén a rang 3, azaz a vektorrendszer linearisan fliggd
generatorrendszer, és igy nem bazis.

\



9. Feladat

Mennyi a kovetkezé matrix rangja?

310 -2 1
323 -1 -1
213 -2 3

10. Feladat

Mennyi a kovetkezé matrix rangja?

| A\

1 -1 2 5 3

-3 2 -5 -13 —7
-1 1 -2 -5 -3
-2 2 -4 -10 -6

Megoldas
9. Feladat: 3; 10. Feladat: 2.
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