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Vektortér

Péeldak
© A valés egyiitthatés polinomok halmaza a rajuk vonatkozé
Osszeadassal és skalarral vett szorzas.

@ A val6s szamokbdl 4ll6 (m x n)-es méretii matrixok a tanult
Osszeadassal és skalarral vett szorzéassal.

© A legfeljebb n-edfoki valés egyiitthatéja polinomok a
megszokott Osszeadassal és szorzassal.

Q A sikon az origébdl kiindulé vektorok a szokasos

vektordsszeadassal és skalarral valé szorzassal.
@ A vektorok azonosithaték egy (a, b) szamparral, igy megtartva

az el6z6 miiveleteket, tetsz6leges szam n-esekre is vektorteret
kapunk: (R",+,).
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Vektortér

Definicio:
Egy (V,+,-) harmas struktarat vektortérnek nevezziik, ha
e V egy olyan halmaz,
@ amin értelmezve van egy " + " Osszeadas miivelet, azaz V
elemeit Gssze lehet adni,
@ és értelmezve van rajta egy " - " szorzas miivelet, azaz V
elemeit meg lehet szorozni tetsz6leges valés szammal,
@ tovabba a fenti miiveletekre teljesiilnek az alabbi
vektortéraxiomak:



Vektortér

Definicié (folytatas):

o

2]

o

o

o

Tetsz6leges u, v, w € V elemek esetén
u+ (v+w)=(u+v)+ w, vagyis az Gsszeadas asszociativ.

Tetsz6leges u, v € V elemek esetén u+ v = v + u, vagyis az
Osszeadas kommutativ.

Létezik (az) additiv egységelem (zéruselem), azaz létezik olyan
0 € V elem, hogy tetszéleges u € V esetén 0+ v =uv+0 = u.

V minden elemének létezik additiv inverze, azaz minden v € V
esetén létezik egy V-beli —u elem gy, hogy u + (—u) = 0.
Tetsz6leges u € V elemesetén 1 -u=u-1=u.

Tetsz6leges ¢, d € R valds szamokra és tetszéleges u € V
elemre teljesiil, hogy (cd) - u=c - (d - u).

Tetszbleges ¢, d € R valds szamokra és tetszbleges u € V
elemre teljesiil, hogy (c+d)-u=c-u+d-u.

Tetsz6leges ¢ € R val6s szamra és tetszéleges u, v € V
elemekre teljesiil, hogy c- (v +v)=c-u+c-v.
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Péeldak
© A valés egyiitthatés polinomok halmaza a rajuk vonatkozé
Osszeadassal és skalarral vett szorzas.

@ A val6s szamokbdl 4ll6 (m x n)-es méretii matrixok a tanult
Osszeadassal és skalarral vett szorzéassal.

© A legfeljebb n-edfoki valés egyiitthatéja polinomok a
megszokott Osszeadassal és szorzassal.

Q A sikon az origébdl kiindulé vektorok a szokasos

vektordsszeadassal és skalarral valé szorzassal.
@ A vektorok azonosithaték egy (a, b) szamparral, igy megtartva

az el6z6 miiveleteket, tetsz6leges szam n-esekre is vektorteret
kapunk: (R",+,).
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Vektortér

1. feladat

Déntsiik el, hogy az alabbi halmaz, a megadott Gsszeadasra és
skalarral valé szorzasra nézve vektorteret alkot-e!

R?, ahol (a, b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d) és u(a, b) = (ua, b)

Megoldas

Nem, mert a 7. axiéma nem teljesiil.
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Vektortér

Egy vektortér megadasahoz nem elég egy halmazt megadni,
pontosan definialni kell a két miiveletet is gy, hogy teljesiiljon a 8
axiéma.
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Vektorterek = Altér

A V vektortér egy nemiires U részhalmazat altérnek nevezziik, ha
U is vektortér.

Tétel / ekvivalens definicié

| \

A V vektortér egy nemiires U részhalmaza pontosan akkor altér, ha
zart a V-beli sszeadasra és skalarral valé szorzasra nézve.

Tétel / Példa

Egy n-valtozés homogén egyenletrendszer megoldasai alteret
alkotnak az R” vektortérben.
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Vektorterek = Altér

Altér

2. feladat

Igazak-e a kdvetkez8k?
@ A sik (mint vektortér) egyenesei alteret alkotnak.

@ A sik (mint vektortér) origén atmend egyenesei alteret
alkotnak.

o Minden V vektortérnek altere a V vektortér.
@ Minden V vektortérnek altere a {0} vektortér.

e Az U=A{(x1,x2,x3): x1 —x2+x3=1, x1 + x0 + x3 = 0}
altér R3-ban.

o Az U= {(x1,x,x3): x1 +2x; — x3 = 0} altér R3-ban.
o Az U= {(x1,x,x3): x1 = 0vagy xo = 0} altér R%-ben.

Megoldas

Nem, igen, igen, igen, nem, igen, nem.
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Linearis kombinacié

Definicié

Legyen V egy vektortér, vi, vo, ..., v, pedig n darab vektor V-bél.
Legyenek tovabba ci, ¢y, .. ., ¢, tetsz8leges valds szamok. Ekkor a

v=cvi+...+cvp

vektort a vy, vy, ..., v, vektorok ci, ¢, ..., c, szamokkal vett
linedris kombinaciéjanak nevezziik.

Definicié

Legyen V egy vektortér, vi, va, ..., v, pedig n darab vektor V-bél.
Ekkor a

[vi,...,va]={avi+...+cavn:c,...cn R}

halmaz alteret alkot V-ben, és ezt a halmazt a vi,vs,..., v,
vektorrendszer altal generalt altérnek nevezziik.




Vektorterek Lineéris kombinacié

Generalt altér

3. feladat

Az (1,2,1) vektor eleme-e az

[(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)]

altérnek?

4. feladat

Az (1,2,1) vektor eleme-e az

[(1,1,1), (1,0,-1), (2,1,0)]

altérnek?

Megoldas

Igen, nem.
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Generalt altér

5. feladat
Adjuk meg az

U=1[(1,1,0), (1,0,2)]

alteret egyenletrendszerrel!

Megoldas

U={(x1,x2,x3): —2x1 +2x0 + x3 = 0}

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (4. gyakorlat)



Vektorterek Lineéris kombinacié

Generatorrendszer

Definicié

Legyen V egy vektortér, U egy altere V-nek, v, vo,..., v, pedig n
darab vektor V-bél. Ekkor a vy, vo, ..., v, vektorrendszert az U
altér generatorrendszerének nevezziik, ha [vi, vz, ..., vy = U.

6. feladat

Az R*-nek generatorrendszere-e az

(1,0,1,-1), (2,1,1,0), (—1,1,-1,1)

vektorrendszer?

Megoldas

(Trivialis, hogy) nem.
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Ismétlés
Paraméteres egyenletrendszer

3.9. Feladat (szorgalmi)

Oldjuk meg (az a paraméter fiiggvényében) az alabbi linearis
egyenletrendszert.

x1—2x%+x3 = 1
x1—X+x3 = 3
X1—2X2+(32—8)X3 = a+4
Megoldas
nincs mo., haa =3,
(5—X3,2,X3),X3€R, haa= —3,

(5—31—3,2,%), haa¢ {3,-3).
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