5. Feladatsor - Liniearis fiiggetlenség, bazis, koordinatasor

Ajanlott gyakorlo feladatok:
e Megyesi Laszlo: Linearis algebra feladatok, III. fej. 1,2, 3.
Ajanlott nehezebb feladatok:
o Megyesi Laszlo: Linearis algebra feladatok, III. fej. 4,5. IV. fej. 1,2, 3.

5.1. Feladat. Dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-e az
alabbi vektorok a V' vektortérben.

()V=R3,(01)(111)(0)

(b) V:Rgv (1 2 1) ( ’ _1 1)v( ) )7

(C) V:Rsv (13 727 4)7(27 a )7( ) 5 5)

(d) V=R*% (1, =2, 3, 4),(0, =3, 1, 2),(2 —4, 5, 9);

(e) V=R, (1,-2,0,3,1),(0,0,2,4,—2),(3,0,0,-3,—3), (=1, —1,2,4,1).

5.2. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat.
(a) (1,0,1,1),(~1,1,0,1),(0,0,0,0), (0,1,1,2);
(b) (1727170) (1717 17 1) ( 27 170)7
(C) (1717070)7( ) 7 171)7(17 17273)

5.3. Feladat. Dontsiik el a V' vektortér adott vektorrendszerérél, hogy bazisa-e,
generatorrendszere-e V-nek.

( ) V= Rg ( ) ( ,1,1)7( 2)7(17_271)3
(b) V =R3, 1—10),(,1,1),(,—3—1)

() V=R3 (1,2,-1),(-1,1,1),(1,2,0);

(d) V= R4 (1,-1,1,1),(0,1,2,1),(1,1,1,0), (-1,2,1,1).

5.4. Feladat. Adjuk meg a v vektor koordinatasorat a megadott bazisban.
(a) v=(1, —1 , 1), bazis: (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0);
(b) v=(1,-1,1), bazis: (1,-1,2),(0,0,1),(1,2,3);
(c) v=1(1,2, 1) bazis: (-1,2,1),(1,2,3),(-1,1,1);
( ) (15 27 17 2) bazis: (_17 1a la 0)7 (17 2a 1; _1) (17 17 17 1) ( 17 _la _27 _2)
5.5. Feladat. Hatarozzuk meg R* kovetkezs altereinek dimenziojat és egy bazisat.

(a) U=1[(0,1,2,4),(2,-1,2,2),(1,—-1,1,2)];
(b) U= [(]w 2; 4’ 1)7 (72’ 747 75, 73)3 (717 *Qa 777 O)a (17 27 *23 3)]7
(c) U=1(1,-1,1,2),(-1,2,1,2),(1,0,1,0),(1,1,3,4)].

5.6. Feladat. Legyen V 10 dimenzios vektortér, U; 8 dimenzios, Us 9 dimenzios
altér V-ben. Hany dimenzioés lehet az Uy N Us altér?

Szorgalmi feladatok
5.7. Feladat. Mit tudunk mondani a kévetkezs vektorrendszerrdl linearis fiiggetlen-
ség szempontjabol az x paraméter fliggvényében?

(1,-1,2,1),(-1,0,1,1), (z,—1,3,2)
1



5.8. Feladat. Adjuk meg, mikor lesz linearisan fiiggd, illetve fiiggetlen a kévetkezd
vektorrendszer az x valés paraméter fiiggvényében.

(1a _17 27 1)’ (25 —1,33 + 3,$), (la O,Z' + 1a 2r — 2)

5.9. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy valés vektortérben a vq,..., v, vektoroknak
csak véges sok linearis kombinacidja allitja el a nullvektort. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy a vektorrendszer linearisan fiiggetlen?

5.10. Feladat. Legyen vy, vs, ..., v; olyan vektorrendszer, amelyben pontosan egy
olyan vektor van, amely elGall a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként. Igazolja,
hogy ez a vektor a nullvektor.

5.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy v1, v2, v3 egyike sem a nullvektor. Mit allithatunk
v1 és vz viszonyarol linearis fiiggdség, illetve fliggetlenség szempontjabol, ha

(a) w1, v9 linearis fuggs, ve, vs linearisan fiiggs,

(b) v1, vy linedrisan fiiggetlen, vq, v linearisan fiiggs,

(¢) v1, vy lineérisan fliggetlen, vq, v3 linedrisan fiiggetlen?
5.12. Feladat. A vy, vs,v3,v4 vektorrendszerrdl a kévetkezdSket tudjuk: a vy, ve, v3

részrendszer linearisan fiiggetlen, de az Gsszes t6bbi haromtag részrendszer linearisan
fliggs. Meghatarozza-e ez egyértelmien a vy vektort?

5.13. Feladat. Hatarozzuk meg az x paraméter értékét tugy, hogy a kovetkezs
vektorrendszer rangja a legkisebb legyen.
(3a 27 6)7 (_la 2) 1)7 (2a Z, 7)
5.14. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszer rangjat az = paraméter
fliggvényében.
(17 _15 27 1)7 (1a 07 37 0)7 (25 _17 T+ 47 33'2 — 3 + 3)? (_17 47 Z,T — 6)
5.15. Feladat. Az x paraméter fliggvényében vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezs
vektorrendszer generatorrendszere-e az R® vektortérnek.
(15 _17 .’13), (x7 07 1)’ (17 17 _2)

5.16. Feladat. Adjuk meg az x paraméter értékét ugy, hogy az adott vektorrend-
szer NE legyen béazisa az R* vektortérnek:

(a) (1,-1,0,1),(1,1,1,0),(-1,2,2,1);

(b) (-1,1,0,1), (=, 1,2,1),(1,2,-1,2),(1,0,1,0).
5.17. Feladat. Adjunk meg bazist R%° alabbi altereiben, és hatarozzuk meg a
dimezi6jukat.

(a) U1 = {((ﬁl,...,mloo)i T =3 ="--+=T99 :0},

(b) Uz ={(21,.--,2100): T1+ T2+ -+ 250 =51 +T52 + -+ T100} -
5.18. Feladat. Legyenek a v vektor koordinatai a vy, . .., v, bazisban: (1 asy ...ap).
Igazoljuk, hogy ekkor a v, vs, ..., v, vektorrendszer is bézis, és adjuk meg benne a

vy vektor koordinétait.

5.19. Feladat. Legyen vy, ..., v, bazisa egy V vektortérnek. Adjunk meg olyan v
vektort, melyre a v1 + v,...,v, + v vektorrendszer nem bézis. Milyen v vektorok
esetén lesz a v1 +v,..., v, + v vektorrendszer bazis?

5.20. Feladat. Dontstlik el, hogy meg lehet-e adni egy 99-dimenziés vektortérben
két 50-dimenzios alteret ugy, hogy csak a nullvektor a k6zos elemiik?



