Linearis algebra gyak.
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1. (6 pont) Szamolja ki az alabbiakat!
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(1) : Kinulldzom a 2. sort, azaz hozzdadom a 2. oszlop (—2)-szeresét a 3. oszlophoz.
(2) : Kifejtem a determinanst a 2. sora szerint.
(3) : Kinulldzom az 1. oszlopot, azaz hozzdadom a 3. sor (—4)-szeresét az 1. és 2. sorhoz.
(4) : Kifejtem a determinéanst az 1. oszlopa szerint.
(5) : A 2 X 2-es determinans definicioja alapjan kiszamitom a determinans értékét.
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2. (6 pont) Oldja meg a kiovetkezs egyenletrendszert!
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Megoldas:
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(6) : Kinullazom az 1.oszlopban 1év§ 1-es alatti elemeket, azaz

hozzdadom az 1. sor 2-szeresét a 2. sorhoz,
hozzédadom az 1. sort a 3. sorhoz,

hozzéadom az 1. sor (—3)-szorosat a 4. sorhoz.

(7) : Kinullazom a 2.oszlopban 1év6 1-es alatti elemeket, azaz

hozzédadom a 2. sor (—1)-szeresét a 3. sorhoz,

hozzdadom a 2. sor (—2)-szeresét a 4. sorhoz.

(8) : Kinullazom a 3.oszlopban 1év§ 1-es alatti elemet, azaz

hozzdadom a 3. sort a 4. sorhoz.

Az egyenletnek nincs megoldasa, mivel az utols6 sor ellentmondé.

. (7 pont) Dontse el a kovetkezd vektorrendszerekrdl, hogy linearisan fiiggetlenek-e, gene-
ratorrendszerek-e, bazisok-e! (Természetesen a megfelels R™ vektortérben vizsgalja a vek-
torrendszereket!)

(a)
(b)
(c)

(1,-3,0),(1,1,-2)
(2,-1,3),(0,2,9), (—4,0, —15)
(1,2,3,4), (-1, -1,-2,1),(2,3,6,0),(2,5,9,8)

Megoldas:

(a)

Gausseliminaci6 nélkiil is latszik, hogy a rang 2, mivel egyik sem a méasik valamilyen
konstansszorosa.
Linearisan fiiggetlen, mivel a rangja annyi, ahany vektorbol &ll a vektorrendszer.
Nem generatorrendszer, mert a rang kisebb mint 3.
Ezekb6l mar kovetkezik, hogy nem is bazis.
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(9) : Kinullazom az 1.oszlopban 1év$ 2-es alatti elemeket, azaz hozzdadom az 1. sor
2-szeresét a 3. sorhoz.
(10) : Kinullazom a 2.oszlopban 16v6 2-es alatti elemet, azaz hozzdadom a 2. sort a
3. sorhoz.



A Gauss-eliminéaciobol latszik, hogy rang 2.

Linearisan fiiggs, mivel kisebb a rangja mint, ahany vektorbol all a vektorrendszer.
Nem generatorrendszer, mert a rang kisebb mint 3.

Ezekbd6l mar kovetkezik, hogy nem is bazis.
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(11) : Kinulldzom az 1l.oszlopban 1év§ 1-es alatti elemeket, azaz

e hozzdadom az 1. sort a 2. sorhoz,
e hozzdadom az 1. sor (—2)-szeresét a 3. sorhoz,
e hozzdadom az 1. sor (—2)-szeresét a 4. sorhoz.

(12) : Kinullazom a 2.0szlopban 1év§ 1-es alatti elemeket, azaz
e hozzdadom a 2. sort a 3. sorhoz,
e hozzdadom a 2. sor (—1)-szeresét a 4. sorhoz.

(13) : Kinull4zom a 3.oszlopban 1év 1-es alatti elemet, azaz
e hozzdadom a 3. sor (—2)-szeresét a 4. sorhoz.

A Gauss-eliminéaciobol latszik, hogy rang 4.

Linearisan fiiggetlen, mivel a rangja annyi, ahany vektorbol &ll a vektorrendszer.
Generatorrendszer, mert a rang kisebb pontosan 4.

Ezekbd6l mar kovetkezik, hogy bazis.

4. (7 pont) Oldja meg a kovetkez$ egyenletrendszert az a paraméter fiiggvényében! (Hany
megoldas van? Mik a megoldasok?)

T+ T9 + 2I3 = -2
201+ 310+ 33 = 1
21‘1 + ?)ZEQ + (Cl2 + 2)1’3 = Q

Megoldas:
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(14) : Kinullazom az 1.oszlopban 1év6 1-es alatti elemeket, azaz hozzaadom az 1. sor (—2)-
szeresét a 2. és a 3. sorhoz.

(15) : Kinullaizom a 2.oszlopban 1év6 1-es alatti elemet, azaz hozzdadom a 2. sor (—1)-

szeresét a 3. sorhoz.

e Haa?—1=(a—1)(a+1)=0és a—1#0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.
Ez csak akkor teljesiilhet, ha a = —1.



e Haa?—1=(a—1)(a+1) = 0ésa—1 =0, akkor végtelen sok megoldas van. Ez csak
akkor teljesiilhet, ha a = 1. Ebben az esetben a végtelen sok megoldéas a kévetkez6:

T3 € R,
To = 5+ZL’3,
ry = —2—21’3—1’2:—2—2I3—5—$3:—7—3I3.

e Haa # —1ésa # 1, akkor egyetlen megoldas van (minden rogzitett a-ra). Az Gauss-
eliminécié soran kapott utolsé sort ekkor leoszthatjuk (a — 1)-gyel, és az egyenletek
visszafejtése utan megkapjuk a megoldast:
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5. (7 pont) Adja meg a vy, v, v3, vy vektorrendszer rangjat (az a paramétertdl fiiggéen), ha

v = (1,-1,2,0), vy = (2,—1,7,-2),
vy =(—3,4,-3,a—3), wvy=(-1,0,-5,3a+2)!

A paramétertdl fiiggden vizsgélja meg, hogy a vy, vo, v3, v4 vektorrendszer linearisan fiig-
getlen-e / generdtorrendszer-e / bazis-e (az R* vektortérben)!

Megoldas:

1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 =12 0
2 -1 7 -2 (16) 0 1 3 —2 (17) 0o 1 3 =2
-3 4 -3 a-3 0 1 3 a-3 0 0 0 a—1
-1 0 =5 3a+2 0 -1 =3 3a+2 0 0 0 3a

1 =12 0 1 -1 2 0

(18) 0 1 3 =2 (19) 0 1 3 -2

0 0 0 a-—1 0 0 0 -1

0 0 0 a 0 0 0 a

(16) : Kinullazom az 1.oszlopban 1évS 1-es alatti elemeket, azaz

e hozzédadom az 1. sor (—2)-szeresét a 2. sorhoz,
e hozzdadom az 1. sor 3-szoroséit a 3. sorhoz,

e hozzdadom az 1. sort a 4. sorhoz.
(17) : Kinulldzom a 2.0szlopban 1év§ 1-es alatti elemeket, azaz

e hozzédadom a 2. sor (—1)-szeresét a 3. sorhoz,

e hozzidadom a 2. sort a 3. sorhoz.

(18) : Elosztom az utols6 sort 3-mal.
(19) : Hozzdadom a 4. sort a 3. sorhoz.

Ebbdl mar latszik, hogy mindegy, hogy a-nak milyen értéket adunk, vagy csupa-nulla lesz
az utolso sor, és akkor elhagyhatom, vagy pedig a felette 1év6 1-essel ki tudom nullazni.
gy a rang fiiggetlen az a paramétertsl, mindig 3. Igy a vektorrendszer minden a esetén
linedrisan fiiggs, nem generdtorrendszer és nem bézis.



6. (7 pont) Legyen az U egy altere a V' vektortérnek. Legyen u, v, w harom olyan vektor a
V' vektortérbdél, melyekre igaz, hogy

u—v—w, 2u+vel, ug¢l.

Mit tud mondani a v és a 4u + 5v + 2w vektorokrol? Benne vannak-e az U altérben?
Megoldas:
e Tudjuk, hogy u ¢ U.
Tegyiik fel, hogy v € U. Ekkor —v is benne van az U altérben, mivel egy altér zart
a szorzasra. Egy altér zart az Osszeadasra is, igy (—v) + (2u+v) € U, azaz 2u € U.

Viszont ebbdl az kovetkezne, hogy u € U, amirsl tudjuk, hogy nem igaz. Igy az
alapfeltevésiink is hamis, tehat v ¢ U.

e Ha egy vektor el6all zy (u — v — w) + x5 (2u + v) alakban, akkor benne van az U
altérben, mivel az zart az osszeadasra és a szorzasra. lgy meg kell oldanunk az

1 (u—v—w)+ 22 (2u+v) =4u+ 50+ 2w
egyenletet, vagyis felbontva a zarojelet:
(1 4 2z2) u+ (—x1 + 22) v + (—21) w = 4u + 5v + 2w.
Ezt atirva a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

Ty +2x9 =
—I +x9 =

Ennek pontosan egy megoldasa van (nekiink elég, hogy egyaltalan van): z; = —2 és
xo = 3. Tehat a 4du+5v+2w vektor elGall két U-beli vektor linearis kombinaciojaként,
tehat benne van az U altérben.




