4. GYAKORLAT

Vektortér, altér, generélas.

1. Vektortér

1. Definicié. Egy (V,+, ) harmas struktarat vektortérnek nevezziik, ha
e U egy olyan halmaz,

e amin értelmezve van egy ” + 7 Osszeadds, azaz elemeit Gssze lehet adni,

b

e és értelmezve van rajta egy 7 -
szammal,

szorzas mivelet, azaz V elemeit meg lehet szorozni tetszéleges valos

e tovabba ezek a miiveletek teljesitik az alabbi 8 tulajdonsagot:

1. Tetszoleges u, v, w € V elemek esetén u + (v + w) = (u + v) + w, vagyis az Gsszeadas asszociativ.
2. Tetszéleges u,v € V elemek esetén v + v = v + u, vagyis az Osszeadds kommutativ.

3. Létezik (az) additiv egységelem (zéruselem), azaz létezik olyan 0 € V elem, hogy tetszéleges u € V
esetén O+u=u+0=u.

4. V minden elemének létezik additiv inverze, azaz minden u € V esetén létezik egy V-beli —u elem

ugy, hogy u + (—u) = 0.

Tetsz6leges u € V elem esetén 1-u=u-1 = u.

Tetszbleges ¢, d € R valds szamokra és tetszoleges u € V elemre teljesiil, hogy (ed) - u=c¢- (d - u).

Tetszoleges ¢, d € R valos szamokra és tetszoleges u € V elemre teljesiil, hogy (¢c+d)-u=c-u+d-u.
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Tetszoleges ¢ € R valos szamra és tetszoleges u,v € V elemekre teljesiil, hogy ¢- (u4+v) =c-u+c-v.

2. Eszrevétel. Egy vetortér megadasahoz nem elég egy halmazt megadni, pontosan definialni kell a két miiveletet
is igy, hogy teljesiiljon a 8 axiéma.

3. Példa. Példak vektorterekre.

1. A sikon az origobél kiindulé vektorok a szokasos vektordsszeadassalm és skaldrral valo szorzéssal vektor-
teret alkot.

2. Az el6z6 példaban a vektorok tudjuk, hogy azonosithatok egy (a,b) szdmparral, igy megtartva a fenti
miiveleteket, tetsz6leges szam n-esekre is vektorteret kapunk, a vektortér ekkor: (R™, +,-).

3. Ha n =1, akkor a valés szamok halmazat kapjuk, ez is vektortér, az ismert Gsszeadassal, és szorzassal.

4. A valoés szamokbol allo (m x n)-es méretdi matrixok, a matrixoknal megtanult Gsszeadéssal és skalaris
szorzassal vektorteret alkot.

5. A valos egyiitthatos polinomok a rajuk vonatkozo Osszeadéassal és skalaris szorzassal vektorteret alkot.
6. ...
4. Tétel (A vektortéraxiomak kozvetlen kovetkezmeényei).
1. AV vektortér zéruseleme egyértelmd.
2. AV wvektortér barmely elemének egyetlen additiv inverze van.
3. AV wvektortér barmely v elemére Ov = 0.
4. Bdrmely c valds szdm esetén c-0 = 0.
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. Ha c valds szam, v pedig a V vektortér egy eleme, akkor c¢-v = 0 pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = 0, vagy

v =0.
6. AV wvektortér minden v elemére teljesiil, hogy (—1) - v = —wv.
7. AV wvektortér minden v elemére, és tetszéleges c valds szamra teljesiil, hogy (—c) - v = —cv.



1.1. Altér

5. Definicié. A V vektortér egy nemiires U részhalmazat altérnek nevezziik, ha U is vektortér, azaz U zart a
V-t6l 6rokolt osszeadasra és szorzasra nézve.

6. Példa. Példak alterekre.
1. Béarmely V vektortér esetén a {0} és a V altere V-nek.

2. Ha a V vektortér a sikbeli origdébdl indulé helyvektorok tere, akkor tetszéleges, az origéra dtmend egyenesre
es6 origobol indulé vektorok alteret alkotnak V-ben.

1.2. Generalas

7. Definicié. Legyen V egy vektortér, v, vs, ..., v, pedig n darab vektor V-bél. Legyenek tovabbé ¢, ca, ..., ¢,
tetszéleges valds szamok. Ekkor a

n
vV=cCcv1 +...+cpu, = g CiV;
i=1

vektort a vy, vs, ..., v, vektorok ci,co, ..., c, szamokkal vett linearis kombinaciéjanak nevezziik.

8. Definicié. Legyen V egy vektortér, vy, vs, ..., v, pedig n darab vektor V-bél. Ekkor a

[vl,...,vn]:{clvl—&—...—l—cnvn:ch...cnER}:{chi:cieR}

i=1

halmaz alteret alkot V-ben, és ezt a halmazt a vy, vs, ..., v, vektorrendszer altal generalt altérnek nevezziik, és
[v1,v2, ..., v,]-vel jeloljik.

9. Definicié. Legyen V egy vektortér, U egy altere V-nek, vy, ve, ..., v, pedig n darab vektor V-bdl. Ekkor a
U1, V2, ..., v, vektorrendszert az U altér generatorrendszerének nevezzik, ha [vy, v, ..., v,] = U.



