1. GYAKORLAT

Matrixok, méatrixmiiveletek.

1. Matrixok

1. Definicié. Az M matrix egy valos szamokbol allo tablazat, m darab sorral és n darab oszloppal. Az ilyen
paraméterekkel rendelkez6 matrixot M, xn-nel jeloljikk. Az M métrix i-edik sordnak j-edik elemét m;;-vel
jeloljiik.

2. Példa. Legyen M az aldbbi méatrix:

-2 0 V2 075
M3><4: m % 0 1
6 -72 91 5

Ekkor példaul mq5 = v/2.

1.1. Nevezetes matrixok

3. Definicié. Az (n x n)-es egységmatrix olyan métrix, amelynek a f6atloja 1-eket tartalmaz, a tobbi eleme,
pedig nulla:

1 0 ... 0

0 1 0
In:En:]ln:

00 ... 1

4. Definicié. Az (n x n)-es nullmatrix olyan matrix, amely csak nulla elemeket tartalmaz:

0 0 0
0 0 0
0 0 0

2. Matrixmiiveletek

5. Definici6. Legyen A és B két valos szamokbol 4116 (m x n)-es matrix. Ekkor A+ B és ¢- A egy-egy (m X n)-es
matrix, és tetszéleges elemiik a kovetkezSképpen szamithato ki:

(A+ B);; = (aij +bij) és (c-A);; = (cay;)  (c€R),

azaz
aiy a2 ... Qip bir bz ... bin a1 +bi1 app+biz ... apy+bin
az az ... ap bor  baa ... bop ao1 +ba1  asa+ba ... a2, +bop
+ = . . .
Am1 Am?2 R ¢ ) bml bm2 e bmn Am1 + bml Am?2 + bm2 N ¢ ) + bmn
és
aiq ai12 . A1n cany ca12 e CA1n
a1 a22 . agn cag1 ca92 N Cagn
C:- =
Aml1 Am2 ... Qmn Cm1 CAm2 ... CAmn

6. Eszrevétel. Csak azonos méretd matrixokat lehet 6sszeadni.



1 0 -3 2 -6 -1

7.Példa. A= -5 9 2 |, B=|-3 1 7
-1 -3 8 2 2 9

3 -6 —4 -4 12 2

A+B=| -8 10 9 |, (-2)-B=| 6 -2 -14

1 -1 17 —4 -4 -18

8. Definicié. Legyen A,,x, €8 Bpxr két valés szamokbol allé matrix. Ekkor A - B egy (m X k)-as méatrix,
melynek egy tetszéleges eleme a kdvetkezGképpen szamithato ki:

ABij = <Z ailblj) .
=1

Az A matrix 4. sorvektoranak és a B maétrix j. oszlopvektoranak belss szorzata adja meg a szorzatmaétrix i-edik
sordnak j-edik elemét:

ABij = ((@i1, @iz, - - ., Qin), (b1, 025, - ., bnj)) = @i1bij + aiobaj + ... + ainbn;.

9. Eszrevétel. Két méatrix csak akkor szorozhaté Ossze, ha az els§ méatrix oszlopainak szadma megyegyezik a
mésodik méatrix sorainak szamaéval.

10. Eszrevétel. AB altalaban nem egyezik meg BA-val, s6t még lehet, hogy a méretiik miatt nincs is értelmezve.
11. Tétel. Legyen A egy tetszdleges valds szamokbol dllé (n x n)-es mdtrix. Ekkor
o [, A=AIl, = A és
e O,A= A0, =0,.
12. Példa. A = ( 2 =35 ),B: g :;
1 0 8 3 0
Az AB métrix (2 x 2)-es méreti lesz. A példabeli métrixokbol AB megkaphato6 az alabbi modon:

AB — (1. sor, 1. oszlop) (1. sor,2. oszlop) \ ((2,-3,5),(6,2,-3)) ((2,-3,5),(—1,—2,0))
o ( (2. sor, 1. oszlop) (2. sor, 2. oszlop) ) o ( ((1,0,8),(6,2,-3)) ((1,0,8),(-1,-2,0)) )

[ 12-6-15 —246+0) [ -9 4
-\ 6+0-24 —140+0 )"\ —18 -1

4 -2 3
13. Példa. A = 79 4 = 8 3
1 5 7 9
5,4,-2),(-1,0,-5)) ((5,4,-2),(-2,8,7)) ((5,4,—2),(3,3,9))
AB = (( 9,4, 6) ( 1,0, 5)> (( 9,4,6) ( 2,8,7)) ((—9,4,6),(3,3,9))
<(371v ),( L0, 5)> <(371v ))( 2’8a7)> <(3517_2)v(3>379)>
-5+0+10 —-10+32-14 15+12-18 5) 8 9
= 94+0—-30 184+32+42 27412454 = —21 92 39
—-34+0+10 —-6+8—-14 94+3-18 7 —-12 —6

14. Definicié. Legyen A egy valos szamokbol 4116 (m x n)-es matrix. Ekkor AT egy (n x m)-es méatrix, melynek
egy tetszGleges eleme a kovetkezSképpen szamithato ki:

(A7) i = Aji.
Ez azt jelenti, hogy a méatrix sorait felcseréljiik az oszlopaival.
) 5 4 _9 -2 3 a b ¢
15. Példa. A = 3 1 _9 , B= 8 3 ],C=|d e f
7 9 g h i
5 3 a d g
AT = 4 1 ,BT:(_;gg),CT: b e h
-2 =2 c f i

2.1. Miiveleti tulajdonsagok

16. Tétel. Mdveletek tulajdonsdgas.
Legyenek A, B, C valds szamokbdl dllo mdtrizok, és c,d € R skaldrok. Ekkor



A+ B = B+ A (kommutativitas) e ¢c(A+B)=cA+cB

e (A+ B)+C = A+ (B+ C) (asszociativitas) e ¢(AB) = (cA)B
e A(BC) = (AB)C (asszociativitas) o (4 )
o A(B+C)= AB+ AC (disztributivitas balrol) o (AB)T = BT AT

(
(A+ B)C = AC + BC (disztributivitas jobbrol) o (A+B)T =AT + BT
(cA)T = (A7)

17. Eszrevétel. Természetesen az ” = azt jelenti, hogy ha az egyik oldala értelmezve van, akkor a masik oldala
is értelmezve van, és a két oldal ugyanazt az eredményt adja.

(c+d)A=cA+dA

2.2. Hatvanyozas

18. Definicié. Legyen A egy valos szamokbol all6 (m x m)-es (négyzetes) matrix. Ekkor A™ egy (m x m)-es
métrix, mely a kévetkezSképpen szamithato ki:

A" = A-A-... A
—_—
(n-szer)

19. Tétel. Hatvdnyozds azonossdgai.
Legyen A = (asj),, ..., €9y valos szimokbdl dllé (m x m)-es (négyzetes) mdtriz. Ekkor

o Ak AL= ARH g
o (AF)' = AR

3. Blokkositas

20. Definicié. Ha egy méatrixot tobb kisebb részmatrixra (blokkra) bontunk fiiggéleges és vizszintes vonalakkal,
akkor a matrix blokkositasarol beszéliink.

ailp a2 aiz aiga ais

21. Példa. Ha A= | %21 @22 Q23 (20 35 , akkor ennek kiilénb6z6 blokkositasai példaul
az1 asz2 0azz a34 Aa3s

a41 Q42 (43 Q44 A45

ajlp aiz | a3 aiq4 ais a1 ‘ a2 ais ‘ ai4 ais
a a a a a , a a a a a
B, = 21 22 23 24 25 és By = 21 22 23 24 25
agy az2 | az3 Az4  A35 asy | Gz2 (33 | A34 G35
A41 Q42 | @43 Q44 Q45 A41 | 42 Q43 | Q44 Q45




