5. GYAKORLAT

Lineéaris fiiggetlenség. Rang. Bazis.

Emlékeztets

1. Definicié. Legyen V egy vektortér, vy, vs, ..., v, pedig n darab vektor V-bél. Legyenek tovabba
c1,C2, ..., Cp tetszbleges valos szamok. Ekkor a

n

V=C01 + ...+ Crv, = E CiV;
i=1

R

vektort a vy, vs, ..., v, vektorok ci,co, ..., c, szdmokkal vett linedris kombinécidjanak nevezziik.

2. Definicié. Legyen V egy vektortér, vy, vs,...,v, pedig n darab vektor V-bél. Ekkor a

n
[v1,...,vn] = {c1v1 + ...+ cpvp i cr,...cn ER} = {Zcmi:cieR}
i=1

halmaz alteret alkot V-ben, és ezt a halmazt a vy, vs,...,v, vektorrendszer &ltal generalt altérnek

nevezzik, és [vy,ve, ..., v,]-vel jeloljik.

3. Definicid. Legyen V egy vektortér, U egy altere V-nek, vy, vs, ..., v, pedig n darab vektor V-bdl.
Ekkor a vy, vs, ..., v, vektorrendszert az U altér generatorrendszerének nevezziik, ha [v1, va, ..., v,] =

U.

1. Linearis fiiggetlenség

4. Definicié. A vq,...,v, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a zérusvektor csak trivialis linearis kombina-
cioként allithato els, azaz barmely ¢y, ..., ¢, valész szamok esetén,
ha civ1 + ...+ cpv, =0, akkor ¢y = ... =¢, = 0.

5. Példa. Ha v, = (0,1,2) és v = (0, —3, —6), akkor a vy, vy vektorrendszer linearisan fiiggs, mert 1-vl+év2 =0
és 1 # 0 valamint % # 0.

6. Tétel (Altalanositott példak).
e Ha a vektorrendszer tartalmazza a 0-t, akkor linedrisan fiiggd.

e Ha a vektorrendszer eqyik vektora egy mdsik vektorrendszerbeli vektor skaldrszorosa, akkor a vektorrendszer
linedrisan fiiggd.

e Ha a vektorrendszer eqyik vektora elddll a tébbi vektor linedris kombindcidjaként, akkor a vektorrendszer
linedrisan fiiggd.

7. Tétel. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha az eqyik vektora elddll a tobbi vektordnak
linearis kombindcidjaként.

8. Tétel.
e Linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek bdrmely részrendszere linedrisan fiiggetlen.

e Ha eqy vektorrendszer valamelyik részrendszere linedrisan fliggd, akkor a vektorrendszer is linedrisan fiiggd.



1.1. Linearis fiiggetlenség determinanssal - kiegészités

9. Tétel (Cramer-szabaly (emlékeztets)). Ha egy szabdlyos egyenletrendszer egyiitthatéibsl dllé mdtrix deter-
mindnsa nem nulla, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.

10. Eszrevétel. Ha egy v1, ..., v, vektorrendszer vektorai n komponensbdl allnak, akkor az elgbbi tétel értelme-
ben a vy, ..., v, vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha a bel6liik alkotott determinéns értéke
nem nulla.

2. Rang

11. Definicié. Egy wvy,...v, vektorrendszer maximaélis linedrisan fiiggetlen részrendszerének nevezziik egy
részrendszerét, ha mar nem tudjuk tgy béviteni vektorrendszerbeli vektorokkal, hogy tovabbra is linearisan
fiiggetlen maradjon.

12. Definicié (Rang). Egy v1,...v, vektorrendszer rangja a legnagyobb maximaélis linearisan fiiggetlen rész-
rendszerének elemszamat, vagyis a rang az r egész szam, ha

1. kivalaszthat6 vy, ... v, kozil r darab vektor gy, hogy ezek lineérisan fiiggetlen vektorrrendszert alkossa-
nak, de

2. nem vélaszthato ki vy, ... v, koziil r + 1 darab vektor gy, hogy ezek linearisan fiiggetlen vektorrrendszert
alkossanak.

13. Eszrevétel. Egy n elemt vektorrendszer rangja legfeljebb n, és pontosan akkor n, ha az egész vektorrendszer
linearisan fiiggetlen.

14. Tétel.

o FEgy vektorrendszer mazimdlisan linedrisan figgetlen részrendszerének linedris kombindcidjaként elddll a
tobbi vektora.

e Ha egy vektorrendszer rangja v, akkor r darab linedrisan figgetlen vektort kivdlasztva a vektorrendszerbdl,
ezek linedris kombindcidjeként a vektorrendszer dsszes eleme megkaphato.

15. Tétel.

e Ha eqy vektorrendszert bévitiink eqy olyan vektorral, ami eldadll a vektorrendszer elemeinek linedris kom-
bindciojaként, akkor a vektorrendszert rangja nem vdltozik.

e Ha egy vektorrendszerbdl elhagyunk eqy olyan vektort, ami elddll a vektorrendszer tébbi elemének linedris
kombindcidjaként, akkor a vektorrendszert rangja nem vdltozik.

16. Tétel (Rang kiszamolasahoz hasznalhato tétel). Ha egy vektorrendszer valamelyik vektordhoz hozzdadjuk egy
mdasik vektoranak valamilyen konstansszorosdt, vagy valamelyik vektordt megszorozzuk eqy nemnulla konstanssal,
akkor a vektorrendszer rangja nem valtozik.

17. Eszrevétel. Ha egy k-elemii vektorrendszer rangja k, akkor a vektorrendszer linerisan fiiggetlen, egyébként
(azaz, ha kisebb, mint k, akkor) fiiggd.

18. Példa. Szamoljuk ki a (1,2,0,5),(3,0,—6,—1),(2,1,—3,2) vektorrendszer rangjat!
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A Gausseliminacié soran két sor maradt, tehat a vektorrendszer rangja 2. Ez azt jelenti, hogy legfeljebb két line-
arisan fliggetlen vektor vélaszthato ki a vektorrendszerbdl, példaul a megmaradt soroknak megfelel§ vektorok:
(1,2,0,5) és (3,0,—6,—1).

3. BAzis

19. Definici6. Egy vektortér linearisan fiiggetlen generatorrendszerét bazisnak nevezziik.

20. Eszrevétel. Egy vektortérnek nem feltétleniil egy bézisa van, st altalaban végtelen sok van.



