3. GYAKORLAT

Lineéaris egyenletrendszerek, Gauss-eliminécio.

1. Linearis egyenletrendszerek

1. Definici6é. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos alakja:

ai1r1 +axrs + ...+ ax, = b1
2121 + Q229 + ...+ aont, = bQ (1)
Am1X1 + 2o + ... + GnTy, = by
Az egyenletrendszer felirhat6 Az = b formaban is, ahol
aiq ai12 e A1n b1 T
a1 a22 e agn bg To
A= , b= , T=
Am1 Qm2 .- Qmn bm T,

Az A matrix az egyenletrendszer (egyiitthato)matrixa, az egyenletrendszer bévitett matrixa pedig

a;r a2 ... Qi | by
azi  aze ... a2 | by
(A1 2)= :
A1l Am?2 e Amn bm
2. Definicié. Az (1) egyenletrendszer megoldasanak neveziink egy (z1, zo, ..., z,) szdm n-est, ha azt az (1)-be

visszahelyettesitve minden egyenlGség teljesiil.

3. Definicié. Egyenletrendszer elemi atalakitésai [bovitett matrix elemi atalakitasai]:

[y

. Két egyenletet [sort| felcseréliink.

[\

. Egy egyenletet [sort] megszorzunk egy tetsz6leges nemnulla skalarral.

w

. Valamelyik egyenlethez [sorhoz] hozzdadjuk egy masik egyenlet [sor] skalarszorosat.

4. Ha az egyik egyenletben minden egyiitthato és a jobb oldali konstans is nulla, akkor az egyenletet elhagy-
juk. [A csupa nulla sort elhagyjuk.]

4. Definicié. Egy egyenletrendszer lépcsds alaki, ha a bévitett méatrixdnak
1. nincs csupa nulla sora;
2. minden soranak els6é nemnulla eleme 1;
3. minden sordnak els6 nemnulla eleme hatrabb van, mint a f6l6tte 4llo sor els6 nemnulla eleme.

5. Tétel (Gauss-eliminacio). Bdrmely nem azonosan nulla bévitett mdtrizi egyenletrendszer lépcsds alakra
hozhato elemi dtalakitasokkal, és ebbdl az egyenletrendszer megolddsa konnyen kiolvashato.

6. Példa. Oldjuk meg a kiovetkezs egyenletrendszert:

2 + 3y — 2z =1

-z + y - 2z = 1,
r - 2y + z = 2
2 + 2y — 3z = 4



2 3 2|1 1 -2 112 1 -2 12
-1 1 =21 || -1 1 =201 @0 -1 -13
1 -2 12 2 3 2|1 2 3 2|1
2 2 -3|4 2 2 -3|4 2 2 -3|4
1 -2 12 1 -2 1] 2 1 -2 1 ]2
JOR 0 -1 -1/ 3 @0 1 1]=3]®|0 1 1|3
0 7 —4|-3 0 7 —4|-3 0 0 —11]18
0 6 —5|0 0 6 5|0 0 0 —11]18
1 -2 1 ]2 L 9 1 |9
(6) 0 1 1 -3 (7)
= —=lo 1 1 |-=3
0 9 ~lis 0 0 —11|18
00 0 |0

(1) : 1. és 3. sor cseréje.

(2) : A 2. sorhoz hozzéadjuk az 1. sort.

(3) : A 3. sorhoz hozzéadjuk az 1. sor (-2)-szeresét. A 4. sorhoz hozzaadjuk az 1. sor (-2)-szeresét.
(4) : A 2. sort megszorozzuk (-1)-gyel.

(5) : A 3. sorhoz hozzdadjuk a 2. sor (-7)-szeresét. A 4. sorhoz hozzaadjuk a 2. sor (-6)-szorosat.
(6) : A 4. sorbol levonjuk a 3. sort.

(7) : Elhagyjuk a 4. sort.

Megoldas visszafejtése:

L —llz=18=2=-1%
2. y+z:—3:>y—%:—3:>y:—3+%:—%

3.a-2ytz=2—a-2(-8)+ (M) =2 o=24 8 B2
Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat.

7. Példa. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert:

z + 2y + 3z = 4
or + 6y + Tz = 8,
9z + 10y + 11z = 12°
1B3x + 14y + 16z = 16
1 2 3|4 1 2 3 4
5 6 718 ﬂ) 0 —4 -8 |-12
9 10 1112 0 -8 —-16|—24
13 14 15116 0 —12 —-241| -36
1 2 3|4
@ [0 1 23 @) (1 2 34)
01 2|3 01 2|3
01 2|3

1) : Az 1. sor (-5)-szorosét hozzaadom a 2. sorhoz. Az 1. sor (-9)-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz. Az 1. sor
-13)-szorosat hozzaadom a 4. sorhoz.

(
(
(2) : A 2. sort elosztom (-4)-gyel. A 3. sort elosztom (-8)-cal. A 4. sort elosztom (-12)-vel.
(3) : A 3. sorbdl kivonom a 2. sort. A 4. sorbdl kivonom a 2. sort. Mivel csupa nulla sorokat kapunk, el is hagyjuk
Megoldas visszafejtése:
l.y+22=3=y=3-2z2
2. 04+2y+3z2=4=—=1x=4—-32—-2y=4-32—-23-22)=4-32—-6+42=-2+2

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldasat, mivel a z ismeretlen szabad ismeretlen, azaz értéke
tetszblegesen megvalaszthato.

8. Definicié. Az (1) egyenletrendszer bévitett matrixanak lépcsds alakjaban a soronkénti els6 nem nulla elemek
oszlopainak megfelel§ valtozokat kotott valtozoknak nevezziik.



9. Definicié. Az (1) egyenletrendszer nem kotott valtozoit szabad valtozoknak nevezziik.

10. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

r 4+ y 4+ 2z = 3

dr + 4y 4+ 5z = 6 !

T + Ty + 8 = 10
1123\ (11 2]3
44506 | %00 -3 -6
7 7 8/10 00 —6|—11
(1123 o (11 2]3
G loo 1] 2 | oo 12
00 —6|—11 00 01

(1) : Az 1. sor (-4)-szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz. Az 1. sor (-7)-szeresét hozzdadjuk a 3. sorhoz.
(2) : A masodik sort elosztom (-3)-mal.

(3) : A 3. sorhoz hozzédadom a 2. sor 6-szorosat.

Megoldas visszafejtése:

1. 0 = 1 =Ellentmondas.
Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
11. Tétel. Bdrmely linedris egyenletrenszernek 0, 1 vagy végtelen sok megolddsa van.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megolddsa, ha a bévitett mdtrizdban van ellentmondé sor:

(O 0 ... O‘c),aholc;«éO.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok megolddsa, ha van szabad vdltozdja.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megolddsa, ha a bévitett mdtrizanak lépcsds alakjinak
ugyanannyi sora van, mint ahdny ismeretlen, azaz nincs szabad vdltozo.



