2. GYAKORLAT

Determinéns.

1. (Rekurziv) definicio

FONTOS: Determinédnsa csak négyzetes métrixoknak van!!!

1. Definici6. Egyetlen szambol all6 métrixok determinansa az a SZAM, amit a métrix tartalmaz. Azaz, ha
A= ( ai ) , akkor
det (A) = ‘A| = dai1-

2. Definicio. Egy (2 x 2)-es matrix determindnsanak kiszamitésara, maga a Sarrus-szabély a definicio:

(f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)

a b
d

= ad— be.

3. Definicié (Rekurzio). A pontos definicidhoz sziikségiink van néhany kiegészité definicidra.

4. Definici6. Ha egy méatrixbdl elhagyjuk az i. sorat és a j. oszlopat, akkor a megmaradt matrix determinansat
a megfelel§ sor-oszlop kombinédcidhoz tartozé aldetermindnsnak nevezziik, és M;;-vel jeldljiik.

bir b2 b3
5. Példa. Ha B = ba1  bas  bag |, akkor példaul
b3 b3z ba3

bii bz bis b b
Moy =det | boy  boy  bog —det( 12713
b3z b33

) = b12b33 — b13b32.
b31 bza  bas

6. Definici6é. Az A;; = (=1)"7 . M;; determindnst a megfelel§ sor-oszlop kombinaciéhoz tartozé adjungalt
aldeterminansnak nevezziik.

7. Példa. Az el6z6 példa alapjén A21 = — (b12b33 — b13b32) = —b12b33 + b13b32.

maétrix, ahol n > 1. Ekkor

bll b12 e bln
b21 b22 “ e b2n e n

det(B)=| . . . “eh D (b - Ayy),
bnl bn2 e bn’ﬂ

ahol A;; a megfelel§ adjungalt aldeterminéns.

8. Példa. Az 5. Példaban lathaté matrix determinansa a kovetkezd:

det(B) = b11Ai1 +bioAi2 + bi3Ais
_ pog| o2 by | b2 bas b | b2 D22
" bgy bss 2| by bss B by bao |

A kisebb determinansok méar egy el6z6 definicié szerint szamolhatok.

9. Eszrevétel. Attol lesz a definici6 rekurziv, hogy az (n x n)-es determinans kiszamitasat visszavezetjiik (leg-
feljebb) n darab ((n — 1) x (n — 1))-es determinans kiszamitasara.

10. Eszrevétel. A fenti rekurziot a determinéans elsG sora szerinti kifejtésének is nevezik.



2. Elemi Atalakitasok

Tétel. Determindnsokra vonatkozo alapvetd tulajdonsdgok.

1. A determindns tetszdleges sora szerint kifejthetd.
. A determindns megegyezik a transzpondltjdval.
. A determindns eldjelet vdlt, ha két sordt megcseréljik.

2
3
4. Ha a determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.
5. A determindns értéke nulla, ha van két azonos sora.

6

. Ha a determindns egy soraban minden elemet ugyanazzal a konstanssal megszorzunk, vagy elosztunk, akkor
a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik, vagy osztodik.

7. A determindns nulla, ha az eqyik sora eqy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

o

. A determindns értéke nem vdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk egy madsik sor konstans-
szorosdt.

9. Dualitdsi elv: az 1. — 8. dllitasokban a ,sor” sz6 kicserélheld az ,0szlop” szora.

2.1. Tervszerti kinullazas

Ennek a modszernek a lényege az, hogy a fenti 8. &llitas segitségével el tudjuk érni, hogy egy tetszdleges
sorban/oszlopban csak egyetlen nemnulla elem szerepeljen.

Ezzel a modszerrel gyorsan ki tudjuk szamitani a determinanst, mert megtudjuk névelni a determinansban
szerepld nulldk szamét.

11. Példa. Nézziik meg a moédszert egy példan.

3 2 4 3 2 4| |-20 10 0
2 5 1| Y6 7 0¥ 6 -7 o0
8 2 1 8 2 1 8 2 1
® 1-‘ _629 i(; @ (7). (—29) —6-10 = 143.

(1) : A 2. sorhoz hozzéadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 8. allitasat.
* (2)
3)

: Az 1. sorhoz hozzdadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 8. allitasat.

Kifejtettem a determinans a 3. oszlopa szerint.

(4) : Sarrus-szabélyal megkaptam a végs6 eredményt.

12. Eszrevétel. Ez a modszer gondolkodasigényesebb, viszont szamolastechnikailag gyorsabb, mint a rekurziv de-
finici6. Gondoljuk végig, hogy mennyit kell szamolnunk (4 x 4)-es, (5 x 5)-0s illetve még nagyobb determinansok
esetén a két modszerrel.

3. Alkalmazasok

e Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata.
e Egyenes, kor egyenlete.
e Cramer-szabaly.

4. Kiegészités
e Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det [{{3, 2, -4},{-2, -5, 1},{-8, 2, 1}}]

® Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4],[-2,-5,1],[-8,2,11]));

® Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])

® Matek.hu



