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0. GYAKORLAT

Bazis, dimenzi6. Koordinatak.

Emlékeztets

1. Definicié. Legyen V egy vektortér, vy, v, ..., v, pedig n darab vektor V-bgl. Ekkor a

[vl,...,vn]:{clv1+...+cnvn:c1,...cnGR}Z{Zcivi:cieR}

i=1
halmaz alteret alkot V-ben, és ezt a halmazt a vy, vs,...,v, vektorrendszer &ltal generalt altérnek

nevezzik, és [vy, va, ..., v,]-vel jeloljik.

2. Definicié. Legyen V egy vektortér, U egy altere V-nek, vy, vs, ..., v, pedig n darab vektor V-bdl.
Ekkor a v1,va, ..., v, vektorrendszert az U altér generatorrendszerének nevezziik, ha [v1,va, ..., v,] =
U.

3. Eszrevétel. Természetesen az el6bbi definicioban U = V esetében beszélhetiink a vektortér gene-
ratorrendszerérdl is.

4. Definicié. A vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a zérusvektor csak trivialis linearis
kombinacioként allithato els, azaz barmely cy, ..., ¢, valdész szamok esetén,
ha civ1 +... 4+ cpv, =0, akkor ¢y = ... =¢, = 0.

5. Definicié (Rang). Egy vy,...v, vektorrendszer rangja a legnagyobb maximaélis linearisan fiig-
getlen részrendszerének elemszamat, vagyis a rang az r egész szam, ha

1. kivéalaszthato vy, . .. v, koziil r darab vektor tgy, hogy ezek linearisan fiiggetlen vektorrrendszert
alkossanak, de

2. nem vélaszthato ki vy,...v, kozil r + 1 darab vektor gy, hogy ezek linearisan fiiggetlen
vektorrrendszert alkossanak.

6. Definicié. Egy vektortér linearisan fiiggetlen generdtorrendszerét bazisnak nevezziik.

Dimenzid

7. Definicié. Egy vektortér véges dimenzids, ha van véges generatorrendszere.

8. Tétel. Egy véges dimenzids vektortér barmely két bazisinak elemszdma egyenld.

9. Definicié. Az el6z6 tételbeli kozos elemszam a vektortér dimenzidja. Egy V' vektortér dimenzidjat dim V-vel

jeldljiik.

11.
12.

Emlékeztetd

10. Definicié. A V vektortér egy nemiires U részhalmazat altérnek nevezziik, ha U is vektortér,
azaz U zéart a V-t6l 6rokolt Osszeadasra és szorzasra nézve.

Eszrevétel. AV vektortér egy U altere is vektortér, tehat U-nak is van dim U dimenzioja.

Tétel.
o A vy,...,v,] altér dimenzidja egyenld a vy, ..., v, vektorrendszer rangjdval.
o Awvy,...,v, vektorrendszer maximdlisan figgetlen vektorrendszerei bdzisa a [vy, ..., v,] altérnek.

e Ha a vektorrendszer dimenzidja n, akkor barmely n elemd linedrisan fiiggetlen vektorrendszere bdzis.




13. Tétel. Ha U; és Usy olyan alterei a V' vektortérnek, melyekre U; C Us, akkor dim Uy < dim Us, és dimU; =
dim U, pontosan akkor teljesil, ha Uy = Us.

14. Tétel (Dimenziotétel). Ha Uy és Uy két altér a V vektortérben, akkor dim Uy + dim Uy = dim (U; + Uz) +
dim (U1 n Uz) .

15. Tétel. Ha Uy = [v1,...,v,] €s Us = [wn,...,wg], akkor Uy + Uz = [v1,...,0n, w1,. .., W] .

16. Példa. Adott az U; és Us altér a V vektortérben. A kérdés az, hogy a két altér egyenls-e?

Egy konkrét feladat megoldasa helyett, inkdbb egy egyszertibb példan keresztiil magyaraznam el, hogy mi
az amit ki kell szamolni. Legyen példaul a V a jol ismert R3, azaz a tér. Ebben nyilvan alteret alkotnak az
origon atmend sikok, egyenesek, és maga az origo illetve a tér is. Ezek rendre 2, 1, 0 és 3 dimenzios alterek. Az
nyilvanvald, hogy két altér csak akkor egyezhet meg, ha azonos a dimenziojuk, ez konnyen lathaté abbdl, hogy
példaul egy egyenes nem lehet egyenls egy sikkal. Tehat az U; = Us sziikséges feltétele a dimU; = dim Us.
Ez viszont még kevés. Miért is? Nyilvan attol, hogy van a térben két sik, még nem biztos, hogy egyenlGek.
Maradjunk a sikokn4l, mint alterek, a vektortér is legyen az R? tér. Ekkor két sik helyzete egyméshoz viszonyitva
a kovetkezdk lehetnek: vagy metszik egymast (a metszet ilyenkor egy egyenes), vagy pedig egybeesnek. Az nem
lehet, hogy két sik ne metsze egymést, mint altér, mert mindkettének tartalmaznia kell a nullvektort, azaz az
origot. Az elsS esetben a két altér metszete egy egyenes, ami egy 1-dimezios alakzat, tehat dim (U; NUs) = 1. Ha
a két sik egybeesik, akkor megyeznek, és a dimenziojuk igy szintén 2 kell, hogy legyen, azaz ebben az esetben
dim (U; NU;) = 2. Ezekbdl mar levonhaté az a kovetkeztetés, hogy két altér akkor, és csak akkor egyezik
meg, ha a dimenziéjuk ugyanannyi, és ez még egyenlé a metszetiik dimenzidjaval is. Viszont a gyakorlaton
mégis az alterek Osszegének szamoltuk ki a dimenzidjat, és azt allitottam, hogy a metszet dimenzidja helyett
az Osszeg dimnezidjaval kell az alterek dimenzidjanak megegyeznie. Egyszertien nézziink ra a dimenzi6tételre
és meglathatjuk, hogy ha a négy dimenziébél harom megegyezik, akkor negyedik is ugyanannyi lesz. Igy ha az
alterek generatorrendszeriikkel vannak megadva, akkor az 6sszegiik dimenzidja konnyebben szamolhato, mint a
metszet dimenzidja, azért csindltuk gy, ahogy.

2. Koordinatak

17. Definicié. Legyen V egy n-dimenziés vektortér, és B legyen ennek egy rogzitett ey, ..., e, bazisa. Ekkor
a V vektortér barmely v vektora EGYERTELMUEN elGall a B bazisbeli vektorok linearis kombinaciéjaként:
v=cie;+...+cpen. Ac,. .., c, szdmokat a v vektor B bazisbeli koordinatainak, a (ci, ..., ¢,) vektort pedig

a B bazisbeli koordinatasoranak nevezzik.

3. Osszefoglalas

18. Tétel (A Tétel). Legyen adott egy k elemd vy, . .., v vektorrendszer az n-dimenzids R™ vektortérben. Ekkor

e vy,...,v, rangja legfeljebb k;

® vy,...,v, pontosan akkor linedrisan figgetlen, ha a rangja k;

® vy,...,vr pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha a rangja kisebb, mint k;
e ha k < n, akkor vy,...,vr nem generdtorrendszer;

e vy,...,v, pontosan akkor generdtorrendszer, ha a rangja n;

® vy,...,v, pontosan akkor bdzis, ha k = n, és a rangja n.

19. Példa. Mit tudunk mondani az (1,2,3,0),(2,0,1,1), (—3,2,1, —2) vektorrendszerrsl?
Szamoljuk ki a vektorrendszer rangjat, és alkalmazzuk az el6z6 tételt!

123 0 12 3 0
2 01 1||~|0 -4 -5 1 W(éi > (1)>
3 2 1 -2 0 8 10 -2

N O N

Két sor maradt, igy a vektorrendszer rangja 2. Mivel a rang kisebb mint a vektorok szdma, igy a vektorrendszer
linearisan fiiggs. Ahhoz, hogy generatorrendszer legyen, a rangnak 4-nek kellene lennie, tehat nem generator-
rendszer. Ebbgl méar kovetkezik, hogy nem is bézis.



20. Példa. Mit tudunk mondani az (1,2,-1),(2,5,1), (4, —1,6) vektorrendszerrsl?
Szamoljuk ki a vektorrendszer rangjat, és alkalmazzuk az el6z6 tételt!

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 5 1 ~ 1 0 1 3 ~1 0 1 3
4 -1 6 0 -9 10 0 0 37

Harom sor maradt, igy a vektorrendszer rangja 3. Mivel a rang egyenld a vektorok szamaval, igy a vektorrendszer
linearisan fiiggetlen. Ahhoz, hogy generatorrendszer legyen, a rangnak 3-nak kellene lennie, mivel az R3-ben
dolgozunk, tehat a vektorrendszer generatorrendszer. Ezen informaciok szerint a tétel utolsé pontja azt allitja,

hogy a vektorrendszer béazis.

21. Példa. Az eléz6példaban szerepls vektorrendszerrsl kideriilt, hogy bazis. Irjuk fel ebben a bazisban az

(1,2,0) vektor koordinatait!

Ac(1,2,-1) 4+ ¢2(2,5,1) + ¢3(4,—1,6) = (1,2,0) egyenletrendszert kell megoldani, Gauss-eliminacioval
megkaphatjuk a lehetséges (cy,ca,c3) értékeket. (Mivel a vektorrendszer bazis, igy pontosan egy megoldast

fogunk kapni.)

1 2 41 1 2 41
2 5 -1|2 |~...~ [ 0 1 =910
-1 1 6 |0 0 0 37 |1

Ebbdl visszafejtve a megoldast, azt kapjuk, hogy (c1,ca,c3) = (

w‘»—t
ot

, 5, 5-). Ezzel a feladat kész.



