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Elmélet
Elemi bazistranszformacié

Definicié

Elemi bazistranszformaciénak nevezziik azt a miveletet, melynek
soran egy bazis egy vektorat kicseréljiik egy masik vektorra. Ekkor
azt is mondjuk, hogy j vektort visziink be a bazisba.

Tétel

Legyen e, ..., e, egy bazisa a V vektortérnek. Ekkor a v € V
vektor pontosan akkor cserélhets ki az e; vektorral a bazisban, ha a
v-nek a ej-hez tartoz6 koordinataja nem nulla.

| A
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Elmélet Gyakorlati végrehajtas

Tartalom

@ Eimélet

o Gyakorlati végrehajtas
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Elmélet Gyakorlati végrehajtas

Elemi bazistranszformacié
Gyakorlati végrehajtas

Készitiink egy tablazatot az alabbiak szerint.

O A tablazat bal széls6 oszlopa az ey, ..., e, bazisneveket
tartalmazza.
@ A tablazat legfels oszlopaba irjuk a vy, ..., v, vektorok neveit.

O A tablazat kdzéps6 részébe a v; vektorokat irjuk be a megfelels
oszlopba, igy reprezentalva, hogy mi az egyes bazisvektorokhoz
tartozé koordinatai.

Vi Voo Vg A v; vektor ponto-
ey | a1 ... ay ... an san akkor cserélhetd
ki az e; bazisvektor-
ral, ha a;; # 0.
' ij
[=H Eh ajj dik
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Elemi

Elmélet Gyakorlati végrehajtas

bazistranszformacié

Gyakorlati végrehajtas

Az elemi bazistranszformacié |épései a kovetkezék:

o

© 0

Vialasztunk egy nemnulla generaléelemet a tablazatbdl. (Csak
olyat valaszthatunk, amely e-s sorban és v-s oszlopban van.)

Felcseréljiitk a generaloelem sorat és oszlopat jelzé e és v jelet.
A generaléelem helyére a reciprokat irjuk.

A generéléelem soranak tobbi elemét leosztom a
generaléelemmel.

A generaléelem oszlopanak tobbi elemét leosztom a
general6elemmel és megszorzom (—1)-gyel.

A tobbi elemet téglalapszaballyal szamitjuk ki.

A fenti lépéseket addig ismételjiik, amig csak tudunk
generaléelemet valasztani.
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Elmélet Gyakorlati végrehajtas

Elemi bazistranszformacié
Gyakorlati végrehajtas

Téglalapszabaly

Vi %) %} Va4
€1 o S1 o k
€
€3 5 8 5 S

Itt a g a generaléelem, k-t pedig téglalapszaballyal kell kiszamolni.
Ekkor az 4j tablazatban a k helyére a

kg — 515
g

elem kerul.
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Elmélet

Elemi bazistranszformacié

Gyakorlati végrehajtas

Gyakorlati végrehajtas

Vi vj Vi
€1 ai ay; Ak
& aj1 Ajk
€n dnl anj ank \{
%1 vy Vi
a113jj—3a1;di1 aij A1k 3jj — ik A1j
€1 | — 5. 2 Ee—
ajj ajj ajj
a; 1 aj
& i ™ Sk
ajj ajj ajj
e an1jj—3aj18nj _ nj 3nk 3ij — ik anj
n ajj ajj ajj
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Alkalmazasok | Vektor bevitele a bazisba

Tartalom

© Alkalmazasok
@ Vektor bevitele a bazisba
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Alkalmazasok | Vektor bevitele a bazisba

1. feladat

Feladat
Adott egy e1, e, e3 bazis, illetve a

vi=(1,-2,1), v»=(0,3,1), v3 =(-1,-1,1)

vektorok. Vigyiink be annyi vektort a vy, vo, v3 vektorok koziil a
bazisba, amennyit csak tudunk!

Megoldas

| \

Irjuk fel a bazistranszformaciéhoz sziikséges tablazatot, és hajtsunk
végre elemi bazistranszformaciokat, ameddig lehetséges.

A\
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Alkalmazasok | Vektor bevitele a bazisba

1. feladat

Megoldas
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1. feladat

Alkalmazasok

Megoldas
141 Vo V3
el 1 0 -1 —
() —2 3 -1
es| 1 |1 1

Linearis algebra gyakorlat

Vektor bevitele a bazisba

€3 V2 V3
ee | -1 -1 =2
€ 2 5 1
Vi 1 1 1
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1. feladat

Megoldas

141 Vo V3
eg| 1 0 -1
€ | — 2 3 -1
€3 T‘ 1 1

€3 Vo S5
€1 3 9 2
V3 2 5 1
vi| -1 —4 -1

Alkalmazasok

Linearis algebra gyakorlat

Vektor bevitele a bazisba

€3 V2 V3
ee | -1 -1 =2
€ 2 5 1
Vi 1 1 1
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Alkalmazasok | Vektor bevitele a bazisba

1. feladat

Megoldas

€3 Vo S5 €3 € €2
al3[9]2| . w L 13
V3 2 5 1 V3 ? —g —%
w|-1 -4 -1 wil & I
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Alkalmazasok | Vektor bevitele a bazisba

1. feladat

Megoldas

€3 Vo S5 €3 € €2
e | 392 w1l I 2

2 5 1 e O |
V3 V3 ,l% 9 (1)
wl—-1 —4 -1 w18 I

o Mindegyik vektort be tudtuk vinni a bazisba.

o Ebbdl tulajdonképpen kdvetkezik az is, hogy a vq, vo, v3
vektorok is bazist alkotnak, mert egy bazist teljesen
kicseréltiink ezekre a vektorokra, és a bazistranszformacidk
soran mindig bazist kaptunk.
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Alkalmazéasok Rangszamitas

Tartalom

© Alkalmazasok

@ Rangszamitas
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Adott egy e1, e, €3, &4 bazis, illetve a

Vi = (17 1’072)7 Vo = (1727 _2a 1)7
V3 = (_27 _3’ 17 _4)7 Vg = (07 1a374)

vektorok. Mennyi a v, v, v3, v4 vektorrendszer rangja?

Megoldas

Irjuk fel a bazistranszformaciéhoz sziikséges tablazatot, és hajtsunk
végre elemi bazistranszformaciokat, ameddig lehetséges. A bazisba
bevitt v vektorok szdma adja meg a vektorrendszer rangjat.
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Megoldas
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Megoldas
0 0
e |1 2 -3 1 ~ e -1 1 -1 1
s 0 -2 1 3 3| 0 -2 3
€4 2 1 —4 4 € -2 —1 0 4
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Megoldas

%1 Vo V3 V4 €1 Vo V3 V4

e | 1 1 -2 0 vi | 1 1 =2

(5] 1 2 -3

€4 2 1 —4

€1 Vo €3
vi| 1 =3 2
e | -1 -1 1
vs| 0 =2 1
€4 -2 -1 0

€ -2 -1 0

2w oS

Linearis algebra gyakorlat Bazistranszformacié és alkalmazasai



Alkalmazasok

2. feladat
Megoldas
Vi W Vi va
e | 1] 1 -2 0
€ 1 2 -3 1 ~
es| 0 -2 1 3
€4 2 1 —4 4
€1 Vo €3 Va
w1l -3 2 6
e | -1 -1 1 4 ~
s | 0 -2 1 3
€4 -2 -1 0 4

Linearis algebra gyakorlat

Rangszamitas

€1 Vo V3 V4
vi | 1 1 -2 0
e -1 1 -1 1
€3 0 -2 3
€ -2 -1 0 4

el €4 €3 Va
vi| 7 -3 2 —6
e |1 -1 1 0
vs| 4 -2 1 =5
wl|l2 -1 0 -4
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Megoldas

%1 Vo V3 V4 €1 Vo V3 V4

e | 1 1 -2 0 vi | 1 1 =2

0
e[l 2 -3 1|~ e|-1 1 -1 1
s 0 -2 1 3 3| 0 -2 3
€4 2 1 —4 4 € -2 —1 0 4

€1 Vo €3 Va el €4 €3 V4
w1l -3 2 6 vi| 7 -3 2 —6
e | -1 -1 1 4 ~ e |1l -1 1 0
s | 0 -2 1 3 vs| 4 -2 1 =5
eqe | —2|-1|0 4 wl|l2 -1 0 -4

@ Nem tudunk tébb generaléelemet valasztani, igy csak 3 vektort
tudunk bevinni a bazisba. Ebbgl kdvetkezik, hogy a
vi, v2, v3, v4 vektorrendszer rangja 3.

@ A bazisba bevitt v vektorok megadjak a vi, vo, vz, va
vektorrendszer egy maximalisan fiiggetlen részrendszerét.
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Alkalmazéasok Rangszamitas

2. feladat

Megoldas

Tipp: a generaléelem oszlopara nincs sziikség, mert amit kihoztunk
a bazisbdl, azt mar nem akarjuk visszavinni. Igy az () tablazatban a
generaléelem oszlopa elhagyhaté.

%] Vo vy v V2 Vi v
e | 1 1 -2 0 vi| 1 =2 0
e 1 2 =3 1 ~ e 1 =11 ~
s 0 -2 1 3 e3 | —2 3
€4 2 1 —4 4 €4 -1 0 4
Vo Vq V4
vi| -3 6 vi | —6
€2 -1 4 ~ € 0
v3 | =2 3 v3 | =5
€4 -1 4 Vo —4
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

Tartalom

© Alkalmazasok

@ Linearis egyenletrendszer megoldasa
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert!

X1+x+2x3+4x, = -3

x1+3x%+3x3—x4 = -1
2x1 +6x2 +6x3 —5x4 = 3

x1+3x+3x3+2x4 = —6

Megoldas

Irjuk fel a bazistranszformaciéhoz sziikséges tablazatot, és hajtsunk
végre elemi bazistranszformacidkat, ameddig lehetséges.

Fontos, hogy itt el kell hagyni a generaléelem oszlopat, az elébb a
rangszamitasnal ez csak lehetGség volt.
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

A bazistranszformacick soran a kdvetkezékre kell figyelni!

o Generaléelemet csak a kozépsd részbdl valaszthatunk, a
konstansok oszlopabél nem.

o Ettdl fiiggetleniil természetesen a jobb oldali oszlop elemeit is
le kell cserélni a bazistranszformacié szabalyai szerint.

@ Ha egy sor csupa-nulla ES valamilyen e jelzéssel kezdédik a
sora, akkor ez a sor elhagyhaté a tablazatbdl.
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

A végeredmény kiértékelése a kovetkezé:

@ Ha van olyan sor, ami e-s jelzéssel kezdddik, és a jobb oldali
oszlopban all6 szamon kiviil minden eleme nulla, akkor az
egyenletrendszer ellentmondd, ilyenkor nincs megoldas. (Nem
kell a végéig varni, ha Gtkdzben talalunk ilyet, akkor mar
megallhatunk azzal a megéllapitassal, hogy nincs megoldas.)

@ Ha nincs ellenmondé sor, akkor van megoldas:

©® Ha minden x-es valtoz6t be tudtunk vinni a bazisba, akkor
pontosan egy megoldas van. (llyenkor a bazistranszformacié
végén csak 1 darab szamokbdl all6 oszlop van, ami a jobb
oldali konstansoknak felel meg. A megoldast Ggy kapjuk, hogy
a sorok elején allé valtozdk a sorukban lévs (egyetlen) szamot
veszik fel.

® Ha nem tudunk bevinni minden valtoz6t a bazisba, akkor
végtelen sok megoldas van. Ezt az esetet az el6bbi konkrét
feladat megoldéasa utan folytatjuk.
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

X2 X3 Xy

-1] -1
-5 3

D
K
_ N | X

w O W
w o W N
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

X] Xo X3 X4 X2 X3 X4
e[ 1]1 2 4[-3 x| 1 2 4 |-=3
|1 3 3 —-1|-1] ~ e|2 1 -5/]2
|2 6 6 -5| 3 es| 4 2 -—13| 9
e | 1 3 3 2 |-6 4| 2[1] -2|-3
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

X1 -3 8

es| 0 -9 15
X3 2 —2 -3
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

X2 X4 X2
X1 -3 8 3 X1 -3 %
| 0[-3]5]~ x| 0]-2
€3 0 -9 15 e3 0 0
x3| 2 =2 -3 x| 2 | -2
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

X1 Xo X3 Xy X2 X3 Xy
e[ 1]1 2 4[-3 x| 1 2 4 |-=3
o1 3 3 —-1|-1] ~ e&|2 1 5|2/ ~
|2 6 6 -5| 3 es| 4 2 -—13| 9
e | 1 3 3 2 |-6 4| 2[1] -2|-3

Xo X4 X2
x| -3 8 | 3 x| -3 2 —
e 0 [3]5 |~ xl0| -5~ Xi o | s
es| 0 —9| 15 es| O 0 3
x3| 2 2] -3 x| 2 | -2 x| 2|5
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Alkalmazasok
3. feladat

Linearis egyenletrendszer megoldéasa
Megoldas

X2 Nem tudtunk minden valtozét bevinni a bazisba,
x| =3 43—9 tehat végtelen sok megoldas van.
xg | O —% A megoldast a kdvetkezsképp olvassuk le:
9
X3 2 -3

Linearis algebra gyakorlat
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat
Megoldas
X2 Nem tudtunk minden valtozét bevinni a bazisba,
x| =3 43—9 tehat végtelen sok megoldas van.
xg | O —% A megoldast a kdvetkezsképp olvassuk le:
X3 2 —%

@ A bazisba bevitt valtozék a kotott ismeretlenek, amiket nem
tudtunk bevinni, azok a szabad ismeretlenek.

o A masodik fligg6leges vonal jelenti az " = "-jelet, tehat a
megoldas a kdvetkezSképp olvashaté le:

49
X1 —3x = —

X4 = —=

x3+2xp = ——.
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Alkalmazéasok Linearis egyenletrendszer megoldéasa

3. feladat

Megoldas

@ A szabad ismeretleneket rendezziik a jobb oldalra:

49
x] = 3X2—|-?
5
X4 = 75
19
X3 = —2X2—?.

o A feladat megoldasa:

49 19 5
<3X2 T3 —2x2 — 3 —3> :

Linearis algebra gyakorlat Bazistranszformacié és alkalmazasai



Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

Tartalom

© Alkalmazasok

@ Homogeén linearis egyenletrendszer megoldasa
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

4. feladat

Egy linearis egyenletrendszer homogén, ha az egyenletrendszer jobb
oldali konstansokbdl allé oszlopaban minden elem nulla.

Oldjuk meg az alabbi (homogén) linearis egyenletrendszert!

2x1 + 7xo + 3x3
3x1 —2x0 — 3x3 =
—8x1 —3x +3x3 =

Megoldas

Ugyanigy jarunk el, mint az elébb, a homogén egyenletrendszer
csak abban kiilonbozik egy atlagos egylenletrendszertdl, hogy biztos
van megoldasa.
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4. feladat

Megoldas

X1

X2

Alkalmazasok

€1
€2
€3

2

]

7
-2
-3

Linearis algebra gyakorlat

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

4. feladat

Megoldas

X1 X2 X3 X2 X3
ee | 2|7 3|0 x| % 3]0
EVSY
e 3 -2 -3|0 | -2 |- 0
e3| -8 -3 3|0 es| 25 15 |0
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

4. feladat

Megoldas

X1 X2 X3 X2 X3
e[ 2] 7 3]0 x| % 5 |0 |
3 -2

2
3|0 e| -5 |5 |0

€2

es| -8 -3 3 |0 es | 25 15 |0
X2

al [z(2) -2 (%) () |0

X3 % 0

es | [25-(=%) 15 (=%)] - (=55) | O
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

4 feladat
Megoldas
X1 X2 X3 X2 X3
e 2]7 3|0 x| % 5 |0 |
e 3 -2 -3|0 | -2 |- 0
e -8 -3 3|0 es| 25 15 |0
X2
W O 3.0DICR [0 L
X3 3 0
e3 | [25-(=2)-15-(=2)] - (=5%) | O
X2
x| 110
X3 % 0
es| 010
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

4. feladat
Megoldas
X1 X2 X3 X2 X3
e 2]7 3|0 x| % 5 |0 |
e 3 -2 -3|0 | -2 |- 0
es| -8 -3 3 |0 es| 25 15 |0
X2
x| 3332 (%) [0
X3 % 0
e3 | [25-(=5) =15 (=%)] - (=55) | O
X2 X
2
X1 i 0 ~ x| 110
x| 3 |0 x3| 210
es| 010 3
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

4. feladat

Megoldas
X2
X1 1 0
x3| 2|0
A megoldas:
X1 = —Xx
5
X3 = _§X25

azaz vektoros formaban megadva:

5
<_X27 X2, _3X2> .

Bazistranszformacié és alkalmazasai
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

4’ feladat

Feladat

Adjuk meg az el6z6 feladatban lévé homogén egyenletrendszerhez
tartozé megoldasaltér egy bazisat!
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

4’ feladat

Feladat

Adjuk meg az el6z6 feladatban lévé homogén egyenletrendszerhez
tartozé megoldasaltér egy bazisat!

@ A megoldas vektoros formaban: (—xz,x2, —%xz) .

o A megoldasaltér dimenzidja pontosan a szabad ismeretlenek
szamaval egyezik meg, jelen példanal ez 1.

o A kdvetkezé médon kaphatjuk meg a megoldasaltér egy
bazisat (fundamentalis rendszert): minden egyes szabad
valtozéhoz megadunk egy olyan megoldasvektort, melyben az
adott szabad ismeretlent 1-nek valasztjuk, a tobbit 0-nak.

@ Jelen esetben egy vektort kapunk mint bazis, mert csak 1
darab szabadismeretlen van:

(-11-5).
3
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Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

4" feladat

Feladat

Adjuk meg azon homogén egyenletrendszerhez tartozé
megoldasaltér egy bazisat, melynek altalanos megoldasa:

(3x4 — x5, —X4 + Xx5,3, X4, X5) -

Linearis algebra gyakorlat istranszformacié és alkalmazasai



Alkalmazéasok Homogén linearis egyenletrendszer megoldésa

4" feladat

Feladat

Adjuk meg azon homogén egyenletrendszerhez tartozé
megoldasaltér egy bazisat, melynek altalanos megoldasa:

(3x4 — x5, —X4 + Xx5,3, X4, X5) -

e A megoldasaltér dimenziéja pontosan a szabad ismeretlenek
szaméaval egyezik meg, jelen példanal ez 2.

o Ezért két darab bazisvektort kell megadnunk, az el6z6 dian
emlitett médszerrel:

x3=1 x=0 — Vi = (3,—1,3,1,0)
x3=0,x5x=1 = w=(-1,1,3,0,1)

o gy a v1, v» vektorok bazist alkotnak a homogén linearis
egyenletrendszer megoldasalterében.

Linearis algebra gyakorlat Bazistranszformacié és alkalmazasai
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